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Prefazione

Per uno studente appena iscritto a una facolta scientifica il primo impatto con il corso
di Geometria & indubbiamente duro. Lo studente si aspetta di rivedere quadrati e
triangoli, o magari finalmente di imparare qualcosa su sfere e parallelepipedi, e invece
nel giro di poche settimane si trova immerso in nozioni astruse tipo “spazi vettoriali
di dimensione n” o peggio ancora in manipolazioni apparentemente prive di senso
di tabelle di numeri chiamate per qualche misterioso motivo “matrici”. Gli viene
promesso che un giorno tutto cio gli sard utile, ma per il momento il nostro studente
a volte non capisce neppure se ¢’® una relazione fra quanto studiato per anni e la serie
di concetti astratti che gli vengono propinati spesso quasi senza motivazioni.

Eppure il corpo di argomenti che viene tradizionalmente insegnato nel primo corso
di Geometria nelle universitd italiane non & nato nel vuoto, anzi; & stato creato pazien-
temente negli ultimi due secoli per rispondere a problemi ben precisi, sia applicativi
sia interni alla Matematica, e diversi di questi problemi sono di interesse immediato
anche per uno studente del primo anno. Per esempio, lo studio dei sistemi lineari
conduce in maniera naturale agli spazi vettoriali e alle applicazioni lineari; lo sforzo
di astrazione viene poi ripagato da risultati quali il Teorema di Rouché-Capelli o il
Teorema. della dimensione che, affiancati da appropriate tecniche di calcolo del ge-
nere dell’eliminazione di Gauss, permettono di risolvere efficacemente problemi che
lo stesso studente pud essersi posto sui sistemi lineari. E una volta entrati all'interno
della teoria diventa facile trovare ulteriori motivazioni per proseguire.

Dopo un simile preambolo non & difficile immaginare qual & una delle caratteri-
stiche principali di questo testo: I'abbondanza di motivazioni ed esempi. Ogni nuovo
concetto & collegato a qualcosa che lo studente gia conosce, e che ne giustifica I'in-
troduzione; e numerosi esempi vengono discussi per dare la possibility di vedere in
concreto il significato delle nuove nozioni e i possibili fenomeni che si possono pre-
sentare. Una certa enfasi & posta anche sulle tecniche di calcolo, con Tobiéttivo di
fornire prima possibile allo studente i mezzi per operare autonomamente con i nuovi
concetti; ma tutte le tecniche sono rigorosamente dimostrate e inquadrate nel conte-
sto, in modo da evitare che divengano delle semplici macchinette da utilizzare anche
a sproposito senza capirne davvero il funzionamento. '

Un altro problema che si deve affrontare studiando argomenti matematici {di qua-

lunque livello, non solo al primo anno d'universita) & che la semplice lettura del testo
1
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X  Prefazione

non basta. Un ragionamento matematico & per sua stessa natura una successione
logica di argomenti; viene quindi naturale seguire i singoli passaggi senza porsi pro-
blemi (del resto, & tutto logico) per poi ritrovarsi in fondo al capitolo e accorgersi:
primo, di non saper risolvere un solo esercizio; secondo, di non aver minimamente
capito perché siano stati fatti certi ragionamenti piuttosto che altri; terzo, di non
essere assolutamente in grado di ricostruirli. Per cercare di prevenire il problema
questo testo & stato scritto con uno stile che invita a una lettura attiva. In punti
strategici viene chiesto allo studente di verificare subito d’aver capito il motivo di
certi passaggi; alcuni dettagli semplici ma. significativi di alcune dimostrazioni sono
lasciati per esercizio (ma le soluzioni sono tutte in Appendice); e sono state preferite
dimostrazioni che mostrassero chiaramente cosa stava accadendo ad altre magari (ma
non necessariamente) pilt brevi o eleganti ma pilt oscure. Inoltre, per invogliare ulte-
riormente lo studente a interagire con cid che legge, il testo si rivolge direttamente in
seconda persona al lettore. Infine, ciascun capitolo & corredato da numerosi esercizi
per permettere di verificare la comprensione sia teorica che pratica di quanto studiato.

Gli argomenti presentati in questo testo coprono le necessitd fondamentali di un
corso di Geometria per il primo anno dei corsi di laurea in Ingegneria, Matematica e
Fisica: vettori applicati, sistemi lineari, spazi vettoriali, applicazioni lineari, matrici,
determinanti, geometria affine ed euclidea del piano e dello spazio, numeri complessi,
prodotti scalari, autovalori e autovettori, forme quadratiche, coniche e quadriche.
Buona parte dei capitoli sono corredati di Complementi contenenti materiale aggiun-
tivo, utile per permettere a ciascun docente di adattare il testo alle esigenze specifiche
del proprio corso (per esempio, il polinomio minimo, la forma canonica di Jordan o
un’introduzione alla geometria proiettiva), per fornire informazioni di cultura generale
allo studente (per esempio, un’esposizione elementare del Lemma. di Zorn, o la dimo-
strazione del Criterio di Cartesio), o semplicemente per illustrare I'uso di tecniche
specifiche (per esempio, il principio d’induzione o le sommatorie).

Questo libro nasce dalle note per i corsi di Geometria da me tenuti presso le Facolta
di Ingegneria delle Universitad di Roma Tor Vergata, Pisa e Ancona. Diverse persone
ne hanno influenzato la stesura, indirettamente o direttamente, ed & un piacere avere
la possibilitad di ringraziarle qui: in ordine alfabetico, Silvana Abeasis, Welleda Bal-
doni, Marili Chiofalo, Franco Conti, Tullio Franzoni, Laura Geatti, Mario Landucci,
Adele Manzella, Giorgio Patrizio e Roberto Tauraso. Un ringraziamento particolare
va a Chiara Tartara e allo staff della McGraw-Hill Libri Italia, che hanno reso la
realizzazione di questa opera il pitt scorrevole possibile. E infine soprattutto un sa-
luto speciale ai miei studenti di questi anni (in particolare all’indimenticato Abate
Funs Club); senza la loro stima, il puntiglioso controllo su quanto propinavo loro e i
continui appropriati commenti nulla di tutto cid sarebbe stato possibile.

Marco Abate
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Nozioni preliminari

N

Per cominciare lo studio di un nuovo argomento & utile fissare un punto di partenza.
Bisogna stabilire un linguaggio comune, definire i termini di uso frequente e convenire
in anticipo su cosa sia supposto noto. Per i nostri scopi, un buon punto di partenza
& la teoria ingenua' degli insiemi. Probabilmente I’avrai gid incontrata nei tuoi studi
precedenti; per ogni evenienza questo capitolo comincia richiamandone i concetti di
base. Si prosegue con una breve discussione dei numeri e relative operazioni, sempre
con ’intento di ripassare alcuni concetti fondamentali e fissare una volta per tutte la
terminologia. 1l capitolo si conclude con un veloce riepilogo dei concetti matematici
che si suppone tu abbia imparato alle superiori.

1.1 Insiemi e funzioni

Cominciamo introducendo brevemente alcune notazioni e un po’ di terminologia (ov-
vero qualche simbolo e non pochi nomi). Se A & un insieme, scriveremo a € A per
indicare che ’elemento a appartiene all’insieme 4, e a ¢ A per indicare che a non ap-
partiene ad A. Se B & un altro insieme i cui elementi appartengono tutti anche ad A,
diremo che B & un sottoinsieme di A (o che & contenuto in A), e scriveremo B € A
(oppure A 2 B, che si legge “A contiene B”). Se inoltre B & effettivamente diverso
da A — cioé A contiene degli elementi che non appartengono a B — diremo che B &
un sottoinsieme proprio di A, e scriveremo B C A (0 A D B). L’insieme vuoto, ciog
Pinsieme privo di elementi, sara indicato con @. '

Una situazione che capiterd spesso sara quella di dover considerare il sottoin-
sieme B degli elementi dell’insieme A che godono della proprietd tale”. In simboli,
questa definizione sara abbreviata in ‘

B = {a € A| a gode della proprieta tale}.
Per esempio, se indichiamo con N l'insieme dei numeri naturali, il sottoinsieme B dei
1
e |
! Cosi chiamata per distinguerla dalla ben pit complicata e interessante teorialassiomatica

degli insiemi, di cui parleremo brevemente nei Complementi al Capitolo 4.
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2  Capitolo 1

multipli di 3 pud essere rappresentato da
B = {n € N|n & divisibile per 3},

o anche da
B = {n € N|n=3k per qualche k € N}.

Siano A e B due insiemi qualunque. Allora

- lintersezione AN B di A e B & I'insieme contenente solo gli elementi che stanno
sia in A che in B; se AN B = @, diremo che gli insiemi A e B sono disgiunti.

—  l'unione AU B di A e B & linsieme che contiene tutti gli elementi di A assieme
a tutti gli elementi di B;

- la differenza A\ B di A e B & I'insieme che contiene esattamente quegli elementi
di A che non'stanno in B;

- il prodotto cartesiano A x B di A e B & l'insieme delle coppie ordinate (a,b)
dove a & un qualunque elemento di 4 e b & un qualunque elemento di B.

Se esiste un concetto che caratterizza la matematica moderna & il concetto di funzione.
Praticamente tutta la matematica (e la Geonietria non & da meno) ne fa un uso
continuo. Non ti sorprenderd quindi scoprire che il resto di questo primo paragrafo &
dedicato a una discussione delle funzioni e delle loro proprieta.

Definizione 1.1 Unaift iel(o applicazione) fra due insiemi A e B & una legge
che associa a ciascun elemento di A uno e un solo elemento di B. L'insieme di
partenza A & il dominio della funzione; l’insieme di arrivo B il codeminio. In simboli,
una funzione f di dominio A e codominio B verra indicata con f:A— B. Sela
funzione f manda l’elemento a € A nell’elemento b € B, scriveremo® b = f(a), e
diremo, che b & immagine di a tramite f. L'insieme degli elementi di B che sono
immagine tramite f di elementi di A & 'immagine di f, e viene indicata con Im f
oppure con f(A); in simboli,

f(A)={be B|b= f(a) per qualche a € A} = {f(a} € Blac€ A}.
Pil in generale, se A; € A & un sottoinsieme di A, 'immagine di A, tramite f &
l'insieme f(A1) € B delle immagini degli elementi di A;. Viceversa, se By C B,
I'insieme degli elementi di A la cui immagine tramite f appartiene a B si chiama
immagine inversa f~1(By) di By tramite f; in simboli,
FU(Br) = {a€ Al f(a) € Bi} C A
Chiaramente, f~1(B) = A per qualunque funzione f: A — B (perché?).

2 Oppure ar!-rb, o semplicemente a +— b, se il contesto individua chiaramente di quale
funzione si tratta.

1.1 Insiemi e funzioni 3

Osservazione 1.1 Possiamo pensare la funzione f: A — B come una specie di scatola
nera, con un ingresso e un'uscita. Ogni volta che in ingresso entra un elemento del
dominio, la scatola nera — la funzione — lo elabora e poi emette dall’uscita un
elemento del codominio. Non & importante la natura degli elementi del dominio e
del codominio (possono essere numeri, rette, patate, cavalleggeri prussiani o qualsiasi
altra cosa) né il tipo di processi digestivi che avvengono all’interno della scatola.
Siano somme, prodotti, classifiche o formine da sabbia, tutto & ammissibile, purché il
procedimento usato sia sempre lo stesso: ogni volta che in ingresso infiliamo la stessa
patata, in uscita dobbiamo ottenere sempre la stessa cipolla — a ogni elemento del
dominio viene associato uno e un solo elemento del codominio, appunto.

Questa analogia ci permette di dire quando due funzioni sono uguali. Per i nostri
scopi, due scatole nere che producono lo stesso oggetto quando in ingresso ricevono
lo stesso elemento sono indistinguibili: non potendo vedere come sono fatte dentro,
se si comportano nello stesso modo per noi sono la stessa scatola. Dunque:
Definizione 1.2 Due funzioni f: 4 — B e g: A — B (con lo stesso dominio e lo
stesso codominio, s'intende) sono uguali, e scriveremo f = g oppure f = g, se e solo
se f(a) = g(a) per ogni a € A,

Vediamo ora qualche esempio.

Figura 1.1 Rappresentazione grafica di una funzione.

EsEMPIO 1.1 Se A & un insieme, la funzione id4: A — A che associa a ogni elemento
di A se stesso (in simboli, id4(a) = a per ogni a € A) si chiama I'identita di A.

ESEMPIO 1.2 Siano A e B insiemi, e by € B un elemento fissato. La Jegge f: 4 — B
che associa bp a ogni elemento di A (in simboli, f(a) = bo per ogni a € A) & una
funzipne, detta funzione costante di valore bg.

EsemP1o 1.3 La legge f: N — N data da f(n) = 3n & una funzione.

EseMpPIO 1.4 Siano A e B gli insiemi A = {1,2,3,4} ¢ B = {a,b,¢, d,e}. La legge
f:A— Bdatada f(1) = b, f(2) = a, f(3) = d, f(4) = b & una funzione. Possiamo

rappresentarla con un disegno come in Figura 1.1.

Ogni funzione in cul sia il dominio che il codominio sono costituiti da un,numero
finito di punti pud venire visualizzata con un disegno di questo -genere: l'unica cosa

i
x
j
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4  Capitolo 1

importante & che da ogni punto del dominio deve partire una e una sola freccia. Per
intenderci, i due disegni della Figura ‘1.2 non rappresentano funzioni: il primo perché
a un elemento del dominio vengono associati due elementi del codominio, e il secondo
perché a un elemento del dominio non viene associato alcun elemento del codominio.

(=) =6

Figura 1.2 Leggi che non rappresentano funzioni.

EsempPio 1.5 Sia f: A — B la funzione definita nell'Esempio precedente, e poniamo
Ay ={2,4} e By = {b,d,e}. Allora si ha f(A)) = {a,b} e f~}(B1) = {1,3,4}.

ESEMPIO 1.6 La classifica della quinta giornata del girone d’andata del campionato
di serie A del 1992/93 & una funzione che associa a ogni squadra di serie A un numero
naturale: il suo punteggio. Da questo punto di vista, il campionato consiste nel
cambiare funzione ogni domenica.

Esempio 1.7 11 prezzo al litro della benzina super dal benzinaio all’angolo & una
funzione che associa a ogni giorno degli ultimi trent’anni un numero — ed & una
funzione sfortunatamente non decrescente.

EseMp1o 1.8 La legge che associa a ogni giorno del’anno 1995 il prezzo al litro della
benzina super in Italia non & una funzione. Infatti, il prezzo cambia da benzinaio a
benzinaio, per cui non & possibile associare a ciascun giorno dell’anno un unico prezzo.

EsemP1o 1.9 Un tipo particolare di funzioni & costituito dai polinomi. Un polinomio
(a coefficienti reali, in una variabile®) & una funzione p: R — R della forma

p(t) = @nt™ + ap1t™ N+ -+ ag, (1.1)

dove R indica I'insieme dei numeri reali, n € N & un numero naturale detto grado
del polinomio, e ag,...,an € R sono numeri reali, i coefficienti del polinomio. In
particolare, aop & detto termine noto, € an # 0 coeficiente direttivo. I polinomi di
grado zero sono esattamente le costanti. Il significato della serittura (1.1) & il seguente:
il polinomio p associa a ogni numero reale ¢ il numero reale ottenuto prendendo t,
elevandolo alla potenza n, moltiplicandolo per an, riprendendo ¢ per moltiplicarlo
per an-.1 dopo averlo elevato alla potenzan—1 in modo da poter sommare il risultato

3 Una volta vista la definizione dovrebbe essere chiaro come costruire polinomi in pin varia-
bili, e vedremo fra poco che ne esistono anche con altri tipi di coefficienti.

1.1 Insiemi e funzioni &

a quanto gid avevamo, e cosi via, fino a sommare ag ottenendo finalmente il valore
finale p(t). Per esempio, se p & il polinomio dato da p(t) = 2t* — ¢ + 3w, allora

p(=2) = 2(—2)? — (=2) + 37 = 10 + 3.

Per noi, un polinomio sard sempre una funzione, e mai una misteriosa combinazione
formale di lettere e numeri. Indicheremo con R{t] Pinsieme di tutti i polinomi (a
coefficienti reali, in una variabile), e con R, [t] 'insieme dei polinomi di grado minore
o uguale a n € N. Una discussione alquanto pitt approfondita dei polinomi e delle
loro proprieta & contenuta nei Complementi al Capitolo 11.

Esempio 1.10 Le funzioni trigonometriche seno e coseno sono funzioni da R in R,
come pure ’esponenziale; il logaritmo invece & una funzione con V'insiemne dei numeri
reali positivi come dominio ed R come codominio.

A questo punto dovresti essere convinto (mi augure) dell’esistenza di miriadi di
funzioni diverse; possiamo quindi tornare a parlare di concetti generali.

Definizione 1.3 Sia f: A — B una funzione da A a B. Se A, & un sottoinsieme di 4,
la funzione f chiaramente ci determina una legge che a ogni elemento di A4, associa un
elemento di B (& la stessa legge di prima), e quindi una funzione da A; a B. Questa
funzione si chiama, restrizione di f ad Ay, e si indica con f|4,. Se capiterd, scriveremo
f(Ay) e non f|a, (A1) per indicare 'immagine di f ristretta ad A4, in modo da non
complicare troppo le formule.

EsSEMPIO 1.11 La funzione f = p|n: N — R che associa a .ogni numero naturale n il
suo successore 1+ 1 & la restrizione a N del polinomio p: R — R dato da p(t) =t + 1.

Ovviamente, non tutte le funzioni godono delle stesse proprieta. Per esempio, non
sempre tutti gli elementi del codominio di una funzione sono immagine di elementi
del dominio; in generale, I'immagine & un sottoinsieme proprio del codominio. Le
funzioni per cui cid non accade meritano un nome speciale.

=0 O

Figura 1.3 Funzioni surgettive e non surgettive.
Definizione 1.4 .Se la funzione f: A — B & tale che ogni elemento del codominio
arriva da uno del dominio — cioé Im f = B — diremo che f & surgettiva (o s;ﬁ{_jet;tixg).

In termini della rappresentazione grafica introdotta nell’Esempio 1.4, una% funzione

#surgettiva se ogni elemento del codominio & raggiunto da almeno una freccia: nella

s,

Figura 1.3 la funzione a sinistra & surgettiva, mentre quella a destra non lo .

|
|
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Un'altra cosa che spesso accade & che a due elementi diversi del dominio la fun-
zione f associ la stessa immagine. Di nuovo, le funzioni per cui questo non & vero

hanno un nome.

Definizione 1.5 Se la funzione f: A — B associa elementi diversi del codominio a
elementi diversi del dominio — ciog se a1 # ap implica f (a1) # flaz) — diremo che
la funzione f & iniettiva.

In termini della solita rappresentazione grafica, una funzione & iniettiva se su ogni
elemento del codominio arriva al pill una freccia (ma pud anche non arrivarne alcuna):
nella Figura 1.4 la funzione a sinistra & iniettiva mentre quella a destra non lo &.

O U

Figura 1.4 Funzioni iniettive e non injettive.

Definizione 1.6 Una funzione f: 4 — B sia iniettiva che surgettiva verrd detta
bigettiva (o biiettiva, o biunivoca). Una funzione bigettiva associa a clascun elemento
del codominio uno e un solo elemento del dominio®; se b € B, esiste un unico a € A
tale che f(a) = b. Questo ci permette di definire una funzione da B ad A, la funzione
inversa.f~': B — A, ponendo fi(b) = a, dovea € A & quell’unico elemento tale
che J(a) = b. A volte, invece di funzione bigettiva diremo funzione invertibile.

Usando di nuovo la rappresentazione dell’Esempio 1.4, una funzione & bigettiva
se su ogni elemento del codominio arriva esattamente una freccia, e in tal caso la
funzione inversa si ottiene invertendo il senso delle frecce. Per intenderci, nessuna.
delle funzioni nelle Figure 1.3 e 1.4 era bigettiva, mentre la Figura 1.5 ce ne mostra
una invertibile (a sinistra) assieme alla sua inversa (a destra).

E fg Ef”é;
A B A B

Figura 1.5 Una funzione bigettiva e la sua inversa.

4 1n un certo senso, il dominio e il codominio si trovano ad avere lo stesso numero di elementi:
in A ce ne sono tanti quanti in B. Ne riparleremo nei Complementi al Capitolo 4.

—~

1.1 Insiemi e funzioni 7

Osservazione 1.2 Attenzione a non confondere i concetti di funzione inversa e di
immagine inversa. La funzione inversa f~! associa a ogni elemento del codominio
di f un elemento del dominio di f, ed esiste soltanto quando la funzione f & bigettiva.
L'immagine inversa, invece, associa a un sottoinsieme del codominio un sottoinsieme
del dominio — per cui non & una funzione definita sul codominio — ed esiste sempre,
anche quando la funzione f non e bigettiva.

Osservazione 1.3 Attenzione anche a non confondere i concetti di funzione e di fun-
zione iniettiva. Una funzione f: A — B associa sempre a ogni elemento di A uno e un
solo elemento di B; per una funzione iniettiva invece ogni elemento di B ¢ immagine
di al pit un elemento di A, che & un concefto ben diverso. In una funzione qualunque
da ogni elemento del dominio parte esattamente una freccia; in una funzione iniet.tiva.z
su ogni elemento del codominio arriva al pitt una freccia.

Concludiamo questa breve carrellata sulle funzioni con un’ultima definizione.
Definizione 1.7 Supponiamo di avere due funzioni f: 4 — B e g: B — C, dove il

codominio di f coincide col dominio di g. In tal caso possiamo definire una nuova
funzione, la composizione g o f: A — C delle funzioni f e g, tramite la formula

Vae A (90 H)(a) = 9(f(a))- (1.2)
La g o f & effettivamente una funzione: infatti, a ciascun @ € A associa un unico

dlemento di B, e a quest’ultimo un unico elemento di C, per cui & una legge che a
ciascun punto di A associa uno e un sol punto di C.

Figura 1.6 Composizione di funzioni.

EsempIo 1.12 Prendiamo i tre insiemi A = {1,2}, B = {a,b,c}, C = (0,0, %, 4}
e le funzioni f: A — B e g: B — C date da f(1) = ¢, f(2) = beda g(a) = & = g(b),
e glc) = . Allora la composizione di f e g & la funzione g o f:A — C data
daf{go fH(1) =V e (go f)(2) = & (vedi la Figura 1.6) i

|
i
|
|
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Esempio 1.13 Siano f:N-— R e ¢:R — R le funzioni date da finy=2n+3e
da g(z) = 2*. Allora la composizione di f e g & la funzione go f:N — R data da

(go f)(n) = g(f(n)) = g(2n+ 3) — 92n+3,

Nota che I'mmagine dj g o f & contenuta in N, anche se Pimmagine di g & ben pitl
grande (& uguale a R*).

1.2 Logica.elementare

Fare della matematica vuol dire giungere a determinate conclusioni facendo certi
ragionamenti®. Capita dunque spesso di usare frasi come “mplica”, “per ogni” o
simili; per risparmiare tempo sono stati jnventati dei simbol che le rappresentano.

Invece di “implica” capitera di scrivere “==", mentre “& equivalente a” sara tal-
volta sostituito da “&=". Pud succedere che “tale che” sia sostituito da due punti “:”
o da una barra verticale “|”. Invece di “per ogni” a volte scriveremo “y e al posto di
“esiste” a volte scriveremo “3”. Un esempio per chiarire: se P & 'insieme dei numeri
pari, e N Pinsieme dei numeri naturali, la frase “per ogn numero pari a esiste un
numero naturale m tale che ¢ = 2m” diventa

YVae P 3meN: a=2m.

Capitera talvolta anche di scrivere “31"  che significa “esiste unico”. Per esempio,
se volessimo sottolineare che esiste un unico numero naturale m tale che a = 2m
potremmo scrivere

Vae P IAmeN: a=2m.

Esempio 1.14  Proviamo a scrivere con questi simboli le definizioni di funzione e di
funzione bigettiva. La legge f: A — B & una funzione se

Yaec A 3Ibe B: b= fla);
una. funzione f: A — B & bigettiva se e solo se
voe B Fac A b= f(a)
Osservazione 1.4 Non si possono scambiare impunemente i simboli V ed 3; la formula

Vae P dmeNa=2m

"5 Lo studio della struttura di questi ragionamenti & compito della logica matematica.

1.2 Logica elementare 9

significa una cosa ben diversa dalla formula
dm e N: Va € Pa=2m.

La prima formula vuol dire “per ogni numero pari a esiste un numero naturale m (che
dipende da a) tale che a = 2m”, che & ovviamente vero. La seconda formula invece
vuol dire che “esiste un numero naturale m (uno solo, ben determinato) tale che per
ogni numero pari a si ha a = 2m”, ovvero ogni numero pari & i}-doppio del nostro m,
lo stesso qualunque sia. il numero pari considerato, affermazione chiaramente falsa.

Capiterd pill volte in seguito di dover negare una frase che comincia con “per
ogni” o con “esiste”. La negazione esatta di “per ogni a succede questo” & “non per
ogni a succede questo”, ovvero “esiste un a per cuj non succede questo”, che & ben
diverso dal dire “per ogni a non succede questo”. Analogamente, la negazione esatta
dy “esiste un b per cuj succede questo” & “non esiste un b per cui succede questo”,
ciot “per ogni b non succede questo”. .
EseMPIO 1.15 Vogliamo negare la frase “futti 3 gatti sono verdi” (che & un modo
pitl corretto grammaticalmente di dire “per ogni gatto succede che il gatto & verde”).
Come abbiamo appena osservato, la negazione esatta & “non tutti i gatti sono verdi”,
ovvero “esiste almeno un gatto che non & verde”. La frase “nessun gatto & verde”
(ciod “non esiste un gatto verde”) pur essendo vera non & la negazione del nostro
enunciato originale “tutti i gatti sono verdi”; & un’affermazione molto pid forte, e
molto pitt difficile da verificare (per far vedere che “tutti i gatti sono verdi” & falsa
basta trovare un solo gatto non verde; per far vedere che “nessun gatto & verde” &
vera devi controllare il colore di tutti i gatti sulla terra).

EseMP1o 1.16 Qual & la negazione della frase “esiste vita sugli altri pianeti del
sistema solare”? La risposta esatta & “non esiste vita sugli altri pianeti del sistema
golare”, ciod “tutti gli altrs pianeti del sistema solare sono privi dj vita”. L’afferma-
zione “esiste un pianeta del sistema solare privo di vita” non esclude che ¢l sia un
altro pianeta ancora su cuj esiste la vita, per cui non & la risposta esatta.

Come forse gid sai, una parte notevole della matematica consiste nel decidere se
certe affermazioni sono vere o false. In alcuni casi, per stabilirlo basta un esempio; in
altri, invece, anche diecimila esempi sono inutili, ed & necessario un ragionamento che
copra in una volta sola tutti i casi possibili (in altre parole, & necessaria una dimo-
strazione). Orbene, un tipico problema dello studente novizio & esattamente capire
quando & necessaria una dimostrazione, e quando invece & sufficiente un esempio.

L'dea di fondo & che la dimostrazione & legata al “per ogni”, mentre 'esempio
all'“esiste”. Per vedere se I'affermazione “per ogni a succede questo” & vera, devi
dimostrarlo con un tagionamento valido per ogni valore di a. Invece, per vedere se
'affermazione “esiste un b per cui succede questo” & vera ti basta trovare un singolo
esempio (un singolo valore di b) per cui & vero. :
EseMPIO 1.17 ‘Supponiamo di voler vedere se l'affermazione “ogni marine ameri-
cano possiede una divisa verde” & vera. In questo caso ghi esempi sono nutili: anche

f
i
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dopo aver controllato gli indumenti di migliaia di marine non potremmo ancora esclu-
dere V'esistenza di un marine senza divise verdi. Ci serve un ragionamento generale;
possiamo per esempio dire che il regolamento militare prescrive senza eccezioni che
ogni marine abbia una divisa verde, e cosi dimostrare la verita della nostra afferma-
zione senza bisogno di esempi.

EseMPio 1.18  Adesso vogliamo invece stabilire la verita dell'affermazione “talvolte
piove di domenica”. In questo caso basta un esempio; & sufficiente una domenica di
pioggia per verificare che 1'affermazione & corretta.

Riassumendo: quando ti viene chiesto di decidere se J'affermazione “per ogni a
succede questo” & vera o falsa, tu hai due possibilita: se ritieni che sia vera, devi
dimostrarlo per qualunque valore di a; se invece ritieni che sia falsa (cioe che sia vero
che “esiste un a per cui questo non succede”); ti basta trovare un esempio in cui &
falsa. Analogamente, per far vedere che I'affermazione “esiste un b per cui succede
questo” & vera basta trovare un esempio, ciog un b specifico per cui “questo” succede;
se invece ritieni sia falsa, devi dimostrare che per ogni valore di b “questo” non accade.

Un’altra frase che compare spesso in matematica & “se succede A allora capita
anche B”, che si abbrevia® in “A implica B” o addirittura in “A = B". E importante
rendersi conto che una frase del genere non dice nulla su B quando A non si verifica.
Un esempio per chiarire: anche se la frase “se si gioca di martedi allora il Pontedera.
& in testa alla classifica del campionato di serie A” fosse vera, non sapremmo nulla
sulla effettiva posizione in classifica del Pontedera, in quanto le partite si giocano la
domenica. In particolars, Ja frase “se succede A allora capita anche B” & falsase e solo
se contemporaneamente A & vera e B & falsa (si gioca di martedi e il Pontedera non &
in testa alla classifica). Dunque la negazione di “A implica B” & “A non implica B”,
ciod “capita che A sia vera e B sia falsa”.

1.3 Numeri e operazioni

Per i nostri scopi alcuni insiemi sono pilt importanti di altri, e quindi si meritano un
nome e un simbolo specifici. Prima di tutto abbiamo I'insieme N dei numeri naturali:

0,1,2,3,...

Poi troviamo l'insieme Z dei numeri interi (o numeri relativi):
0,+1,—1,+2,-2,...;

Subito dopo viene l'insieme Q dei numeri razionali, ovvero le frazioni

0,1,-1,1/2,-1/2,2,~2,1/3,~1/3,2/3,~2/3,...

6 g dice anche che A & condizione sufficiente perché accada B, e che B & condizione necessaria
perché succeda A.

1.3 Numeri e operazioni 11

Come spero ricorderai, i numeri razionali corrispondono ai numeri decimali periodici.
L’insieme di tutti i numeri decimali, periodici e no, & 'insieme dei numert reali, e verra
indicato con R. Non ci interessa qui una definizione formalmente corretta dei numeri
reali; & importante perd che tu abbia ben presente due cose. Prima di tutto, numeri
come /2, e, w e simili sono tutti numeri reali. In secondo luogo, una volta fissata
un’origine e un’unitd di misura i numeri reali si possono mettere in corrispondenza
biunivoca con i puntidi una retta: a ogni numero reale corrisponde uno e un sol punto
della retta, e viceversa.

Ognuno di questi insiemi numerici & un’estensione del precedente (nel senso che lo
contiene come sottoinsieme proprio); per I'esattezza, si ha

NcZcQcCR.

Pil avanti (nel Capitolo 11) incontreremo i numeri complessi, un altro insieme nu-
merico (che verrd indicato con C) contenente propriamente i numeri reali. Infine,
l'insieme dei numeri naturali (rispettivamente dei numeri interi, razionali, reali) non
nulli verra indicato con N* (rispettivamente Z*,Q*,R*), e I'insieme dei numeri razio-
nali (rispettivamente dei numeri reali) positivi con QF (rispettivamente R ).

Se a e b sono due numeri (reali, per esempio), sappiamo stabilire qual & il pil
grande e qual & il pili piccolo. Scriveremo a < b (oppure b > a) se a & minore o uguale
a b (se b & maggiore o uguale ad a), che & vero anche in caso sia a = b. Se invece
vogliamo dire che a & strettamente minore di b {(ovvero che b & strettamente maggiore
di a) scriveremo a < b (rispettivamente, a > b). Infine, indicheremo con max{a, b} il
massimo (ciod il pis grande) fra a e b, e con min{a, b} il minimo (cio? il pil piccolo)
fraae b

Tn tutti i nostri insiemi numerici sono definite due operazioni, Ja somma (+) e il
prodotto (-}, che godono di alcune delle seguenti proprieta:

(i) VYa,bc (a+b)+c=a+{b+c)
(proprieta associativa della somma);
(ii) Jap: Ya at+ay=ap+ta=a

(esistenza dell'elemento neutro per la somma), e di solito si scrive 0 al posto di ap per
indicare Pelemento neutro; ‘

(iii) Ye3da': a+ad =ad +a=ag
(esistenza dell’opposto), e di solito si scrive —a invece di a’ per indicare I'opposto;
(iv) Va,b a+b=b+a

(proprietd’commutativa della somma);



12  Capitolo 1

(v) Va,b,c a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-at+c-a
(proprieta distributiva della somma rispetto al prodotto);
(vi) Va,b,c (a-b)-c=a- (b-c)

(proprieta assaciativa del prodotto);

(vii) Ja1: Va a-ay=a;-a=a

(esistenza dell’elemento neutro per il prodotto), e di solito si scrive 1 al posto di a1
per indicare ’elemento neutro;

(viii) Va#agdd: a-éa=d-a=a

1

(esistenza dell’inverso), e di solito si scrive ™' invece di & per indicare 'inverso;

(ix) Va,b a-b=b-a

(proprietd commutativa del prodotto).

A queste proprietd & associata una serie di definizioni.

Definizione 1.8 Un gruppo & un insieme G in cui & definita un’operazione (che
pud essere indicata sia con il segno + che con il segno - piuttosto che con simboli pit1
esoterici come * 0 o) che soddisfa le proprietd (i)-(iii); se vale anche la (iv), G ¢ detto
gruppo commutativo. '

Per esempio, Z con la somma o R* col prodotto (ma non R col prodotto, o N
con la somma; perché?) sono gruppi commutativi. Vedremo pit avanti un esempio
naturale di gruppo non commutativo (I'insieme delle matrici quadrate invertibili col
prodotto righe per colonne).

Definizione 1.9 Un-anello & un insieme A su cui sono definite due operazioni (di

solito indicate con T 6 -] che soddistano le proprieta. (1)—(vib). Se vale anche Ja (ix).

l'insieme A& un anello commutativo; se vale anche fa (viii) — ma non la (ix) —Ae
un corpo; se infine valgono tutte le proprieta (i)—(ix), A viene chiamato campo.

Per esempio, Z & un anello commutativo ma non un campo, mentre Qe R (e
quando lo incontrerai, anche C) sono campi; vedremo nel seguito che le matrici qua-
drate sono un esempio di anello non commutativo (ma non un corpo).

Osservazione 1.5 Se K & un campo, possiamo considerare l'insieme K(t] dei polinomi a
coefficienti in K (e in una variabile). La definizione & la stessa di quella per i poliriomi
a coefficienti reali vista nell’Esempio 1.9; infatti per farla funzionare i basta saper
effettuare somme e moltiplicazioni — cio® ci basta essere in un campo qualunque.

1.4 Prerequisiti 13

In questo libro ci serviranno in maniera particolare i polinomi a coefficienti reali e i
polinomi a coefficienti complessi; ma anche i polinomi a coefficienti razionali (o interi)
hanno una teoria ricca e interessante.

L' Algebra & lo studio di gruppi, anelli, campi e altri oggetti simili. In questo libro
¢i interesseremo soltanto all’Algebra Lineare, quella parte (velativamente limitata)
dell’Algebra che tratta dei cosiddetti spazi vettoriali, oggetti che introdurremo piu
oltre e che hanno una stretta relazione con i campi.

1.4 Prerequisiti

~

Benché la matematica contemporanea, sia sensibilmente diversa da quella contenuta
nei programmi delle scuole superiori, diversi degli argomenti che hai studiato sono utili
anche per la comprensione di questo libro, e devi averli ben presenti. Per facilitare
V'eventuale ripasso, questo paragrafo contiene I’elenco di tutto cid che & necessario tu
sappia prima di proseguire con la lettura. .

(A) Algebra. Prima di tutto devi conoscere e saper ntilizzare i numeri: naturali,
interi, razionali e reali. Quindi nessuna esitazione & ammessa nel fare i conti con le
frazioni, e nel saper riconoscere un numero decimale? periodico. Non & necessario
che tu conosca una definizione formalmente corretta dei numeri reali, ma devi saperli
identificare come numeri decimali (periodici e no), e ricordarti che possono essere
messi in corrispondenza biunivoca con i punti di una retta. Conviene anche che tu
abbia presente i concetti di numero primo; di divisione col resto fra numeri interi; di
massimo comun divisore e di minimo comune multiplo di numeri interi, coi relativi
metodi di calcolo (Palgoritmo di Euclide).

Sicuramente devi avere una buona dimestichezza col calcolo algebrico elementare
(utilizzo di lettere per indicare costanti e variabili, operazioni con lettere e numeri,
prodotti notevoli, operazioni con potenze anche non intere, eccetera). In particolare,
devi avere ben presenti le formule

(z+y)? = 2®+2zy+y%, (z+y)’= 43zt + 3yt rad, (e+y)z—y) =2"—y’

Devi saper sommare e moltiplicare polinomi, e devi conoscere un qualche metodo per
efettuare la divisione con resto fra polinomi. Mi raccomando, tieni ben distinto il
concetto di polinomio (che, come abbiamo visto nell’Esempio 1.9, & una, funzione)
da quello di equazione (che invece & un problema che si vuole risolvere; se ci penst
bene, trovare le soluzioni di un’equazione del tipo p(z) = 0, dove p(z) & un polinomio,
equivale a trovare I'immagine inversa di {0} tramite la funzione p).

Devi saper risolvere le equazioni di primo grado e di secondo grado. ;Una certa
dimestichezza con i sistemi lineari potra essere utile ma non & strettamente necessaria:
verranno trattati ampiamente in questo libro. Ti deve essere chiaro che le proporzioni
sono soltanto un modo diverso per scrivere frazioni, e si risolvono come equazioni di

7 In questo libro utilizzeremo il punto decimale, e non la virgola decimale. Per esempio, 1/2
sard scritto come 0.5 e non come 0,5. '
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primo grado (o secondo grado, se 'obiettivo & trovare il medio proporzionale fra due
numeri). La formula risolutiva dell’equazione di secondo grado az® +bx +c=0¢

- —b 4 Vb?% — 4ac
1.2 T e——
' 2a

La quantitd A = b% — dac & detta discriminante dell’equazione. Se A > 0 I’equazione
ha due soluzioni (chiamate anche radici) distinte; se A = 0 'equazione ha un’unica
soluzione (talvolta si dice che ha due soluzioni coincidenti, o che ha “una soluzione di
molteplicitd due”); se A < 0 I'equazione non ha soluzioni (o meglio, non ha soluzioni
reali; vedremo che ha due soluzioni complesse).

(B) Geometria euclidea. La cosa principale che devi aver assorbito dalla geometria
euclidea & una certa abitudine a ragionare in termini di assiomi, teoremi, dimostra-
zioni, ipotesi e tesi; la capacitd di riconoscere e condurre ragionamenti logicamente
corretti & probabilmente la cosa pit importante (e utile per la vita di tutti i giorni)
che puoi apprendere dalla matematica.

Ci serviranno anche alcuni concetti generali e alcuni teoremi specifici della geome-
tria del piano. Come concetti: parallelismo e perpendicolarita fra rette e fra segmenti;
definizione di triangoli isosceli, equilateri, rettangoli e di parallelogrammi, rettangoli
e quadrati; congruenza di figure (possibilmente collegata ai concetti di moto rigido,
rotazione, traslazione e simmetria rispetto a punti e a rette); similitudine fra figure
(possibilmente collegata al concetto di omotetia); angoli, lunghezze e aree (comprese
le formule per il calcolo dell’area di triangoli, rettangoli e parallelogrammi); propor-
zionalitd fra grandezze; segmenti orientati e vettori (rappresentanti grandezze dotate
di lunghezza, direzione e verso).

Devi conoscere i criteri di congruenza dei triangoli, e i teoremi enunciati qui di
seguito:

Teorema 1.1 La somma degli angoli interni di un triangolo é 180°.

Teorema 1.2 (Pitagora) L’area del quadrato costruito sull’ipotenusa di un trian-
golo rettangolo & uguale alla somma delle aree dei quadrati costruiti sui cateti.

Teorema 1.3 (Talete) Tre rette parallele tagliano rispettivamente su due rette
trasversali coppie di segmenti di lunghezza proporzionale.

Teorema 1.4 Un quadrilatero & un parallelogramma se e soltanto se ha due lati
opposti paralleli e congruenti.

Ci servira invece molto poco della geometria euclidea dello spazio. Alcuni concetti

(parallelismo, congruenza, moti rigidi) sono identici a quelli visti nel piano; sara utile
avere un’idea della forma dei parallelepipedi e delle sfere, e in un caso potrd essere
d’aiuto conoscere come si calcola il volume di un parallelepipedo.

{C) Geometria analitica. Di nuovo, la cosa fondamentale & una certa dimestichezza
con i concetti di base: assi cartesiani, coordinate cartesiane (ovvero come identificare
ciascun punto del piano con una coppia ordinata di numeri reali, e ciascun punto

4 In questo libro la funzione seno sard indicata con “sin”, e non con “sen”.
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dello spazio con una terna ordinata di numeri reali), grafici di funzioni (alla fun-
zione f a valori reali viene associato il sottoinsieme del piano composto dai punti di
coordinate (z, f(z)), dove z varia nel dominio della funzione f).

E necessario sapere che il grafico di polinomi di primo grado (cioé di funzioni della
forma f{x)} = az - b che forse sei pili abituato a scrivere come y = az + b) & sempre
una retta, e viceversa che ogni retta (tranne quelle parallele all’asse delle ordinate) &
il grafico di un polinomio di primo grado. Pud essere utile saper scrivere 'equazione
della retta passante per due punti dati, e del segmento che i collega. Devi essere
in grado di calcolare, usando le coordinate cartesiane, la distanza (euclidea) fra due
punti nel piano e nello spazio.

Devi sapere che relazione c’e fra il risolvere un’equazione della forma f(z) = 0 e
I'intersezione fra il grafico di f e l'asse delle ascisse. Devi sapere che l'insieme delle
soluzioni di equazioni del tipo f(z,y) = 0 si pud rappresentare come un sottoinsieme
del piano cartesiano; in particolare, devi ricordarti che le rette del piano sono soluzione
di equazioni del tipo az+by+c = 0. Sarebbe utile anche sapere che i piani dello spazio
si possono rappresentare come soluzione di equazioni del ‘tipo az + by + cz +d = 0.

Devi saper tracciare il grafico di polinomi di secondo grado, e saper riconoscere
una parabola. Sarebbe anche utile conoscere I'equazione di iperboli ed ellissi.

(D) Trigonometria. Ti sarai forse chiesto perché non si & parlato di circonferenze
e cerchi quando abbiamo trattato la geometria euclidea; ne parliamo qui. Devi cono-
scere le formule per la lunghezza di una circonferenza e per 'area del cerchio; devi
essere abituato a considerare 7 un numero (reale, irrazionale, decimale non periodico)
come tutti gli altri, ricordandoti che 7 non & uguale a 3.14, ma & circa 3.14.

Un radiante & quell’angolo che in una circonferenza di raggio unitario sottende un
arco di lunghezza unitaria. Quindi per misurare 'ampiezza in radianti di un angolo
basta misurare la lunghezza dell’arco sotteso: un angolo giro corrisponde a 27 radianti,
un angolo piatto a 7 radianti, un angolo retto a m/2 radianti, e cosi via. In questo
libro misureremo gli angoli quali esclusivamente in radianti, e quasi mai in gradi.

Devi conoscere definizioni e grafici delle funzioni trigonometriche (seno, coseno,
tangente) e delle loro inverse (arcoseno, arcocoseno e arcotangente). Per il resto &
sufficiente che ricordi la formula fondamentale®

sin?z + cos?z = 1;

le formule di periodicita

sin(z + 2m) = sinz, sin(z + 7) = —sinz, sin(z + 7/2) = cos z,
cos(z + 27) = cos z, cos(z + w) = —cosz, cos(x + 7/2) = —sinz,
sin(~z) = —sing, cos(~z) = cos T;

e le formule di addizione

sin(z + y) = sinz cosy + cos zsin y, cos(x + y) = coszcosy — sinzsiny,

i
1
i
P
i



16 Capitolo 1

da cui seguono le formule di duplicazione

sin(2z) = 2sinzcos , cos(2z) = cos® « — sin® x.
Da. queste si ricavano tutte le altre formule trigonometriche, ricordandosi ovvia-
mente che tanz = sinz/cosz.

(E) Analisi. Sotto questa denominazione raccolgo sia dei prerequisiti veri e propri
sia alcuni Teoremi che forse gid conosci ma che sicuramente studierai nei corsi di
Analisi, e che saranno utili in alcuni punti specifici di questo libro.

1 prerequisiti sono pochissimi: sapere cosa vuol dire a® quando a & un numero
reale positivo e z un numero reale qualunque, e conoscere definizione e grafico delle
funzioni esponenziale e logaritmo. Utilizzeremo soltanto i logaritmi naturali (indicati
con “log"), cioe quelli in base e, dove e & il numero di Nepero che vale circa 2.71.

Infine, pud essere utile per capire meglio alcuni esempi saper calcolare la derivata
di polinomi e di funzioni razionali, e sapere che la derivata della somma & uguale
alla somma delle derivate (ma la derivata del prodotto non & uguale al prodotto delle
derivate. ..). A questo proposito, nei Complementi al Capitolo 16 avremo bisogno di
sapere che se la derivata di un polinomio & positiva (o negativa) in un punto allora il
polinomio & crescente (o decrescente) nei dintorni di quel punto. Se non lo conoscevi
gia, questo risultato ti sard abbondantemente illustrato nei corsi di Analisi, come pure
i seguenti tre Teoremi:

Teorema 1.5 (dei valori intermedi) Sia f:[a,b] — R una funzione continua de-
finita sull'intervallo chiuso [a,b] C R e a valori reali. Supponiamo che fla) < 0e
che f(b) > 0. Allora esiste almeno un punto zo compreso fraa eb tale che f(zg) = 0.

Teorema 1.6 (Weierstrass) Ogni successione limitata di numeri reali ammette
una sottosuccessione convergente.

Teorema 1.7 Sia f:[a,b] —» R una funzione continua definita sull’intervallo la,b]
e a valori reali. Allora esiste un punto %o € [a,b] in cui la funzione f assume il suo
valore massimo.

Esercizi

1.1 Consideriamo gli insiemi 4 = {1,2,4,5,6}, B = {2,4,6,8} ¢ C = {3,6, 7}.
Quali sono gli elementi di ANB? Edi AUC? Edi B\C? Edi C\B? Edi Ax (7
Edi (AUB)NC?
1.2 Dimostra che le operazioni di intersezione e unione fra insiemi sono associative
e commutative.
1.3 Dimostra che
(AUBYNC =(ANC)U(BNCQC), (ANB)UC =(AuC)n(BUC),
A\(BUC) = (A\B)N(A\C), A\(BNC)=(A\B)U(4A\C)
Ax(BUC)={AxBYU(AxC), Ax (BNC)=(Ax B)YN{AxC(),
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quali che siano gli insiemi A, B e C.

1.4 Siano f:4 — B, g: B — C e h:C — D tre funzioni, con dominio e codominio
scelti in modo da poter considerare le composizioni go f, ho(go f), hoge (hog)o f.
Dimostra che ho{go f): A~ D e (hog)o f: A — D sono la stessa funzione (si dice
che Ja composizione & associativa).

1.5 Siano f:A — B e g: B’ — C due funzioni tali che I'immagine Im f di f sia
contenuta nel dominio B’ di g. Convinciti che la formula {1.2) definisce ancora una
funzione go f: A — C.

1.6 Se f: A — B & una funzione bigettiva, e f~1: B — A la sua inversa, dimostra
che fof ! =idge f~lof=ida, doveida e idg sono le funzioni identitd di A e B,
definite come nell’Esempio 1.1.

1.7 Dimostra che una funzione f: A — B & bigettiva se e solo se esistono due funzioni
g1, 92: B — Ataliche fog; =idg e g2 0 f =id4, ¢ in ta] caso g1 = ga-

1.8 Sia f: A — B una funzione, ¢ 4;, A2 C A due sottoinsiemi di A. Dimostra che
si ha f(A; U Az) = f(A1) U f(A2) ma che f(A, N Az) C f(A1) N f{A2). Trova un
esempio in cui f(A4) N Az) # f(A1) N f(A2).

1.9 Sia f:A — B una funzione iniettiva, ¢ Ay, A2 G A due sottoinsiemi di A.
Dimostra che f(A4) N .A2) = f(A4) N f(A2).

1.10 Sia f: A — B una funzione, ¢ A1, A3 C A due sottoinsiemi di 4. Dimostra
che £(A1)\ f(42) € f(A \ 4z). Trova un esempio in cui F(41)\ f(42) # f(A1\ Az).

1.11 Sia f: A — B una funzione, e By, By C B due sottoinsiemi di B. Dimostra
che f_l(B1 UBQ) = f—l(Bl) Uf_l.(Bz), f_l(Bl ﬂBg) = f_l'(Bl) ﬂf_l(BQ) e anche
che f~1(B1\ Bz) = f~H(B1) \ f}(Bo).

1.12 Sia f:A — B una funzione, ¢ A; C A un sottoinsieme di A. Dimostra
che A) © f~Y{f(A1)), e trova un esempio in cui non vale l'uguaglianza.

1.13 Sia f:4 — B una funzione, e By C B un sottoinsieme di B. Dimostra
che f(f~1(B1)) C By, e trova un esempio in cui non vale I'uguaglianza.

1.14 Sia p:R — R un polinomio di secondo grado, p(t) = at? + bt + c. Per quali
valori di a, b e ¢ il polinomio & iniettivo? E per quali valori & surgettivo?

1.15 Siano f: A — B e g: B — C due funzioni tali che g o f sia iniettiva. Dimostra
che £ & iniettiva, e trova un esempio in cui g o f & iniettiva ma g non lo &.

1.16 Siano f: A — B e g: B — C due funzioni tali che go f sia surgettiva. Dimostra
che g & surgettiva, e trova un esempio in cui g o f & surgettiva ma f non loi &.

1.17 Cosa devi fare per dimostrare che 'affermazione “per ogni giorno ciella setiti-
mana esiste un minuto in cui Michele dorme” & vera? E per dimostrare che I’affer-
mazione “esiste un giorno della settimana in cui Michele studia per ogni mmuto della
giornata” & falsa? E per verificare se la frase “se Luigi si svetrha presto la mattina
allora ha fame prima di mezzogiorno” & vera o falsa?

i
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1.18 Sep € Rt} & un polinomio, indicheremo con deg p il suo grado. Per convenzione
diremo che il polinomio costante 0 ha grado —oo. Dimostra che

deg(p1p2) = (degpr) + (degpz) e deg(py + p2) < max{degp:,degpz}

per ogni coppia di polinomi py, p» € Rit], dove s'intende che n + (—0o0) = —0 e
max{n,—00} = n per ogni n € N. Infine, trova due polinomi p;, pa tali che si
abbia deg(p; + p2) = —0o0 < max{degp;,degpa}.

1.19 Di che proprietd godono le usuali somma e moltiplicazione dell'insieme R[¢]
dei polinomi a coefficienti reali in una variabile?

1.20 Sia A un insieme, e indichiamo con P(A) la famiglia di tutti i sottoinsiemi di A.
Se A1, Az € P(A) poniamo A; @ Az = (A1 \ A)U(A2\ A1) e A, ® A2 = A1 N Ay
Dimostra che P{A) con queste operazioni & un anello commutativo ma non un campo,
con inoltre la proprieta che A; ® A; = A; per ogni 4; € P(A). (Suggerimento: nota
che A1 @ Ay = (A1 U Ag) \ (A] N As), per cui A1 ® 4, = @.)

1.21 Sian > 0 un numero naturale e poniamo Z, = {0,1,...,n—1}. Se a, b € Zn,
definiamo a @ b come il resto della divisione di a + b per n. Dimostra che Zn con la
“somma” @ & un gruppo commutativo. (Suggérimento: se z € N, indichiamo con [x]
il resto della divisione di x per n. Dimostra prima di tutto che [z +y] = [z] & [y] per
ogni z, y € N.)

1.22 Sia Q(v3) = {z = a+b/3 € R | a,b € Q} V'insieme dei numeri reali della
forma a +bv/3, con e, b € Q. Dimostra che Q(+/3), con la somma e il prodotto usuali,
& un campo.

1.23  Sia (G,+) un gruppo commutativo. Dimostra che in G esiste un unico ele-
mento neutro, e che ogni g € G ammette un unico opposto.

COMPLEMENTI
1C.1 L’alfabeto greco

In matematica 'uso delle lettere greche & praticamente continuo; quindi & consigliabile
saperle scrivere e riconoscere. Per ajutarti, qui di seguito troverai l'elenco alfabetico
delle lettere greche maiuscole e minuscole, con relativo nome.

A o alfa 1 + iota R p rtho

B 3  Deta K & kappa Y o sigma
I' 4 gamma A ) lambda T 7 tau

A 6 delta M p mu T v upsilon
E ¢¢ epsilon N v nu ® ¢, phi

Z  ( zeta E & xi X x chi

H 7 eta O o omicron ¥ psi

© 6,9 theta O =~ pi Q w omega

] 2

Vettori geometrici

Storicamente, 'algebra lineare & nata in seguito all’osservazione che due argomenti
apparentemente diversi — i vettori applicati e i sistemi lineari — in realtad potevano
essere trattati con strumenti sorprendentemente simili; erano entrambi applicazioni
della teoria astratta degli spazi vettoriali. In questo capitolo studieremo i vettori
applicati nel piano e nello spazio col duplice obiettivo di evidenziare gli aspetti che
hanno portato allo sviluppo della teoria generale (teoria che inizieremo ad affrontare
nel Capitolo 4) e di fornire contemporaneamente esempi concreti che possano facili-
tare la comprensione degli argomenti pitl astratti. Come vedrai, l'idea di fondo & la
vecchia intuizione di Cartesio, rivisitata e ripresentata con uno stile pitt consono alla
matematica moderna: l'introduzione di un sistema di coordinate permette di svilup-
. pare tecniche algebriche per risolvere efficacemente problemi geometrici (e, talvolta,
viceversa).

2.1 Vettori applicati

Indichiamo con A {rispettivamente, A%, A%) la retta {rispettivamente, il piano, lo
spazio) euclidea usuale!. Nel seguito parleremo principalmente del piano, ma tutto
quanto detto si applichera pari pari allo spazio, e sard spesso banale per la retta.
Come gid accennato nel Paragrafo 1.3, fissando sulla retta Al un punto O e un'u-
uita di misura, ciod un segmento OA, otteniamo un’applicazione bigettiva fra i punti
_della retta e i numeri reali; in un certo senso, possiamo identificare la retta Al'e
l'insieme R. In particolare, questo introduce su A' una somma e un prodotto che lo
rendono un campo.
Vogliamo vedere se e quanto sia possibile ripetere questa costruzione nel caso del
piano e dello spazio. Procediamo un passo per volta, e cominciamo col fissare un
punto O € A? {oppure O € A%). Adesso ogni punto del piano {o dello spazio) pud

! Non & questo il lnogo adatto per dare una definizione formalmente corretta di piané (retta,
: apazio) euclideo; per noi & sufficiente sapere che sono insiemni in cui valgono tutte le proprieta
delln geometria euclidea che hai studiato alle superiori. ’
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venire considerato non soltanto per conto suo ma anche in relazione al punto fissato O;
e questo ci porta al concetto di vettore applicato.

Definizione 2.1 Un vettore applicato in O & un segmento orientato con primo
estremo il punto O € A? (rispettivamente, O € A%) e secondo estremo un altro
punto A € A? (rispettivamente, A € A3). Questo vettore sard disegnato come una

freccia che parte da O e giunge ad 4, e indicato con OA (Figura 2.1).

A

04
o

—
Figura 2.1 1l vettore OA.

Indicheremo con V3 (o con V& nello spazio) 'insieme dei vettori applicati in O;
il punto O & Vorigine di V% (o di V3). Nota che possiamo definire una funzione
bigettiva ®o:.A2 — V3 (e una analoga da A® a V3) ponendo

VA € A2 Bo(A) = 04;

al punto A viene associato il vettore applicato in O che termina in A. In particolare,
. ey
all’origine O viene associato il vettore OO, chiamato (per motivi ovvi) il vettore nullo.

Ossetvazione 2.1 A volte, quando Vorigine sard fissata, identificheremo i punti del
piano con i vettori applicati nell'origine: semplicemente, staremo usando $o senza
dirlo esplicitamente.

In Fisica, i vettori servono per vari scopi; a indicare la velocita istantanea di un
corpo, per esempio, o le forze che agiscono su di esso. Ora, quando applichiamo due
forze diverse contemporaneamente su uno stesso oggetto questi non le sente come
distinte e si muove in una direzione intermedia, come se si applicasse prima nna forza
e poi, finito l'effetto, 'altra. E il risultato & rappresentabile da una terza, nuova, forza,
ottenuta applicando una regola molto precisa nota come regola del parallelogramma.
Questo ci suggerisce di introdurre una somma nel nostro insieme Vg.

o

Figura 2.2 La somma di due vettori non allineati.

L — — — — — —
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Definjzione 2.2 Presi due vettori applicati Z)_;ie(-)“é, la loro somma OA + OB &

il vettore applicato b‘é, dove C & il quarto vertice del parallelogramma individuato
da O, A e B (Figura 2.2). In altri termini, il punto C si trova come secondo estremo

del ve"otor‘e applicato in B parallelo, congruente e con lo stesso verso del vettore 52
Quest’ultima caratterizzazione funziona bene anche quando i tre punti O, A e B sono
allineati (Figura 2.3).

OA=BC . OA~BC
0 A B c B c o
OC=0A+0B

Figura 2.3 La somma di due vettori allineati.

:>M.

. Siccome ’abbiamo chiamata somma, si spera che questa operazione goda almeno
di alcune delle proprieta elencate nel capitolo precedente. Infatti

Proposizione 2.1 Vg con la somma descritta nella Definizione 2.2 & un gruppo
commutativo.

I?imostrazione. Dobbiamo verificare le proprietd (i)—(iv) del Paragrafo 1.3; comin-
" clamo con quelle pin semplici. L'elemento neutro & il vettore nullo: infatti, dalla
definizione segue subito {controlla) che

04+ 00 =04 = 00

VOA € V3 +0A.

O

_ s
OA'= -0A4
AI
Figura 2.4 L’opposto di un vettore.
-Ariche 'opposto si trova facilmente: lpgggsj;g_gl_;;l__ygt_t;gl_‘g_@__@__proprio (ésercizio)

—
sttore OA’, dove A’ & il simmetrico di A rispetto a O sulla retta passante per O

{Figura 2.4)‘. ’ . i

i
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La proprietd commutativa & pure di facile dimostrazione. Se O, A ¢ B non sono

. == =3 - . - .
allineati, OA+ OB = OB + OA segue dal fatto che i punti O, A e B e i punti
0, B e A identificano lo stesso parallelogramma. Se invece i tre punti in questione
sono allineati, la commutativitd segue dalle proprietd della congruenza fra segmenti
orientati {esercizio).

Rimane da dimostrare la proprietd associativa. Consideriamo allora tre vettori

. » et = = . . . .

applicati OA;, OA; e OAj; supponiamo per il momento che fra i punti O, Ay, A2
e Az non ce ne siano tre allineati (Figura 2.5).

Figura 2.5 La proprietd associativa.
Poniamoaﬁ=m+m,5§2)=0—,4§+5ﬁ?e
OC = OB, + OAs = (0A; + OA3) + Os.
Dobbiamo dimostrare che
ey — ] — ) —_—
OA; + (OAy + OA3) =0A1 + 0B = ocC.

Prima di tutto, siccome OB;CAs & un parallelogramma, vediamo subito che il seg-
mento B;C & parallelo e congruente al segmento OAz;. Ma anche 0A3B2A2‘e___u_n
parallelogramma; quindi il segmento OAj; & parallelo e congruente al segmento Ay Bs.
Dunque B1C ¢ parallelo e congruente a A Bo; ne segue (Teorema 1.4) che AosBq 9@2
(avendo i due lati opposti paralleli e congruenti) & un parallelogramma, per cui B,C
& parallelo e congruente ad A;B;.

Ora notiamo che anche OA;B; Az & un parallelogramma, per cui A3Bj & paral-
lelo e congruente & OA;. Quindi B,C e OA; sono paralleli e congruenti; questo
vuol dire (ancora grazie al Teorema 1.4) che 0A;CBy & un parallelogramma, ovvero

— e
che 66 = QA + OBy, come volevamo dimostrare.

Rimane da controllare la proprietd associativa nel caso in cui tre dei punti O,
A1, Ay e Az siano allineati; 'idea & praticamente la stessa, ed & un esercizio per te
(Esercizio 2.1). (]
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Osservazione 2.2 Abbiamo evidenziato il risultato precedente isolandolo dal resto del
testo € chiamandolo “Proposizione”. Questo & il metodo tipico della matematica per
identificare i fatti pitt importanti, con una vera e propria graduatoria in proposito.
Un “Teorema” & un fatto veramente significativo; una “Proposizione” invece & sempre
interessante, ma meno di un Teorema. Un “Lemma” & un risultato che serve solo
per la dimostrazione di una Proposizione o un Teorema. Un “Corollario” invece &
la conseguenza {pili 0 meno) immediata di un Teorema o di una Proposizione; una
specie di caso particolare. Infine, il simbolo [J indica la fine di una dimostrazione.

Osservazione 2.3 TForse t1 sarai chiesto perché sia necessario dimostrare l'associati-
vitd (o altre proprietd analoghe) con un lungo ragionamento invece di limitarsi a fare
un disegno e verificare che & vero. Il punto & che i disegni sono imprecisi, e possono
ingannare: funzionano bene come guida, ma se non sorretti da argomentazioni accu-
rate possono anche portare a conclusioni false. Un esempio di questo genere di errore
& contenuto nei Complementi a questo capitolo, dove viene “dimostrato” che tutti i
triangoli sono isosceli.

- 1 e
T RTM,

QAN o
La somma. non & 'unica operazione che possiamo fare con i vettori applicati; pos-
siamo anche moltiplicarli per un numero reale?.

A

N S

C A

A OC = »,;04

A1>0 0,\2<0

Figura 2.6 1l prodotto di un vettore per un numero reale.

Definizione 2.3 Se A € R e OA € V2, allora il prodotto di A per O4 & il vettore

OC = )\(—)?1, dove C' & il punto sulla retta passante perOe A tale che il rapporto fra
la lunghezza del segmento OC e quella del segmento O A sia esattamente |A]- Inoltre,
C ¢ sulla semiretta OA se )\ & positivo, e sulla semiretta opposta se X & negativo. In

parole povere, @_ha la stessa direzione di (ﬂ, lunghezza moltiplicata per )| e
verso uguale od opposto a seconda del segno di X (Figura 2.6).

Chiaramente, 0 0A = 00, 204 = OA+04, (—3)0——).4 = (—574)+(~5IZ)+(—52),
e cosl via, qualunque sia il vettore 671’

.

~

2 Forse ti chiederai perché non tentiamo di definire su V3 o V3 un prodotto in modo da
ottenere un campo come abbiamo fatto su A!. 11 fatto & che, mentre su V3 (come vedremo
nel Capitolo 11 studiando i numeri complessi) questo si puo fare, su V3 un tale prodotto
non esiste. La dimostrazione di questo risultato a prima vista sorprendente &, come puoi
immaginare, piuttosto difficile. '

|
i
i
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Le proprietd algebriche di questo prodotto per un pumero reale sono contenute

nella seguente

—_—
Proposizione 2.2 Siano ) e p due numeri reali, e 52, OB due vettori applicati.
Allora:
(i) MOA+0OB)= AOA +\OB;

—— —

(i) (r+p)OA=AOA+p04;

—_—

—
(iit) (Aw)OA = MpOA);
(iv) 1OA =04 e004=00.
Di nuovo, le proprietd (ii)~(iv) sono ovvie (vero?); U'unica che ri-
i): Se O, A e B sono allineati, & di nuovo tutto banale
di che non lo siano, e cominciamo col prendere x>0,
entata nella Figura 2.7.

Dimostrazione.
chiede qualche parola & (
(verificalo); supponiamo quin
per cui ci troviamo nella situazjone rappres

7 La proprietd distributiva.

Figura 2.

Poniamo OA; = Am, 5_]—3_1) = >\5_), e 58’ = 52 + 5§; dobbiamo dimostrare
che e

AOC =04, + OB

e al segmento OB; queste interse-
ei punti C e Cy. Per - il Teorema di
e segmenti 04, e Oi(che & per
segmenti OC e OC; quindi il

Consideriamo le rette passanti per A e A, parallel

cano la retta passante per O e C rispettivamente 1
Talete {Teorema 1.3), il rapporto fra le lunghezze d
definizione )) & uguale al rapporto fra le lunghezze dei

—
vettore OC; & proprio 2OC.
Tracciamo ora le rette passanti per
per C interseca la retta passante per
parallelogramma; la retta per Gy invece i
punto che chiameremo B;. Sempre il Teorema

lunghezze dei segmenti OC\ e OC {che abbiamo visto essere

fra le lunghezze dei segmenti OB)

C e C, parallele al segmento ODA. La retta
O e B nel punto B, in quanto OACB & un
nterseca la retta passante per Oe Binun
di Talete ci dice che il rapporto fra le
X) & uguale al rapporto

R ——-—-,* —
e OB, quindi il vettore OBj & proprio MOB,

ciot B} = B Quindi 0 A,C, B, & un parallelogramma. € dunque OCy = OA; + OB,
come volevamo dimostrare.
1l caso ) < O & analogo, e lo lasciamo come esercizio (Esercizio 2.2). O
Come vedremo nel Paragrafo 4.1, il contenuto delle Proposizioni 2.1 € 2.2 si pud

riassumere dicendo che V3 & un esempio di spazio vettoriale su R.
Vi & anche un altro modo di considerare le operazioni appena in

un vettore OA € V3. Tramite la somma con OA possiamo definire un'applicazione
_(B) € A

% A? — A? in questo modo: al punto B € A2 associamo il punto C =7
IR 04
tale che OC = OA + OB (vedi Figura 2.8). In formule,

-

(B) = 85 (0A + ®o(B))-

trodotte. Fissiamo

T—
OA

Figura 2.8 La somma come traslazione del piano.
Guardando la Figura 2.8, ti renderai conto che 7_, non % altro che una traslazione:

la somma di un vettore corrisponde @ unae traslazione del piano.
Interpretiamo in modo analogo il prodotto per uno scalare. Fissato A €
possiamo definire un’applicazione o A2 — AP associando al punto A € A?

¢ A? tale che OB =\ OA. In formule,

R,
il

punto B = ax(A)
ox(A) =85 (2 Do(A)). -

e scala® (o ragione) {Al;

motetia (0 similitudine) di centro O
egativo: il prodotio per

2 una simmetria rispetto a Oseleén
de a u%()motetia del piano.

Questa volta o e una o
seguita eventualmente d
1 mumero reale cOTTISPON

e i
% Questo & il mo
¢ I} prodotto un prodotto per scalari.

tivo per cui in guesto contesto i numeri reali spesso vengono detti scalari,

1
1
i
i
{
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2.2 Coordinate

. . - e - »
Prendiamo ora un singolo vettore 7= OA; € V% e consideriamo la retta r; passante
per O e A;. Tutti i vettori di questa retta {ciod, tutti i vettori applicati in O il cui
secondo estremo appartiene alla retta) sono della forma ¢7 = tOA; per un appro-
priato t € R — ovvero sono un multiplo di 7. In questo modo abbiamo definito una
coordinata sulla retta r,: fissate un’origine O e un vettore unitario (il vettore 7) a

. . = . . .
ogni punto P della retta (ovvero a ogni vettore OP di r) possiamo associare uno e un
solo numero reale ¢ tale che

il numero reale ¢ & la coordinata di oP rispetto a 7.

Ora, ci troviamo sul piano; quindi non tutti i vettori di V3 stanno sulla retta r.
Prendiamone allora uno che non vi appartiene, 7= O—_A; Tutti i vettori della retta ro
per O € Az (o, come diremo, tutti i vettori proporzionali a J) si scrivono come multipli
di 7 In questo modo possiamo esprimere in termini di 7 e 7 tutti i vettori delle due
rette v, ed 5. E gli altri vettori del piano? La risposta & contenuta nella

« . . -— e - ered . - » .
Proposizione 2.3 Siano 7= OA, e y= QA due vettori non proporzionali di V?)‘

——)
Allora per ogni vettore OP € V(% esistono due numeri reali z,, z2 € R tali che

OP =217+ 22, (2.1)

Inoltre, 7, e T2 sono unici, nel senso che se =} e x4y sono due altri numeri reali tali

—
che OP = 7+ x5 §, allora 2} = 2, ez, = 2.

Dimostrazione. Cominciamo con I'esistenza (vedi Figura 2.9). Indichiamo con rq (ri-
spettivamente, 2) la retta passante per O e A; {rispettivamente, A2). Tracciamo la
parallela a 7, passante per P; questa interseca r1 in un punto P;. Analogamente, trac-
ciamo la parallela a r; passante per P; interseca 7y in un punto Pp. Per costruzione,
OP, PP, & un parallelogramma; quindi

— e e

OP = OP, + OPR,.

—_
D'altra parte, P, & sulla retta per O e A;; quindi esiste un z; € R tale che OP, =3 7.
Analogamente troviamo un z; € R tale che OP, = 2, 7, e 'esistenza & fatta.
Per Punicita, da
—

T4+ 2,7=0OP =17+ 227

otteniamo
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Figura 2.9 Coordinate in V3.

1l vettore a primo membro & un multiplo di 7, per cui appartiene a r;. Il vettore a
secondo membro, invece, appartiene a ro; siccome sono uguali, devono stare nell’in-

tersezione delle due rette, che & il solo vettore nullo 00. Dunque

(z} — 21)7= 00 = (z2 ~ z})J,

che pud succedere se e solo se (Esercizio 2.4) ) ~ 71 = 0 ¢ @ — z = 0, come
volevamo. O

Dunque una volta scelti due vettori non proporzionali 7'e 7'di V3 (o, come diremo,
una volta fissata una base B = {#,7} di V3), a ogni vettore di V3 possiamo associare
in modo unico una coppia di numeri reali, le sue coordinate rispetto alla base B. In
modo pilt formale, abbiamo definito un’applicazione Fis: V3 — R* (dove RZ=R xR

—
& l'insieme delle coppie ordinate di numeri reali) che associa a ogni vettore OP la
coppia
—y
Fp(OF) =

k]

T
T

dove z; e T3 sono gli unici numeri reali c)'xe verificano {2.1). Nota che, per motivi che
yedremo pilt avanti?, gli elementi di R? verranno scritti per colonna, e non per riga.

—
EseMPIO 2.1 Sia B = {7,7} una base di V3, e prendiamo il vettore OC = 2?‘~ 47.

!
Le coordinate di ocC sono, per definizione, 2 e —4; in altre parole, Fs{0OC) =

4 I
AR T . -1 . ; -—3 =3
Sia OD = —#+47 le sue coordinate sono fut Per trovare le coordinate di OC'+0D

4 Essenzialmente, per poter scrivere prima una matrice e poi un vettore guando dovremo
moltiplicarli righe per colonne. :
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calcoliamo:
-_— —_— - — — — — — - —
OC + 0D = (21— 47) + (~T+ 47) = (20— 7) + (47 + 47)
=21+ (-4 +4)7=1T4+07=7

(dove abbiamo usato le Proposizioni 2.1 e 2.2), per cui

FB(O?-I-aT?) = é

.—» Osservazione 2.4 La funzione Fy (o, se preferisci, le coordinate di un vettore) di-
pende dalla base scelta: cambiando base, le coordinate cambiano. Per esempio,
siano 7, 7€ V3 due vettori non proporzionali, e consideriamo B = {77} e B = {21, 7};
siccome 21’ e 7 continuano a essere non proporzionali, sia 8 che B’ sono basi di V3.

. s =t -t — . . = .
Ora prendiamo il vettore OF = 47 — 37. Le coordinate di OP rispetto alla base B

sono chiaramente 4 e —3; invece, le sue coordinate rispetto alla base B sono 2 e —3
(perché?). Quindi
=3 4 2 ==
Fp(OP) = '_31 # 1 _31 = Fp (OP).

Sulla retta, a ogni numero Yeale corrispondeva uno € un solo punto; la funzione
coordinata era bigettiva. La stessa cosa accade qui:

Proposizione 2.4 Sia B = {7, 7} una base di V}. Allora I'applicazione Fis: V3 — R?
& bigettiva.

Dimostrazione. Prima di tutto, & surgettiva; infatti, dati due qualunque numeri reali
z1, T2 € R abbiamo

il = Fa(z17+z27) € Im Fg.
Infine, & iniettiva; infatti
—— —
F5(0P) = || = F3(0Q)
implica che
—

e ci siamo. )

Dunque ci sono tanti vettori in V% (e quindi — ricordi ®o? — tanti punti in A2)
quanti elementi in R?; come insieme, R? ha la stessa struttura di V2. Ora, in V3
abbiamo definito delle operazioni (grazie alle quali abbiamo potuto introdurre 'ap-
plicazione Fg); & naturale quindi cercare di scoprire come Fy st comporta rispetto a

Ty

—
queste operazioni. Cominciamo col prodotto per scalari. Se Fg(OP) = 13: 1, vuol
2
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dire che OP = 1 T+x9 7 quindi A OP = (Az1)7+ (Ax2)7; per cui le coordinate di A oP
sono
pY

Fs(AOP) = o

. (2.2)

Vediamo invece la somma. Se OP = i+ z27e O_@ = 1 T+ 92 7, allora {confronta
con I'Esempio 2.1)

OP + 00 = (z1 + )7+ {22 + 12)7,
per cui

1+

Fs(OP +0Q) = | 7! o 2.3)

A questo punto viene (o dovrebbe venire) naturale un’idea: possiamo definire su R?
una somma. e un prodotto per uno scalare ponendo

Ty
Z2

)\.’L‘l
)\(Eg

Itf
T2

0N
Y2

1+ %
T2 + 12

= A

E ora immediato (anche per I’associativiti!l) verificare che queste operazioni sod-
disfano le proprietd elencate nelle Proposizioni 2.1 e 2.2, dove l'elemento neutro e
I'opposto ora sono dati da

N

o=y . -

Ty
T2

—xy
—xg

Inoltre, le (2.2) e (2.3) divengono

Fo(OP + 00) = F5(OP) + F5(0Q),  Fs(AOP) = AFs(OP).  (2.4)

In altri terminj,( /FB trasforma le operazioni di V?) nelle operazioni di R?, e viceversa.
Siccome Fy & anche bigettiva, da un certo punto di vista questo vuol dire che V3
ed R2 hanno la stessa struttura algebrica; diremo che sono isomorfi, e che Fig & un
‘isomorfismo.
Riassumiamo cos'® successo. Siamo partiti dal piano euclideo A2, fissando un
- punto O, abbiamo trovato V2, con la relativa struttura algebrica; scegliendo due vet-
tori non proporzionali 7'e 7 siamo arrivati a R2. 1l tutto tramite applicazioni bigettive;
quindi R? & un modello numerico del piano euclideo A2. 11 vantaggio di questo pro-
cedimento & che {come si & visto per esempio nel caso della proprietd associativa)
lavorare e fare i conti in R? & molto pit facile che in ,A?; possiamo fare somme e
woltiplicazioni con la calcolatrice invece di dover usare riga e compasso. Inoltre — e
quiesto & un punto fondamentale — il modello non é unico: possiamo scegliere 1'ori-
gine O e i vettori 7 e 7 in modo tale da adattarli al problema che stiamo aﬂqoxltalido
rendendo i conti il pill semplici possibili. Per esempio, se il nostro problema riguarda
wna circonferenza & probabile che ci convenga scegliere come origine il centro della
reconferenza, piuttosto che un punto a caso. Bisogna farsi furbi, e adattare it modello
-problema che si vuole affrontare. ’

¢
1
I
i
i
|
|
{
i
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EseEMPIO 2.2 Vogliamo dimostrare il seguente teorema di geometria euclidea (vedi
la Figura 2.10): “Sia ABC un triangolo. Indichiamo con H il punto medio del seg-
mento AB, e con K il punto medio del segmento AC. Sia L il quarto vertice del paral-
lelogramma. individuato da A, H e K. Allora L & il punto medio del segmento BC.”
Ovviamente potremmo procedere con i soliti mezzi della geometria euclidea; vediamo
invece come un’appropriata scelta di un’origine e di una base rendano questo risultato
quasi banale.

Figura 2.10 Un teorema sui triangoli.

Dovendo studiare un triangolo, & naturale scegliere come origine il punto A, e

come base B = {/ﬁ, ZB} Rispetto a B, il punto A ha coordinate \g\, il punto B

0 . 1l punto H, essendo il punto medio del

coordinate 1

, ¢ il punto C coordinate

1/2
0

1
0

segmento AB, ha coordinate ; analogamente, il punto K ha coordinate

1/2
1/2

ora le coordinate del punto medio M del segmento BC. Il vettore BC & parallelo e

0
1/2f
Siccome, per costruzione, AL = Zﬁ+ﬁ( , il punto L ha coordinate

. Vogliamo

— —_ —_ . . .
congruente al vettore AD = AC — AB, per cui il punto D ha coordinate

w37

e il punto medio M’ del segmento AD ha coordinate

-1/2| o :
12 | Siccome per costruzione
BM ¢ parallelo e congruente ad AM’, troviamo che AM'M B & un parallelogramma,

ey Yy e .
per cui AM = AM’' + AB e le coordinate del punto M sono

it 32 - ]

Dunque M ed L hanno le stesse coordinate, per cui sono lo stesso punto.
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Riassumiamo quanto detto finora con una definizione.

Definizione 2.4 L'insieme formato da un punto O € A? e da due vettori non

- proporzionali 7, 7 € V3 si chiama (sistema di) riferimento affine RA(O,7,7) del piano.
Se 7= 04, e 7= OA; scriveremo anche RA{O, A1, Az) invece di RA(O,7,7). Infine,

le coordinate di un punto P € A? rispetto a un sistema di riferimento affine RA(0,7,7)
sono semplicemente le coordinate di oP rispetto alla base B = {1,7}.

Nello spazio V3, invece, due vettori non bastano; i vettori della forma 217+ 22 7
sono tutti e soli quelli del piano contenente O, A; e A; — piano che chiameremo

piano generato o span dei vettori 7e 7. In simboli,

Span(7,7) = {z1 7+ x J€ Ve I 1,72 € R}.

Figura 2.11 Le coordinate nello spazio.

- — .
Prendendo invece un terzo vettore k = OAj; che non appartenga al piano generato

dn 7 e 7'si dimostra in maniera analoga & prlma {(vedi Figura 2.11) che qualunque

‘vottore di V% si scrive in modo unico come OP =7+ x T4+ T3 k.
.- Dunque stavolta una base B di VO & composta da tre vettori {2, 7, k} non com-
lumm, le coordinate relative a una base sono una terna {e non pill una coppla)
numeri reali; e un sistema di riferimento affine verrd indicato con RA(0,%,7, k)
on RA(O, A],AQ,A:}) Infine, in questo caso poss1amo introdurre lo spazio R®
terne di numeri reali e costruire un isomorfismo Fp: V3 — R? esattamente come
a; i dettagli sono un esercizio per te (Esercizio 2.5).
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2.3 Equazioni di rette e piani

Gli elementi fondamentali della geometria del piano A2 sono i punti e le rette. Se
vogliamo descrivere una retta in .42 non abbiamo molta scelta: dobbiamo dare due
dei suoi punti. Il che & certo meglio che elencarli tutti, ma pud essere scomodo (per
esempio, trovare 'intersezione di due rette in questi termini non & certo un’operazione
semplice).

Vediamo se la situazione migliora in VZ. In questo caso, possiamo fornire una
procedura operativa — o, se preferisci, una formula — per descrivere tutti i punti
della retta a partire da due di essi. Se la retta r in questione passa per ’origine O, &

tutto molto facile: preso un altro punto Q) € r, un punto P del piano appartiene alla
retta 7 se e solo se

—_ e

OP =t0Q

per qualche ¢t € R.

Figura 2.12 Equazione vettoriale di una retta.

Se la retta r invece & qualunque, prendiamo un punto Py € r, e sia 7o la retta
parallela a r passante per O (Figura 2.12). Allora un punto P € A? appartiene alla
retta 7 se e solo se il segmento PyP & parallelo alla retta rg, cioé se e solo se (perché?)
il vettore OP — OP, appartiene alla retta ro. Preso un punto Q € 7o, questo vuol
dire che P appartiene a r se e solo se OP - OF = f,O_Q), cioé se e solo se

OP = OB+t 00 (2.5)

(equazione vettoriale di una retta) per un qualche ¢ € R. 1l vettore _O_Cj ¢ detto
vettore direttore della retta; chiaramente non & unico, ma due vettori direttori di r
sono sempre proporzionali (perché?).

A questo punto & immediato scrivere I'equazione vettoriale della retta r passante
. . . — —) —
per due punti P; e P,. Infatti, il vettore OQ = OP, — OP; & parallelo a r (perché?),

per cui possiamo prenderlo come vettore direttore; quindi un punto P del piano
appartiene alla retta per P; e P se e solo se

OP = OP, +t(0OP, ~ OP,). (2.6)
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Osservazione 2.5 Dunque al variare di t € R Pequazione (2.5) — o, se preferisci,
'equazione (2.6) — descrive tutti i punti di una retta nel piano. Ma lo stesso ragio-
namento che ¢i ha portato a queste equazioni funziona pari pari nello spazio. Quindi
(2.5) e (2.6) descrivono anche tutti i punti di una retta nello spazio; basta considerare
ovunque vettori di Vg,.

In manijera analoga possiamo ottenere l'equazione vettoriale di un piano 7 nello
spazio V?). Prendiamo un punto Py € 7, e sia mp il piano parallelo a m passante
per l'origine. Scegliamo una base {7,7} di mp; allora un punto P e A3 appartiene al
piano 7 se e solo se

OP = OPy + si+17 (2.7)

(equazione vettoriale del piano) per qualche s, t € R. I vettori 7’ e 7, che non sono per
nulla univocamente determinati, si chiamano vettori di giacitura del piano .

Osservazione 2.6 Tl nome “equazione vettoriale” (e pil oltre quello di “gquazione
parametrica”) & lievemente fuorviante. Qui non c¢’& nessuna incognita da trovare; al
contrario, i numeri s e ¢ che appaiono in queste formule (detti parametri) possono
assumere qualunque valore. Le formule (2.5)~(2.7) sono funzioni, non equazioni: per
esempio, la (2.5) descrive la funzione f:R — V3 data da

f(t) = OBy + £ 0Q.

1l senso delle equazioni vettoriali e parametriche & che I'oggetto (12 retta, il piano)
viene descritto come V'immagine della funzione indicata: per esempio, la (2.5) ci dice
che la retta cercata & f(R).
Torniamo slle rette, e vediamo se l'equazione vettoriale ci aiuta a trovare Pinter-
——
sezione di due rette. Sia r una retta passante per Py con vettore direttore OQ, e '

una retta passante per P con vettore direttore (—I_Q—)' . Le due rette si intersecano nel
punto X se e solo se esistono due numeri reali ¢, € R tali che
OF, +t00 - OX = 0P+ 0Q,
che pud succedere se e solo se esistono i, t’ € R tali che
OF, -~ 0Py =103 -t 0Q. 29

In altri termini, abbiamo dimostrato che le retie 7 ed r' si intersecano se e solo se

—
il vettore —O—P—é — OP, appartiene al piano generato dai vettori direttori O_;@ e OQ'.
Questo risultato vale automaticamente sia nel piano V(z) che nello spazio Vf‘),fj in quanto
segue dall’equazione vettoriale di una retta, che & la stessa in entrambi i casi.
Abbiamo quindi trovato un criterio che ci dice esattamente quando dyie rette si

o Y. 4 : .
intersecano. Nel piano, se i due vettori direttori OQ) e OQ' non sono proporzionali

;
i
;
!
H
|
!
i
!
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(ovvero, se le rette non sono parallele} allora formano una base di V3, per cui (ricordati
la Proposizione 2.3) la condizione & sempre soddisfatta — e infatti due rette non
parallele nel piano s’intersecano sempre. Nello spazio, invece, due vettori non bastano
per generare tutto V3 — e difatti esistono le rette sghembe, che né sono parallele né
si intersecano.

Rimane perd ancora aperto il problema di determinare una procedura efficace per
trovare il punto d’intersezione di due rette. Per risolverlo, passiamo in R2, ovvero
fissiamo un sistema di riferimento affine RA(O,%,7). In questo sistema. di riferimento,

chiamiamo {;jg le coordinate del punto Py, ’riz’ le coordinate del punto Q, e x

le coordinate del punto generico P — ovvero scriviamo OFy = 47+ yg 7 e cosi via.
Quindi applicando Fi all’squazione vettoriale (2.5) si ha

T
Y

z l
o ¢ ,
Yo m
cioé P appartiene alla retta se e solo se le sue coordinate sono date da

$=d:0+tl,
Yy =1y +im,

(equazioni parametriche di una retta nel piano) per qualche ¢t € R.

Osservazione 2.7 Le equazioni vettoriali e parametriche non sono I’unico modo di
descrivere una retta; come vedremo nel Paragrafo 6.4 (e forse gia sai), lo si pud fare
anche con le cosiddette “equazioni cartesiane”.

Nello spazio, scelto un riferimento affine RA(O,%, 7, E), applicando Fp a (2.5) si ha

x Zo l
y|=|% |+t m|,
z 20 n

ciot P appartiene alla retta se e solo se le sue coordinate sono date da
T =g+ tl,
{ y=1yo +1im,
2 =29+ in,

(equazioni parametriche di una retta nello spazio) per qualche ¢ € R.
Analogamente otteniamo le equazioni parametriche di un piano:

Zg l 4
=|yo|+s|m|+t|m']|,
zp In n'

N ey
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cioé P appartiene al piano se e solo se le sue coordinate sono date da

=g+ sl +tl,
Y = yo + sm 4 tm/,
z = zg + sn + tn/,

(equazioni parametriche di un piano nello spazio) per qualche s, t € ]R:

A questo punto possiamo affrontare numericamente il problema di come trovare
'intersezione di due rette. Per semplicith supporremo di essere nel piano, ma lo stesso
metodo pud essere applicato nello spazio. Prendiamo di nuovo una retta r passante

per Py con vettore direttore 5@, e una retta r’ passante per P} con vettore diret-

tore OQ'. Fissiamo un sistema di riferimento affine RA(O,7,7) rispetto al quale ,Po

‘ l l
. z . T . , .
abbia coordinate ||, Py coordinate y? , & coordinate e @' coordinate | 1.
Yo ] m n

Allora applicando Fy all’equazione (2.8) troviamo che le due rette si intersecano se e
solo se il sistema lineare

-t = 7‘6 — Zo, (2.9)
mt —m't’ =y ~ o,

nelle incognite ¢ e ¢’ ammette soluzione. Ma questo & un sistema che nei casi concreti
possiamo risolvere anche a mano; e se {fo,ty) & la soluzione del sistema, allora il punto
d'intersezione X ha coordinate

zg + lto
Yo + mio

xh 4+ Uty
Yo +m'ty

(perché?). In altri termini, il punto X & dato da
— —_—
OX = 0P +t,0Q = OP} + t,0Q.

. — oy . 2 .
EsempIO 2.3 Fissiamo un sistema. di riferimento affine RA(O,%,7) in A*. Vogliamo

R . 1
trovare il punto d’intersezione fra la retta r passante per il punto di coordinate 1| con

0
2 . 2 . . .
vettore direttore ’ 1]¢€ la retta r’ passante per il punto 0 con vettore direttore 1

Per quanto abbiamo visto dobbiamo risolvere il sistema

20t =21, {2t=1,
ovvero 2
{1t——1t’=0—1, v Vit = 1, 3
che ha ovviamente come unica soluzione ¢ = 1/2 e ¢’ = 3/2. Quindi le coordinate del
punto d’intersezione X sono

|
i
.

Rty B AR a0
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per cui

Dunque il passare da A% (0 A?%) a R? (0 R%) tramite la scelta di un sistema di
riferimento affine trasforma problemi geometrici relativi a rette e piani in problemi
relativi alla soluzione di sistemi lineari. Nel prossimo capitolo inizieremo a studiare
sistematicamente i sistemi lineari; assieme a quanto visto finora. questo ¢i portera
a identificare una struttura generale, quella di spazio vettoriale, di cui V3, R? ¢
simili non sono altro che un caso particolare. Soltanto nel Capitolo 10 torneremo a
occupardi diffusamente di rette e piani nello spazio; a quel punto avremo tutti gli
strumenti necessari per risolvere efficacemente qualunque problema affine® ci venga
in mente riguardo rette e piani.

Esercizi

3 —— e} —_— — —_— =
2.1 Dimostra che (OA; +0A)+0A3 = 041+ (OA;z + OAj3) quando tre dei punti
0, Ai, Ag, As sono allineati.
2.2 Dimostra la Proposizione 2.2.(i) nel caso’A < 0.
2.3 Definisci 1a somma di vettori e il prodotto per scalari in V3, e dimostra le
Proposizioni 2.1 e 2.2 per vettori di V3.

— —y

2.4 Siano OA € V} un vettore non nullo, e A € R. Dimostra che AOA = OO0 se e

solo se \ = 0. (Suggerimento:. moltiplica per A7h)

2.5 SiaB={%7] E} una terna di vettori non complanari in V3. Seguendo la traccia
di quanto fatto nel piano, definisci un'applicazione Fg: V3 — R® e una somma €
un prodotto per scalari su R® in modo che Fp risulti un'applicazione bigettiva tale

- =3 . s °
che valga Pequivalente di (2.4) per tutti i vettori OP, OQ € V3 e tutti i numeri
reali A € R,

2.6 Sia BB = {7,7} una base di V3. Dimostra che
- 1 - 0
F3(1)=‘0‘ e Fg(]):‘ll.
- —_— [ -
2.7 Sia B = {7,7,k) una base di V3. Dati i vettori OA = 27— 3k, OB = 27+ 3k

— - s —— et — -
e OC = —7—j—k, trova le coordinate di oD, = 52~OB—ZOC' e 0Dy = OB-70C.

2.8 SiaB = {7, 7} unabasedi V3, e considera i vettori OA = 2+37e OB = ~2+7.
Verifica che OA ¢ OB non sono proporzionali, e trova le coordinate di OC = 7+ 7
rispetto alla base B/ = {52,0—5}

5 Ciot che non coinvolge né distanze né angoli, concetti che affronteremo solo a partire dal
Capitolo 12.

—— —
—-—— R PN e e W e
. ' .
2.9 Sia B = {7, 7} una base di V3, e considera i vettori OA, = 27-+aje OB =7-7

dove o € R. ' '
(i) Trova per quali valori di @ i due vettori non sono proporzionali.
—_—

— )
{ii) Calcola le coordinate di OC = 7+ 27 rispetto alla base B, = {OA., OB} per i

valori di @ trovati in (i).

2.10 Dimostra che l'equazione vettoriale del piano m passante per tre punti non
allineati Py, Pre Pz &

— =

e
5P — OF, + 5(OF, — OP) + (OPFs — OPY).

2.11 Fissato un sistema di riferimento affine RA{O,%, 7, k) nello spazio, consideriamo

OA —7- 3k e OB = 7+ 3k. Si OA OB) il pi enerato da
i vettort OA =7-3k e OB =7+ 3k. Siamw = Span(O ,OB) i Elano g
questi due vettori. Dimostra che 7+ 27+ 3k € m mentre 7—27+3k ¢ m

. - . .

2.12 Fissato un sisterna di riferimento affine RA(0,%,7, k) nellﬂ)amo, consideriamo
i vettori OA = T+ 7+ 3ke OB = 2—J— 3k. Sia 7 = Span(az, OB) il piano generato
da questi due vettori, Trova per quali valori dia € R (sene esistono) la retta r di

equazione parametrica
=8+ 4t,
* -{y =10+ 5¢,
' 2z = 2a + at,

& contenuta nel piano 7.

9.13 Fissato un sistema di riferimento affine RA(O, 7,7) nel piano, sia 7 la retta di
equazioni parametriche
~1 : 2
9 | T 4|

&

x
Y

Dimostra che O € 7.

2.14 Fissato un sistema di riferimento affine RA(O,7%,7) nel piano, sia . la retta

di equazioni parametriche
1
a

2
-1

T
Y

+1

H

dove o € R. Trova per quali valori di a (se ne esistono) si ha O € Ta.

-1
| i

- o )

2.15 Fissato un sistema di riferimento affine RA(O,%, 7, %) nello spla.mo, tl(?val equa
i iy idi inate | e |¢© 1 3e .

zione parametrica della retta r passante per i punti di coordinate 7 \ ,‘\/5 ¢ s
3 ]

Verificase | —e | €T
~V3

i
i
i
!
|
i
i
|
i
;
H
1
|
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2.16 Tissato un sistema di Tiferimento affine RA(O,7, j‘,E) nello spazio, trova l'e-

’ . -1 7
quazione parametrica della retta r passante per i punti di coordinate | ® | e |52].
0 |1

2.17 Fissato un sistema. di riferimento affine RA(O,7,7) nel piano, considera le
rette ro ed r; di equazioni parametriche

T =1+3t, = -1+t
T - . )
0 {y=2+t, € T1: '{y=_1+2t/.

Dimostra che 7, ed ry si intersecano, e trova il punto d’intersezione.

2.18 Fissato un sistema di riferimento affine RA(O,7,7) nel piano, sia r; la retta

. . . -1
passante per i punti di coordinate e (1) , ed 73 la retta per i punti di coordi-
2 1 .
nate 2lelol Dlmosﬁra, che 1 ed 77 si intersecano, e trova il punto d’intersezione.

2.19 Fissato un sistema di riferimento affine RA(0,7,7 ) nel piano, considera la
retta r di equazioni parametriche A

z =1+ 3¢,
y=2+t,

e la retta s, passante per i punti di coordinate 2l e , dove a € R. Trova per

2
) -1
quali valori di a le rette r ed s, si intersecano, e determina le coordinate del punto
d’intersezione (quando esiste).

2.20 Fissato un sistema di riferimento affine RA(O, 7,7, k) nello spazio, sia 7 la retta

3 -1
passante per 1 punti di coordinate 10| e | 2 |, e sia 7’ la retta passante per i punti
4 -2
2 0
di coordinate | 2| e | 0 |. Dimostra che le due rette si intersecano, e trova il punto
5 -3

d’intersezione.

2.21 Fissato un sistema di riferimento affine RA(O, 7, 7, E) nello spazio, considera le
retta v ed s, di equazioni parametriche

z=-141, z=—1+at,
T y=1, Sq: y=14(a+1)t,
z=1+1t, z=2—at,

dove a € R. Trova per quali valori di a le rette = ed s, si intersecano, e determina le
coordinate del punto d'intersezione (quando esiste).

2C.1 ‘Tutti i triangoli sono isosceli 39

2.22 Sia ABC un triangolo nel piano. Dimostra che le tre mediane (cio¢ le rette che
congiungono un vertice del triangolo col punto medio del lato’opposto) si intersecano
in un punto (che si chiama baricentro del triangolo). (Suggerimento: scegli un sistema
di riferimento affine opportuno e fai i conti in R?.)

2.23 Sia ABCD un tetraedro nello spazio (cio? la “piramide” a facce triangolari
con vertici i quattro punti dati). Dimostra che le quattro rette che congiungono i
vertici del tetraedro con i baricentri {vedi I'Esercizio precedente) delle facce opposte
st intersecano in un punto {detto baricentro del tetraedro).

COMPLEMENTI
2C.1 Tutti i triangoli sono isosceli .

Come promesso nell'Osservazione 2.3, ecco una dimostrazione (ovviamente shagliata)
del fatto che tutti i triangoli sone isosceli: mai fidarsi neppure dei disegni migliori. . .
Sia ABC un triangolo qualungue. Chiamato [ il punto medio del segmento BC,

alziamo su D la perpendicolare DE a BC. Tracciamo anche la bisettrice dell’an-

golo BAC. Dobbiamo considerare due casi.

Se la bisettrice non interseca DE, vuol dire che sono parallele, e quindi la bisettrice
& perpendicolare al segmento BC, e lo interseca nel punto M. Questo vuol dire che
i triangoli AMC e AM B hanno un lato in comune (AM) e due angoli congruenti
(AJ/\ZC ~ AMB 5 MAC = MAB); quindi i due triangoli sono congruenti. In
particolare, AB ® AC, ciot il triangolo ABC & isoscele.

A

H G

B D C

Figura 2.13 Tutti i triangoli sono isosceli.
Altrimenti, sia F il punto d’intersezione fra DE e la bisﬂiceiracciarr;o FB,
FC e da F tiriamo le perpendicolari FG ed FH ai segmenti AC ¢ AB {Figura 2.13).

6 1] simbolo 2 indica la congruenza di angoli (o segmenti).

]
I
|
|
i
|
|
i
i
|
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Allora i triangoli AFG e AFH sono congruenti, in quanto hanno il lato AF in comune,
e gli angoli FAG e AGF sono rispettivamente uguali agli angoli FAH e AHF. Quindi
AH = AG e FH~FG.

Poi, anche i triangoli BDF e CDF sono congruenti, in quanto BD & DC, DF
& in comune, e gli angoli in D sono congruenti. Quindi FB = FC. Ora, i triangoli
FHB e FGC sono triangoli rettangoli. Quindi ’area del quadrato su FB & uguale
alla somma delle aree dei quadrati su FH e HB; analogamente, ’area del quadrato
su F'C & uguale alla somma delle aree dei quadrati su G e GC. Ma FB 2 FC e
FH = F@; quindi l'area del quadrato su HB & ugusle all’area del quadrato su GC.
Ma questo vuol dire che HB & GC. Avevamo gia dimostrato che AH = AG; ne
segue che AB = AC, per cui il triangolo ABC & isoscele. ‘ O

Ovviamente, questa dimostrazione & shagliata. Dov’e l’errore?

2C.2 Vettori liberi

In questo capitolo abbiamo considerato sempre vettori applicati in un punto fissato

I . = vy
('origine). Ora, se prendiamo due vettori OA e O'A” applicati in punti diversi ma
paralleli, congruenti e con lo stesso verso, cliiaramente questi due vettori hanno qual-
cosa in comune; in un certo senso, a parte il fatto puramente incidentale di essere
applicati in origini distinte, sono lo stesso vettore. In termini piti formali, diremo che
sono entrambi rappresentanti dello stesso vettore libero; ma per spiegare cosa significa
questa frase ci serve una piccola digressione.

Definizione 2C.1 Sia A un insieme. Una relazione (binaria) su A & un sottoin-

sieme R di A x A. Se la coppia (a3, a) appartiene a R, diremo che a; & in relazione R
con gy e scriveremo a;Rasg.

In pratica, quando si definisce una relazione su un insieme, prima si dice quando
due elementi sono in relazione e poi si costruisce l'insieme R come 'insieme delle
coppie di elementi in relazione.

Esempio 2C.1 Se A = N, possiamo considerare la relazione “multiplo di”. Allora
mRn vuol dire “m & multiplo di n” e 'insieme R & dato da

R = {(m,n) € Nx N|m & multiplo di n}.

Esempi0 2C.2  Se A ¢ I'insieme degli abitanti di Gorgonzola, possiamo considerare
la relazione R “genitore di”. Allora (a1,az2) € R se e solo se a; & il padre (o la madre)
di as.

Definizione 2C.2 Una relazione d’equivalenza su un insieme A & una relazione
binaria su A, di solito indicata con ~, che soddisfa le seguenti propriet:

(i) Riflessivitd: a ~ a per ogni a € A.

(i) Simmetria: a; ~ ap implica @z ~ a; per ogni a3, ag € A.

(lii) Transitivitd: a; ~ az e as ~ ag implicano @) ~ az per ogni a1, a2, az € A,

2C.2 Vettori liberi 41

Se ci pensi un attimo, le proprieta di una relazione d’equivalenza sono esattamente
le stesse che ha la relazione d’uguaglianza fra numeri: un numero & uguale a se stesso,
se un numero & uguale a un altro allora il secondo & uguale al primo, e se un numero &
uguale a un secondo che a sua volta & uguale a un terzo allora anche il primo & uguale
a] terzo.

EseMpPio 2C.3 Sia A D'insieme degli abitanti di Gorgonzola. Allora la relazione
“essere parente di” & una relazione d’equivalenza, come puoi verificare facilmente.
Invece la relazione “essere genitore di” non & una relazione d’equivalenza (non & né
riflessiva, né simmetrica, né transitiva).

EsemP1o 2C.4  La relazione “essere multiplo di” su N & riflessiva e transitiva (con-
trolla), ma non simmetrica.

EseMpP1o 2C.5 La relazione di parallelismo fra rette & una relazione d’equivalenza;
la relazione di incidenza fra rette no (& riflessiva e simmetrica, ma non transitiva).

Quando si ha una relazione d’equivalenza, viene naturale mettere assieme tutti gli
elementi equivalenti in un unico sottoinsieme.

Definizione 2C.3 Sia A un insieme su cui & definita una relazione d’equivalenza ~.
Se a € A, la classe d’equivalenza.[a] € A di a & il sottoinsieme di tutti gli elementi
di A equivalenti ad a. Se b € [a], diremo che b & un rappresentante della classe
d’equivalenza [a]. L'insieme di tutte le classi d’equivalenza si chiama insieme quoziente
e viene indicato con A/~. L'applicazione m: A — A/~ che a ogni elemento a € A
associa la sua classe d’equivalenza 7(a) = [a] si chiama applicazione quoziente.

Le classi d’equivalenza dividono I'insieme A in sottoinsiemi a due a due disgiunti:

Proposizione 2C.1 Sia A un insieme su cui & definita una relazione d’equiva-
lenza ~, e a, b € A. Allora o [a] = [b] (che accade se e solo se a ~ b), op-
pure [o] N [b] = @. In particolare, A & I'unione delle classi d’equivalenza, che sono a
due a due disgiunte,

Dimostrazione. Prima di tutto notiamo che a € [a], grazie alla rifiessivitd. La sim-
metria poi ci dice che se b € [a] (che accade se e solo se b ~ a) allora a € {B} (in
quanto a ~ b). Inoltre, se b € [a] allora [b] C [a]: infatti, se ¢ € [6] vuol dire
che ¢ ~ b e, per la transitivita, ¢ ~ a. Analogamente segue che [a] C [b], per cuib~a
implica [b} = [a]. | ‘
Supponiamo esista c € [a]N[b]. Allorac~aec~b; la simmetria ci dicg b~ ¢, €
Ja transitivith b ~ a, per cui possiamo concludere che [b] = [a]. Quindi o {a] N [6] = &
oppure [a] = [b], come desiderato. In particolare, le classi d’equivalenza, soné a due a
due disgiunte; siccome a € [a], I'unione di tutte le classi d’equivalenza 'conti}ane tutti
gli elementi di 4, e abbiamo finito. i O

¢
i

Cosa c'entra tutto cid con i vettori? 1l fatto & che i vettori liberi posso’po essere
definiti come classi d’equivalenza di vettori applicati. i
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Definizione 2C.4  Indichiamo” con V? I'insieme di tutti i vettori applicati del piano,
qualunque sia la loro origine. Diremo che due vettori applicati OA e C—)'—/—P SON0
equivalenti. e scriveremo OA ~ (ﬁ , se sono paralleli, congruents e hanno lo stesso
verso. In alire parole, OA ~ O'A' se e s0lo se OO’ A'A & un parallelogramma (vedi la

Figura 2.14), cioe se e solo se E)—E' =0A + 5—5'

A
/ e A
O/ 04 ~ 04’
O/

Figura 2.14 Vettori applicati equivalenti.

Verifichiamo velocemente che si tratta di nna relazione d’equivalenza. Chiara-
mente, ogni vettore applicato & equivalente a se stesso, per cui ~ & riflessiva. Se

_— —s

OA ~ O’ 4, allora OO’ A’'A & un parallelogramma: dunque anche O’'OAA’ & un pa-
rallelogramma (lo stesso), e O’ A" ~ OA. Infine, supponiamo che OA ~ O'A’ e che
—_—

O'A" ~ 0" A" (Figura 2.15). Allora OO'A’A e O'0" A" A sono parallelogrammi, per

"ol
cui anche 00" A" A lo &, e OA ~ 0" A", come volevamo.

Figura 2.15 La proprieta transitiva.

I vettori liberi sono esattamente le classi d’equivalenza rispetto a questa relazione.

Definizione 2C.5 Un vettore libero del piano & una classe d’equivalenza per la
relazione ~ sull'insieme V2. L'insieme quoziente Y2/~ di tutti i vettori liberi verra
indicato con V2.

" Per semplicitd, in questo paragrafo lavoreremo solo con vettori del piano, ma potrai veri-
ficare facilmente che tntto quanto diremo vale anche per vettori dello spazio.
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Siccome due vettori applicati sono equivalenti se e solo se hanno uguale lunghezza,
direzione e verso, dovrebbe esserti chiaro che questa definizione coincide col concetto
intuitivo di vettore libero.

Osservazione 2C.1 Se v € V? & un vettore libero ¢ O € A & 1n punto del piano,
allora esiste un unico punto A € A? tale che v = [OA], cio® esiste un unico vettore
applicato in O che rappresenta v. Infatti, se O’B & nn qualunque rappresentante di v, -
allora esiste un nnico punto A tale che OO’ BA sia un parallelogramma: A & dato

da OA = OB — O0'. Quindi ciascuna classe d’equivalenza interseca ciascun Vg, in
esattamente uno e un solo vettore applicato.

Anche sui vettori liberi possiamo definire le operazioni di sonima e di prodotto per
uno scalare, utilizzando in maniera appropriata dei rappresentanti.

Definizione 2C.6 Siano v, w € V? due vettori liberi; e A € R. Scegliamo un

punto O € A?, e sia DA (rispettivamente, O—B)) 'unico (vedi 1'Osservazione 2C.1)
rappresentante di v (rispettivamente, 1) applicato in O. Allora definiamo la somma

di v e w ponendo v+w = [_0_1_4\ +5§], e il prodotto per scalari ponendo dv = [)\ 52]

In questa definizione abbiamo_scelto un punto arbitrario O: dobbiamo quindi ve-
rificare chie cambiando punto la classe d’equivalenza ottenuta non cambia.

Cominciamo con la somma. Prendiamo quattro vettori applicati OA, OB € Vie
= o pavis S ks ey .
O'A’, O'B' € V3,, e poniamo OC = 0A+0B e 0'C' = 0'A’ + 0'B’. Supponiamo
(Figura 2.16) che OA ~ O'A" e OB ~ O'B'; dobbiamo dimostrare che OC ~ O'C’.

Per ipotesi, OO'B’'B & un parallelogramma; quind; OO0’ & parallelo e congruente
a BB, Poi, BC & parallelo e congruente a OA, che a sua volta & parallelo e con-
gruente a O’A’, che a sua volta & parallelo e congruente a B'Cr quindi BB’C"C' e
un parallelogramma, per cui BB’ & parallelo e congruente a CC". Mettendo insieme

il tutto troviamo che OO’ & parallelo e congruente a CC’, per cui 0Q'C'C & un

2 Fal
parallelogramma ¢ OC ~ O'C’, come volevamo.

Figura 2.16 La somma di vettori liberi.

T caso del prodotto & pil semplice. Prendiamo due vettori applicati equiva-

lenti OA e O'A’, e poniamo OB = AOA e O'B' = AO'A’": dobbiamo dimiost,ra,re
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e
che OB ~ O'B'. Grazie alla definizione di prodotto per scalari, OBeOB hanno
la stessa lunghezza (quella di OA moltiplicata per |A|), la stessa direzione {quella
di (ﬁ) e lo stesso verso (quello di OAse ) > 0, quello opposto se A < 0), per cui
sono equivalenti.

Dunque abbiamo definito le operazioni di somma e prodotto per scalari anche sul-
I'insieme dei vettori liberi. Potremmo dimostrare direttamente che queste operazioni
hanno le solite proprietd, ma & pit istruttivo procedere in modo lievemente diverso.

Fissiamo un punto O € A?, e consideriamo I’applicazione m: V3 — V? che a ogni
vettore applicato in O associa. il vettore libero corrispondente (in altre parole, 7 & la
restrizione a V3 dell’applicazione quoziente introdotta nella Definizione 2C.3). Prima

di tutto, P'Osservazione 2C.1 ci assicura che & bigettiva. Inoltre, noi abbiamo definito
somma e prodotto per scalari in modo che

n(OA) +7(0B) = n(0A+0B) e An(OA) = n(ADA)

per ogni —071), OB ¢ V% e A € R. Quindi 7 & un’applicazione bigettiva che conserva le
operazioni, proprio-come I'applicazione Fg: V3 — R? introdotta nel Paragrafo 2.2. In
particolare possiamo concludere che somma ¢ prodotto per scalari in V2 hanno le stesse
proprieta che avevano in V3, senza bisogno di dimostrarlo nuovamente. Possiamo
quindi parlare di basi e coordinate anche per i vettori liberi come per i vettori applicati.
Nel Capitolo 4 riassumeremo tutto cid dicendo che V2 & un altro esempio di spazio
vettoriale.

3

L’eliminazione di Gauss

Nel capitolo precedente abbiamo visto come I'introduzione di un sistema di coordinate
permetta di ricondurre la soluzione di problemi geometrici alla soluzione di sistemi
lineari {cioé composti da equazioni di primo grado). In questo capitolo iniziamo a
studiare i sistemi lineari quadrati, descrivendo in dettaglio il metodo di eliminazione
di Gauss, una delle procedure piu efficienti per la loro risoluzione; ’esame dei sistemi
lineari qualunque & rimandato al Capitolo 6, quando avremo sviluppato gli strumenti
teorici necessari per una comprensione effettiva e completa dell’argomento. La di-
scussione comprenderd anche qualche osservazione sui diversi modi in cui & possibile
dimostrare un teorema. Infine, i Complementi a questo capitolo forniscono una breve
introduzione al principio d’induzione.

3.1 Esernpi e definizioni

Studiando i sistemi lineari, i problemi principali che vogliamo risolvere sono tre:
quando un sistema lineare ammette soluzioni? E se le ammette, quante sono? E
come si trovano? Per avere un’idea del tipo di situazioni che si possono incontrare,
cominciamo con ’esaminare un esempio semplicissimo.

EseMPIO 3.1 Consideriamo il caso di un’equazione di primo grado in una sola in-
cognita: az = b. Se a # 0, 'equazione ammette un'unica soluzione = b/a;sea =0
ma b # 0, 'equazione non ha alcuna soluzione; se a = 0 e b = 0, 'equazione ha infinite
soluzioni, in quanto qualunque z € R la soddisfa. '

Dunque in questo caso le soluzioni 0 non esistono o sono infinite oppure (?e n’¢ una
sola; non capita mai che siano in numero finito maggiore di uno. Sarebbe interes-
sante sapere se questo accade per ogni sistema lineare. In teoria, potrebbe dipendere
dall’aver considerato una sola equazione; magari ci sono sistemi di due equé,zioni che
ammettono esattamente due soluzioni, sistemi di diciotto equazioni che ammettono
esattamente diciotto soluzioni, e cosi via. Proviamo allora a esaminare qualjche esem-
pio di sistema lineare con pilt di un’equazione {e piu di un’incognita), e vediamo che
cosa succede. ’

i
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EseMPio 3.2 Consideriamo il seguente sistema lineare di tre equazioni in tre inco-
gnite:
Ty — 2z + 23 =1,
z1 — Ty + 43 = 2, (31)
Ty — 2z9 + 223 = 3.

Per risolverlo, cominciamo col notare che la prima e la terza equazione differiscono
solo per il coefficiente di z3 e il termine noto. Quindi sottraendo la prima equazione
alla terza troviamo subito il valore di z3:

1 —2372+:l:3= 1,

Ty — o +4z3 = 2,

T3 = 2.
Gié che ci siamo, possiamo sottrarre la prima equazione anche alla seconda, ottenendo

Ty —2z2+ 23 =1,
9 + 3z3 = 1,
4£E3=2.

Cosi la terza equazione ci fornisce il valore di z3, che sostituito nella seconda ci da il
valore di o, e sostituendo entrambi nella prima otteniamo il valore di z;:

T = —'11,
Ty = -—5,
z3 = 2. .

Una veloce verifica mettendo questi valori in (3.1) conferma che abbiamo risolto il
sistema, che quindi ammette un’unica soluzione (e non tre).

EseMrio 3.3 Ora proviamo con un sistema lievemente diverso:

Ty — 2Ty +x3 =1,
1 — 223 + 413 = 2, (3.2)
zy — 229 + 223 = 3,

dove & cambiato solo il coefficiente di z, nella seconda equazione. Procedendo come
prima, cioé sottraendo la prima equazione alla seconda e alla terza, questa volta
otteniamo

Ty — 22y +x3 =1,

31‘3 = ].,
Tz = 2.
Ma allora la seconda equazione darebbe z3 = 1/3, mentre la terza darebbe z3 = 2,

€ non possono certo essere soddisfatte contemporaneamente. In altre parole, questo
sistema non ha soluzione.
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ESEMPIO 3.4 Facciamo ancora una. piccola modifica, cambiando stavolta il termine
noto nella seconda equazione, e consideriamo il sistema

Ty — 2x9 + 23 =1,
1 — 2112 + 4.’133 = 7, (33)
1 — 229 + 223 = 3.

Sottraendo nuovamente la prima equazione alla seconda. e alla terza otteniamo

Ty — 2z 23 =1,
v 3z3 =6,

:)’)3:2.

Questa volta la seconda e la terza equazione non sono pilt in contrasto fra loro;
entrambe ci dicono che z3 = 2. Inoltre, contrariamente a quanto accadeva nell’Esem-
pio 3.2, la seconda equazione non fornisce alcuna condizione sull'incognita zo; in altri
termini, zo & libere, pud assumere qualsiasi valore. Sostituendo quindi z3 = 2 nells
prima equazione e ponendo zz = t (per ricordarci che il valore di o non & fissato ma
& libero) otteniamo :

T = ~1+2t,
T2 =1,
- 1322.

Stavolta il sistema ha infinite soluzioni, una per ogni valore di t € R. Possiamo anche
essere pit precisi; infatti, utilizzando le notazioni introdotte nel capitolo precedente,
le soluzioni possono essere descritte da

T -1 2
zol=10 |+2t|1}],
I3 2 '0

che & l'equazione parametrica di una retta nello spazio. Quindi in un senso molto
preciso possiamo dire che il sistema (3.3) ammette una retéa di soluzioni.

Osservazione 3.1 Vale la pena notare esplicitamente che per passare da un sistema con
soluzione unica a uno senza soluzione {o con infinite soluzioni) abbiamo modificato
i coefficienti, mentre per passare da un sistema senza soluzioni a uno con infinite
soluzioni abbiamo toccato i termini noti. Non & un caso, € ci ritorneremo.

Dunque da questi esempi sembrerebbe che, anche per sistemi con pit di qn’equa-
zione, le soluzioni o non esistono o sono infinite oppure ce n'e una sola. Potrebbero
perd esistere altri esempi in cui succedono cose diverse; per sapere come stanno dav-
vero le cose dobbiamo studiare la situazione in generale. Cominciamo introducendo
un po' di terminologia.

Osservazione 3.2 Quanto faremo da qui in poi {a meno che non venga espnes§amente
detto il contrario) dipende solo dalle proprieta formali della somma e del prodott‘.o
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di numeri reali descritte nel Paragrafo 1.3, e quindi vale in qualunque campo. Per
semplicita, lavoreremo soltanto in IR, ma ricordati che potrai applicare quanto vedremo
anche, per esempio, ai numeri complessi.

Definizione 3.1 La forma generale di un sistema lineare di m equazioni in n inco-
gnite &

anzi+ -+ a1, = by,
: (3.4)
Am1%1 + -+ CpnTn = bm-

1l numero n delle incognite & anche detto ordine del sistema. I numeri ay,...,Gmn

sono i coefficienti del sistema, e solitamente sono raccolti in una tabella di numeri, la
matrice dei coefficienti

an o Q1n
A=l | (3.5)

Qm1 < Qmn
I numeri by, ..., by, sono i termini noti del sistema, e usualmente sono raccolti in una
colonna (che, per motivi che vedremo pill avanti, si chiama vettore dei termini noti):

by

b=
bm

Analogamente, il vettore delle incognite &

T
T ==
Tn
La tabella di numeri
ann o a1, b
A =
Gm1 't OGmn Dm

¢ detta matrice completa del sistema. Per brevitd (e per motivi molto pitt profondi
che discuteremo in seguito), spesso e volentieri scriveremo

Az =5b
per indicare il sistema. (3.4).
Definizione 3.2 Una soluzione del sistema {3.4) & una n-upla (v1, . . ., v,) di numeri
che sostituiti ordinatamente alle incognite z1, ..., Z, soddisfano tutte le equazioni del

sistema. Diremo che il sistema (3.4) & compatibile se ammette almeno una soluzione.

Definizione 3.3 In generale, una matrice con m righe ed n colonne ¢ una tabella
rettangolare di numeri con m righe ed n colonne, come quella in (3.5). L’in§ieme delle
matrici con m righe ed n colonne (o, come talvolta diremo, delle matrici m X n) a
coefficienti reali sard indicato con M, (R). Se i coefficienti sono complessi scrive-
remo M o(C), e analogamente per altxi campi. A volte la matrice ‘(3.5) sara inc?icata
con A = {ai;); il numero a;; & V'elemento (o coefliciente) di posto (i, §) d.e.'lla n}atnce A,
dove il primo indice 7 & U'indice di riga, mentre il secondo indice j & I'indice di colonna.

Definizione 3.4 Sia A € M, .(R) una matrice m x n. Indicheremo con A; la sua

riga i-esima (per i = 1,...,m), e con A7 la sua j-esima colonna (perj=1,...,n):
15
i |
Ai=laa a2 - an], A=
Amj

Una matrice quadrata & proprio una matrice quadrata, ciot «con tante righe qu'ante
colonne. Una matrice quadrata n x n sard detta di ordine n. La diagonale prjnc1pa.1e
di una matrice quadrata & la diagonale che va dall’angolo in alto a sinistra a que.:llo'm
basso a destra; & composta dagli elementi ai;, i cui 'indice di riga & uguale alltmdnce}
di colonna. Una matrice quadrata A & detta diagonale se tutti gli elemfantl al df
fuori della diagonale principale soho nulli; & detta triangolare super{'ore se gli .elementl
al di sotto (ovvero a sinistra) della diagonale principale sono tutti nullj; tna.ngolarg
inferiore se invece sono zero gli elementi sopra la diagonale principale. In tutti e tre i
casi, gli elementi della diagonale principale possono essere sia nulli che non nulli, non
& importante.

BEsemp1o 3.5 La matrice

PRI
vz o -e/7
& una matrice con 2 righe e 3 colonne a coefficienti reali, ciot A € My 3(R). I~suoi
elementi sono dati da ajy = 2,012 =3, 013 =1, 821 = V2, a2 =0, €03 = —6/7. Le
sue colonne sono
2 2_ |3 s_| 1 l
1 _ A% = 7
N A R

le sue righe sono
A=12 31 e A=[V20 —6/7|.

EsempIO 3.6 La matrice

0 0 0
A=0 -2 0
0 0 3n2
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& diagonale, mentre la matrice

4 0 m
B=|0 6/2 27
0 0 0
& triangolare superiore, e la matrice
0 0 0
C=|2/3 0 0
e+l 2/3 0

¢ triangolare inferiore.

3.2 Sistemi triangolari superiori

fn questo paragrafo ci occuperemo di un tipo particolarmente semplice di sistema
ineare.

Definizione 3.5 Un sistema lineare quadrato (cioé con tante equazioni quante in-

cognite) si dice triangolare superiore se la sua matrice dei coefficienti & triangolare
superiore.

.Negli Esempi 3.2-3.4 abbiamo studiato alcuni sistemi lineari quadrati riducendoli
prima a forma triangolare superiore e poi risolvendoli (quando possibile} a occhio.
Come vedremo, potremo sempre procedere in questo modo; per questo motivo di-
mostr.iamo ora un risultato che ci dice esattamente quando un sistema. triangolare
superiore ammette soluzione unica.

Proposizione 3.1 Un sistema lineare triangolare superiore Az = b di n equazioni
m n incognite ammette una e una sola soluzione se e solo se tutti gli elementi della
diagonale principale della matrice A dei coefficienti sono diversi da zero.

Dimostrazione. Supponiamo prima di tutto che tutti gli elementi a;1,. .., Gy, della
diagonale principale di A siano non nulli. In questo caso, l'ultima equazione del
sistenia & della forma annTn = bn, con an, # 0; quindi ammette I'unica solu-
zione v, = by /an,. Sostituendo v, nella penultima equazione otteniamo

Qn-1.n-1Tn-1 = bp1 — Gne1.¥n,

che di nuovo ammette un’unica soluzione v,-;. Procedendo in questo modo giungiamo
fino alla prima equazione, che ora & diventata

a11%1 = by ~ @19v2 — -+ = GinVn;

dunque di nuovo troviamo un’unica soluzione v;. In conclusione, quindi, la n-upla
(v1,...,vs) cosi determinata & I'unica soluzione del sistema.
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Osservazione 3.3 Questa dimostrazione & costruttiva: fornisce un metodo effettivo —
un algoritmo — per il calcolo della soluzione. Questo algoritmo si chiama risoluzione
all’indietro di un sistema triangolare superiore.

Osservazione 3.4 1In questa prima parte della dimostrazione, abbiamo proceduto per
dimostrazione diretta: abbiamo supposto vera l'ipotesi e, tramite ragionamenti, ab-
biamo dedotto la tesi. Questo & il modo pint naturale per dimostrare affermazioni del
tipo “A implica B", ma non 'unico; ve ne sono perlomeno altri due. La dimostra-
zione per assurdo procede supponendo vere contemporancamente 'ipotesi “A” e la
negazione “non B” della tesi per poi giungere, tramite ragionamenti, a una contraddi-
zione, ciod a qualcosa di sicuramente falso. Quindi “A” e “non B” non possono essere
contemporaneamente veri, per cui se “A” & vera anche “B” dev'esserlo!. Invece, la
dimostrazione inversa suppone vera la negazione “non B” della tesi e, tramite ragio-
namenti, deduce la negazione “non A" dell'ipotesi. Anche questa & una dimostrazione
dell’affermazione “A implica B”: infatti, se “non B” implica “non A", allora se “A”
e “non B” fossero contemporaneamente vere lo sarebbero anche “A” e “non A", che
¢ impossibile.

Dunque vi sono almeno tre modi di procedere in una dimostrazione; quale scegliere
dipende dalla situazione specifica, e anche dal gusto di chi dimostra. Ritornando alla
nostra Proposizione, utilizzeremo una dimostrazione inversa.

Dobbiamo dimostrare che se il nostro sistema Az = b ammette una e una sola
soluzione allora tutsti gli elementi sulla diagonale principale di A sono diversi da zero.
Supponiamo che ci sia almeno un coefficiente nullo sulla diagonale principale (la nega-
zione della tesi); dobbiamo dimostrare che il sistema non ammette un'unica soluzione,
ciod 0 ne ammette pill di una o non ne ammette neanche una (la negazione dell'ipo-
best).

Se il nostro sistema non ammette soluzioni, abbiamo finito. Supponiamo allora
che una soluzione (vy,...,vn) ci sia; ne vogliamo costruire un'altra, diversa.

Sia k il minimo indice per cui axr = 0; in particolare, ai1y...,@k—1.k~1 # 0.
Sostitwiamo k41, - - - » Un 81 postodi Tpy1,. .., Tn nella k-esima equazione. Ricordando
che ay; = 0 troviamo

Ozp = b, — Q1 Vkst = - = QknVUn- (36)

Siccome abbiamo supposto che il nostro sistema ha almeno una soluzione, dev’essere
per forza (ricorda I'Esempio 3.1)

b — Gk k4 1Vk+1 ="~ QienUn = 0;
quindi qualunque valore di z; & soluzione di (3.6). Prendiamo allora w # v, €

SOSEEWIAMO W, k41, - - - » U @l POsto di Tg,Thy1,- ., Tn nelle prime k — 1 equazioni.
Otteniamo cost un sistema triangolare superiore di ordine k — 1 i cui coefficienti sulla

1 Una dimostrazione per assurdo si riconosce subito: contiene sempre una frase del tipo
“supponiamo, per assurdo, che la tesi sia falsa”.
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diagonale principale sono tutti non nulli; per quanto gia visto, questo sistenia amniette

un'unica soluzione (w1, ...,up-1). Ma allora le n-uple (U1, Vb1, Uty Vel s - -+ 2 Un)
e (Ur,. .. 14—, 0, Vpgy. .. ., 0,) sono due soluzioni distinte del nostro sistoma, come
volevarno. [}

Osservazione 3.5 La prima parte della Proposizione 3.1 pud essere dinmostrata anche
usando ina tecnica particolare di dimostrazione diretta, detta dimostrazione per in-
duzione. L'idca & che per dimostrare clie una qualche affermazione “A," dipendernte
da un numero naturale n & vera per tutti gli n € N, basta dimostrare che & vera
per n =1 (0 0, a seconda dei casi) e poi dimostrare che se & vera per un qualun-
que . € N (guesta si chiama ipotesi induttiva) allora & vera anche per n -+ 1. Infatti,
in questo modo sapendo che & vera per 1 dimostriamo clie & vera per 2, e poi per 3, ¢
poi per 4, e cosi via,

Per escmpio, la dimostrazione per induzione della prima. partc della Proposi-
zione 3.1 funziona come segue. Il numero naturale it questione @ Pordine del sistema
-— e diremo “procedianio per induzione suli’ordine del sistenia”. Quando il sistema
lia ordine 1, & una sola equazione in un incognita, con coefficicrte non nullo: quindi
in questo caso vi & un'unica soluzione (ciod I'affermazione & vera).

Supponianio allora 'affermazione vera. per tutti i sistemi triangolari superiori i
ordine n (ipotesi induttiva), e consideriamo un sistema triangolarc superiore di or-
dine n 4 1. L'ultima equazione sari del tipo Gnt 1+t To+1 = bugr €CON Qpayonay 7 O
quindi ammette un’unica soluzione P+l = bpaet/Gnir.ner. Sostituiamo v,y al po-
sto di @n.1 nelle restanti n equazioni; otteniamo un sistema triangolare superiore di
ordine n con cocfficienti non nulli sulla diagonale principale. Per Uipotesi induttiva,
questo sistema ammette un'unica soluzione (v,...,u): quindi (Uy,...,Vn,Upe) &
I'unica soluzione del nostro sistema. )

Dunqne il principio d induzione (che & il nome del ragionamento che si applica nelle
dimostrazioni per induzione) ci ha permesso di rimpiazzare la verifica per sistemi di
ordine qualunque con una semplice verifica per sistomi di ordine 1 e un ragionamento
che ci fa passare dall'ordine n all'ordine n + 1. In questo caso semplice abbiamo
solo rigparmiato un “e cosi via”: ma in sitnazioni piit complicate (e ne vedremo) la
dimostrazione verra drasticamente semplificata. Per altre informazioni sul principio
d'induzione vedi i Complementi a questo capitolo.

Vediamo ora degli esempi di risoluzione all'indietro di sistemni triangolari superiori.
ESEMPIO 3.7 Consideriatno il segnente sistema di tre equazioni in tre incognite:
3z —y+2:=3,
-y + 2z =0,
4z = —4,

La ratrice dei cocfficienti e il vettore dei termini notj sono

3 -1 2 3
A=10 -1 2/, b=1o0
0 0 J —4
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Dunque il sistema & triangolare superiore con elementi non nulli sulla diagonale princi-
pale: per la Proposizione 3.1, il sistema amniettec una e nna sola soluzione, e possiamo
trovarla risolvendo all’indietro. Infatti 'uitima equazionc dice che 2z = —1: sostituendo
nella seconda troviamo —y = 2, cioé y = —2; sostitiiendo nella prima troviamo 3z = 3,
cioé x = 1. Qnindi la soluzione &

=1,
Y= —2.
z=-1

EsEmP1o 3.8 Consideriamo 1l seguente sistema di tre equazion in tre incognite:

2 Ay - 2z = &,
z =06,

= —2.

[N]

[~
™

La matrice dei coefficienti ¢ il vettore dei termini noti sono

2 4 =2 8
A=10 0 b=1|G
00 2 -2

Il sistema & triangolare superiore, ma stavolta az; = 0: quindi la Proposizione 3.1
e PEgercizio 3.3 ¢i dicono che il sistema o non lia soluzioni oppure ne ha infinite.
Risolvendo allindietro vediamo che l'ultima equazione ci da z = ~1, e sostituendo
nella seconda otteniamo —3 = 6: impossibile. Quindi questo sistena non ha soluzioni.

Fsempio 3.9 Consideriamo il seguente sistema di tre equazioni in tre incoguite:

20 dy — 2z = 8§,

2 4 =2 8

A=10 0 3|, b=|-3

0o 0 2 —2
Dunque il sistecma & di movo triangolare superiore con azz = 0: quindi o non ha
soluzioni o ne ha infinite. Risolvendo all'indictro troviamo z = —1; sostituendo nella
secottcla otteniamo ~3 = —3, che & sempre vera ¢ quindi non ¢i fornisce niteriori infor-

mazioni. Sostituendo il valore di z nella prima equazione troviamo x = 3-2y. DLunque

: H H H N M i ey 2
stavolta abbiamo una soluzione per ogni valore di ¥ — ovvero (come nell’Esempio 3.4)
una retta di soluzioni, di equazioni parametriche

r=3-2t }
y =1, :
z=—1. '
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3.3 Il metodo d’eliminazione di Gauss

Dunque ora sappiamo perfettamente come risolvere i sistemi {quadrati) triangolari su-
periori. 11 nostro prossimo obiettivo & trovare un modo per trasformare un qualunque
sistema lineare quadrato in un sistema triangolare superiore che abbia esattamente le
stesse soluzioni; vedremo nel Paragrafo 6.2 come comportarci per sistemi non quadrati
(ma non sard molto diverso).

Definizione 3.6 Due sistemi lineari (anche non quadrati) dello stesso ordine si
dicono equivalenti se hanno esattamente le stesse soluzioni.

Chiaramente, due sistemi ottenuti I'uno dall’altro semplicemente cambiando 1'or-
dine delle equazioni sono equivalenti. Lo scambiare due equazioni & la prima opera-
zione elementare che possiamo effettuare su un sistema senza modificare le soluzioni.
Definizione 3.7 Date due equazioni

T+ anZn =a e byzy + -+ by = b,
si dice combinazione lineare delle due equazioni di coefficienti h, k € R ’equazione
harzy + -+ anty) + k(bizy + - - + bpxy) = ha + kb.
1 coefficienti di questa nuova equazione sono ha; + kbj, per j = 1,...,n.
Facendo corabinazioni lineari di equazioni di un sistema le soluzioni non cambiano:

Lemma 3.2 Sia Az = b un sistema lineare contenente le equazioni

01T + -+ OnZy =

bizy + -+ byzn = b, (37)

Sia Aw = b il sistema lineare ottenuto sostituendo in Az = b I'equazione

harzy + - -+ ann) + k(byzy + - + b)) = ha + kb (3.8)

al posto dell’equazione (3.7), dove h, k € R sono due numeri reali con k # 0. Allora i
sistemi Az = b e Az = b sono equivalenti. -

Dimostrazione. Sia (vi,...,?v,) una soluzione di Az = b. Questo vuol dire che i
numeri v1,. .., v, soddisfano tutte le equazioni del sistema; in particolare
v+t anv, = a,
{ bl'Ul Foeee + bnvn = b, (39)
per_cui (:ul,...,vn) & chiaramente anche una soluzione di (3.8) — e quindi anche

di Az = b, in quanto le altre equazioni non sono cambiate.
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Viceversa, sia (vy,...,Un) una soluzione di Az = b. Allora la prima riga di (3.9) &
ancora verificata; sostituendola in (3.8) troviamo

k{byoy + --- + byuy) = kb,

e, essendo k 3 0, vediamo che vy, ..., v, soddisfano anche (3.7) ~ e quindi sono una
soluzione di Az =b. O

Dunque la sostituzione di un’equazione di un sistema con una sua combinazione
lineare con un’altra equazione del sistema non cambia le soluzioni; & la seconda ope-
razione elementare che possiamo effettuare su un sistema lineare per ottenere sistemi
equivalenti.

11 metodo di eliminazione di Gauss & una procedura che trasforma, tramite ope-
razioni elementari, un qualunque sistema lineare quadrato in un sistema triangolare
superiore equivalente. Siccome quest’ultimo pud venire risolto facilmente con una
risoluzione all'indietro, questo metodo fornisce una procedura. efficiente per risolvere
1 sistemi lineari quadrati.

Tl metodo di eliminazione di Gauss consiste in diversi passi (per 'esattezza uno
meno dell’ordine del sistema). 1l passo i-esimo annulla gli elementi sotto la diagonale
principale della colonna i-esima della matrice dei coefficienti, producendo nel con-
tempo un numero reale p;, I'i-esimo pivot del sistema relativo alla data eliminazione
di Gauss — e tutto senza cambiare le soluzioni del sistema.

Ma vediamo i dettagli. Partiamo da un sistema lineare quadrato Az = b di
ordine n, dove

ail o O bl
A=l o | e b=\

any - Onn bn

Consideriamo la prima colonna della matrice A. Se contiene solo zeri, poniamo p1 = 0
e passiamo a considerare la seconda colonna. Se invece contiene qualche elemento non
nullo, scambiamo se necessario la prima equazione con una delle successive in modo che
a essere diverso da zero sia ayy, il primo elemento della diagonale principale. Poniamo
py = a1, e sommiamo all’equazione j-esima (per j = 2,.. .,n) la prima equazione
moltiplicata per —a; /p1. In questo modo otteniamo un sistema equivalente (grazie
al Lemma 3.2) in cui gli elementi sotto la diagonale principale della prima colonna
della matrice dei coefficienti sono tutti nulli.

1 passi successivi sono molto simili. Supponiamo di aver gia trattato le prime i —1
colonne del sistema, e consideriamo la colonna i-esima (cominciamo ciog il passo i-
esimo). Se A* contiene solo zeri dalla riga i-esima compresa in gitt poniamo p; =0 e
passiamo alla colonna successiva. Altrimenti, a meno di scambiare 1'i-esima equazione
con una sottostante, possiamo supporre che a;; sia diverso da zero. Poniamo p;'= a4,
e sommiamo alla j-esima equazione {per j = i+1,...,n) I'equazione i-esima moltipli-
cata per ~a;;/p;- Inquesto modo otteniamo un sistema equivalente in cui gli elementi
sotto la diagonale principale delle prime 7 colonne della matrice dei coefficienti sono
tutti nulli.
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Procedendo in questo modo giungiamo all’ultima colonna; ponendo infine Pn = Gnp
abbiamo ottenuto un sistema triangolare superiore, equivalente al sistema, di partenza,
con sulla diagonale principale gli n pivot py, .. ., P

Per capire meglio come funziona il metodo d’eliminazione di Gauss vediamolo in
azione su alcuni esempi.

Esemp1o 3.10  Consideriamo il sistema quadrato di ordine 4

z+3y+z—w=1,
3z 4+9y+4z+w=1,
2z +y+ 52 + 2w =0,
Yy—z—w=2.

(3.10)

La matrice dei coefficienti ¢ il vettore dei termini noti sono dati da

13 1 -1 ]
39 4 1 ]
A=lh 1 5 o e b=l
01 -1 -1 2

Per semplicita di scrittura, eseguiremo le operazioni previste dall’eliminazione di
Gauss direttamente suile righe della matrice e del vettore dei termini noti, senza
riscrivere ogni volta le equazioni. Siccome il primo elemento in alto a sinistra della
matrice A & diverso da zero, troviamo subito p; = 1 senza bisogno di scambi di righe.
Poi dobbiamo sottrarre alla seconda riga 3 volte la prima, alla terza. 2 volte la prima
¢ lasciare la quarta invariata. Quindi abbiamo effettuato la trasformazione seguente:

13 1 -1y1 13 1 -1p1
39 4 111 Jo 0 1 42
21 5 2]0 0 -5 3 4|-2°
01 -1 —1l2 0 1 -1 -1l 2

dove per semplicita il vettore dei termini noti & scritto subito a destra della matrice
dei coefficienti. Ora, nella seconda colonna sotto la seconda riga ci sono dei termini
non nuili ma ’elemento sulla diagonale principale & zero; quindi dobbiamo effettuare
uno scambio di righe. Qui abbiamo una scelta: possiamo portare al secondo posto la
terza riga oppure la quarta. Supponiamo di portarvi la terza; otteniamo

1 3 1 -1)1 13 1 171
0 0 1 41-2 0 -5 3 4|-2
0 -5 3 4|-2 ~ o 0 1 4|-2
0 1 =1 -1 2 0 1 -1 -1{ 2
e il secondo pivot & p; = —5. A questo punto dobbiamo lasciare la terza riga invariata
e sommare alla quarta 1/5 della seconda, in modo da ottenere
1 3 1 -111 1 3 1 -1 1
0 -5 3 4|2 _, |0 -5 3 4 ~2
0 0 1 4 1 -2 0 0 1 4 -2
0 1 -1 -11 2 0 0 -2/5 -1/5{8/5
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Siamo al passo 3. Non servono altri scambi di righe; quindi il terzo pivot & p3 =1, €
dobbiamo semplicemente sommare 2/5 della terza riga alla quarta, ottenendo

13 1 ~1 71 1 3 1 =111
0 -5 3 4 | -2 0 -5 3 4|-2
0 0 1 4 {—2 77 o 0 1 41|-2
0 0 -2/5 —1/5|8/5 0 0 0 7/5|4/5

11 quarto pivot & py = 7/5. In conclusione, il nostro sistema & equivalente al sistema
triangolare superiore
(z+3y+e—w=1,

—5y + 3z + 4w = -2,

z 44w = -2,
T b
5w =z
Risolvendo all'indietro otteniamo

=11,

y = —12/7,

z=-30/7,

w=4/7,

che & Ja soluzione (unica) del sistema (3.10) di partenza.

Esempio 3.11  Proviamo a vedere cosa sarebbe successo effettuando al secondo passo
'altro scambio di righe possibile. Scambiando la quarta riga con la seconda otteniamo

1 3 1 ~1]1 1 3 1 -171
0 0 1 4|-2 0 1 -1 -1 2
0 -5 3 4!-2 T Jo -5 3 4]|-2
0 1 -1 -1] 2 0 0 1 41-2

e il secondo pivot stavoita & py = 1. A questo punto dobbiamo sommare 5 volte la

- seconda riga alla terza e lasciare la quarta invariata, in modo da ottenere

1 3 1 =171 13 1 =171
0 1 -1 -1| 2 01 -1 1| 2 .
0 5 3 4|-2 ~ {00 -2 -1|38
0 0 1 4 1 -2 0 0 1 41 -2
Siamo al passo 3. Non servono altri scambi di righe; quindi il terzo pivot & ps=—2,

e dobbiamo semplicemente sommare 1/2 della terza riga alla quarta, ottenendo

13 1 =111 13 1 -191
01 -1 -1] 2 01 -1 —1/2
00 -2 -1{8 {00 -2 -1l8"
00 1 41-2 00 0 7/212
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Il quarto pivot & py = 7/2. Dunque il nostro sistema & equivalente anche al sistema

Z+3yY+z—w=1,

Yy—z-w=2,

~2z —w = §,
7u o
—W = 4
2 1

e infatti risolvendo all’indietro otteniamo di nuovo

=11,
y=-12/1,
z = ~30/7,
w=4/7

. e . .
Osservazione 3.6 Nell'eliminazione di Gauss il Lemma 3.2 non viene usato a piena

potenza. Infatti, ogni volta che un’equazione viene sostituita da una combinazione
line.are il coefliciente dell’'equazione sostituita, (il k del Lemma 3.2) & sempre uguale a 1.
Se il nostro obiettivo & semplicemente risolvere il sistema, non ¢’¢ motivo di limitarsi
m questo modo: possiamo usare combinazioni lineari con k # 0 qualunque, e risolvere
comunque il sistema (vedi il prossimo Esempio). In seguito, perd, dovremo applicare
il metodo di eliminazione di Gauss anche per altri scopi (per esempio per calcolare
il determinante di una matrice quadrata), e in quelle situazioni sard fondamentale
usare k = 1 e non un k qualunque.

ESEMPIO 3.12  Riprendiamo di nuovo il sistema (3.10), e iniziamo I’eliminazione
di Gauss come visto nell’Esempio 3.10. Procediamo come prima fino a ricavare il
secondo pivot p; = —5. A questo punto invece di sommare alla quarta riga 1/5
della seconda, ci discostiamo dall’eliminazione di Gauss usuale sostituendo alla, quarta
riga una combinazione lineare fatta dalla seconda riga pin cinque volte la quarta
(quindi k = 5 nel Lemma 3.2). Otteniamo:

1 3 1 -111 1 3 1 -171
0 =5 3 4 ]|-2 0 -5 3 4]|-2
0 0 1 4]-2 77 Jo 0o 1 4|-9°
0 1 -1 -1l 2 0 0 -2 -1] 8

Per concludere ora basta sommare il doppio della terza riga alla quarta ottenendo

1 3 1 -1;1 13 1 -1] 1
0 -5 3 4|-2 0 -5 3 4|-2
0 0 1 4]-2 "7 Jo 0 1 4]-2-
0 0 -2 -1 8 100 0 714
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Dunque il sistema. (3.10) & equivalente anche al sistema triangolare superiore

r+3y+z-—w=1,

-5y + 3z + 4w = -2,
44w = =2,
Tw = 4.

Procedendo in questo modo abbiamo semplificato i calcoli e ottenuto comunque un
sistema triangolare superiore equivalente; ma, come vedremo nel Capitolo 9, abbiamo
modificato delle caratteristiche importanti della matrice dei coefficienti (quali, per
esempio, il determinante), e comunque si rischia di sbagliare (vedi I'Esercizio 3.18).

Dopo aver visto come si applica in pratica il metodo di eliminazione di Gauss,
possiamo discuterlo. Prima di tutto, & chiaro che i pivot e le varie operazioni effettuate
dipendono solo dalla matrice dei coefficienti; in particolaré, quindi, potremo applicare
'eliminazione di Gauss semplicemente a una matrice quadrata e parlare di pivot di
una matrice quadrata.

In secondo luogo, il sistema triangolare superiore equivalente che troviamo alla fine
dell’eliminazione di Gauss ha sulla diagonale principale esattamente i pivot. Quindi
la. Proposizione 3.1 ci fornisce un criterio per determinare quando un sistema lineare
quadrato ammette un’unica soluzione:

Teorema 3.3 Un sistema lineare quadrato ammette un'unica soluzione se e solo s¢
i pivot della sua matrice dei coefficienti sono tutti non nulli.

Dimostrazione. Infatti il sistema ammette un'unica soluzione se e solo se il sistema
triangolare superiore a esso equivalente ottenuto tramite un’eliminazione di Gauss
ammette un’unica soluzione, per cui la tesi segue dalla Proposizione 3.1. d

In particolare, quindi, Iunicita della soluzione dipende solo dalla matrice dei coef-
ficienti, come avevamo suggerito nell’'Osservazione 3.1.

Osservazione 3.7 Gli esempi precedenti mostrano che i pivot di una matrice quadrata
non sono univocamente determinati; i pivot cambiano a seconda di quali scambi di
riga vengono effeituati. Comunque, non sono completamente arbitrari; infatti, una
conseguenza del Teorema 3.3 & che se i pivot ottenuti con un’eliminazione di Gauss
sono tutti non nulli allora anche i pivot ottenuti con un’altra eliminazione di Gauss
lo sono (perché?). In realtd, come vedremo nel Capitolo 9, vale qualcosa di pit: il
valore assoluto del prodotto di tutti i pivot & indipendente dall'eliminazione di Gauss
effettuata (risulterd essere il valore assoluto del determinante della matrice).

Questo ci porta alla seguente definizione.

Definizione 3.8 Una matrice quadrata & detta non singolare se tutti i suoi pivot
(rispetto a una qualungue eliminazione di Gauss) sono non nulli; & detta. swgolare
altrimenti. ‘ !
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Quindi il Teorema 3.3 si pud anche esprimere dicendo che un sistema quadrato
ammette soluzione unica se e solo se lo matrice dei coefficients & non singolare.

Osservazione 3.8 Un’altra conseguenza del metodo d’eliminazione di Gauss & che ogni
sistema lineare quadrato & equivalente a un sistema. triangolare superiore. Siccome
sappiamo (Proposizione 3.1 ed Esercizio 3.3) che un sistema triangolare superiore o
ha soluzione unica, o non ne ha o ne ha infinite, questo accade per qualunque sistema
lineare quadrato, rispondendo cosi al problema, che ci eravamo posti all'inizio. Nel Ca-
pitolo 6 saremo anche pill precisi, descrivendo alla perfezione la struttura dell’insieme
delle soluzioni.

Esercizi

3.1 Studia (ciog vedi se ha soluzioni, e in tal caso trovale) il sistema

T1 — g +.4x3 =7,

{1121-—2.’E2+1L‘3=1,
X “2.’132"‘2133 = 3.

3.2 La seconda parte della dimostrazione della Proposizione 3.1 si poteva condurre
anche per assurdo. Supponiamo che il sistema abbia un’unica soluzione (vi,. .., vn,),
€ supponiamo, per assurdo, che ci sia almeno un coefficiente nullo sulla diagonale
principale. Scegliamo k di nuovo in modo che ax; = 0 ma i1y vy Qo -y # O.
Sostituendo Vi1, ..., v, al posto di Tiq1,..., T, nella k-esima equazione, troviamo
almeno due soluzioni (in realtd infinite): vy e w # vi. Allora procedendo come prima
troviamo almeno due soluzioni distinte del nostro sistema, mentre avevamo supposto
ne avesse solo una, contraddizione. Completa i dettagli di questa dimostrazione.

3.3 Dimostra cle se un sistema triangolare superiore ammette due soluzioni distinte
allora ne ammette infinite.

3.4 Risolvi con Peliminazione di Gauss'i seguenti sistemi:

29 —4dx3+ 14 =1,

!12]—31132~$3+.’124=0, 5$1+3Z2—21}3=1,
Ty — T2 + 4oy — 224 = ~1 Ty~ 203 = —2,
o +3 4= ! T + 23 = 1.

2z — 2x9 — x5 + 224 = 0
3.5 Risolvi con I'eliminazione di Gauss i seguenti sistemi:

z+y+z+i=1, 9r+y+z+t=23,
8z +4y+ 224t =25, 8x+2y+z+t=1,
272+ 9y + 32 4+t = 14, 6z +Ty+ 3t =1,
64z + 16y + 4z + ¢ = 30; 6z + 5y +t=1.
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3.6 Studia i seguenti sistemi lineari:

192 —y+ 52+t =23, 14z + 32+t =3,
18r+5z+t=1, Br+y+3z+t=1,
6z 49y +t =1, 6x + 8y + 2t =1,
12z + 18y + 3t = 3, L6z + Ty +t=1

3.7 Studia i seguenti sistemi al variare del parametro k € R:

2z + kxy = 2, 3z + 2y + kz =11,
{kml+2z2=k, {2:1:——6y——3z=0,
kxzs + kxg = k; kr +4y+2x =17

3.8 Determina se le seguenti matrici sono singolari o meno:

190

3 7
] -2
-1 10 2 -1 1 -1 2
2 =2 1 -1
2 20 2 2, :
0o 1 2 3
3 01 4 -1 7 3 2 1 0
0 13 0 3

3.9 Studia il sistema seguente al variare del parametro a € R:

~(y+z=aq,
{2:1:+3y+7z=5,
-3y —z=—2

3.10 Studia il sistema seguente al variare dei parametri h, b € R:

2z + hy + 8z = —1,

{.’E-I—Qy-l—hz: R
\de+Ty+2z=0

3.11 Scrivi un sistema lineare di tre equazioni in tre incognite, con un’equazione
dipendente da un parametro k, in modo che se k # 0 allora il sistema ammette comc—f
unica soluzione la terna (1,0,1), mentre se & = 0 il sistema ammette una retta di
soluzioni. ‘

3.12 Trova che relazione deve intercorrere fra a, b, ¢ € R® perché il sistema

2z +y = a,
{Zm-l—z:b,
dz+y+z =,

ammetta soluzione.

3.13 Calcola i pivot della matrice
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effettuando tutti gli scambi di riga possibili, e verifica che il valore assoluto del pro-
dotto dei pivot non cambia. Quali combinazioni di scambi di righe danno come

prodotto dei pivot I'opposto di quello ottenuto effettuando un’eliminazione di Gauss
senza scambi di righe?

3.14 Trova per quali valori del parametro k € R la matrice

1 -2 3 1
-1 0 -1 0
2 1 3 0
-2 —4 -4 k

& singolare.

3.15 Fissato un sistema di riferimento affine RA(O,7, 7, I—é) nello spazio, sia r la retta

2 -2
passante per i punti di coordinate {0| e| 6 |, e 7 il piano di coordinate parametriche
1 3
z=1+1+2s,
y=1+t-s,
z=1+4+4t+ 3s.

Dimostra che r e w si intersecano, e trova il punto d’intersezione.

3.16 Studia il seguente sistema lineare:

z+y+z=1,
204+ 2y+2=1,
3y+z=1
3.17 Sia Az = b un sistema lineare quadrato con matrice A non singolare. Dimostra

che il sistema & equivalente a un sistema lineare quadrato con matrice dei coefficienti
diagonale.

3.18 Sia A € Mj33(R) la matrice

6 0 -1
A={1 1 -1,
-1 1 -1

dove f € R. Dimostra prima di tutto che A & non singolare qualunque sia 8 € R;
in particolare, il sistema Az = O con termini noti tutti nulli ha sempre come unica
soluzione la terna banale (0,0,0). Poi considera la seguente “eliminazione di Gauss
generalizzata” (nel senso dell'Osservazione 3.6 e dell’Esempio 3.12):

G 0 -1 8 0 -1 8 0 -1
1 1 =1|—|0 8 —-B+1—|0 B —-B+1|=5,
-1 1 -1 0 8 -B-1 00 -2
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dove nel primo passo abbiamo sostituito alla riga A» la combinazione lineare BAs— Ay
e alla riga A3 la combinazione lineare SAz + Ay, mentre nel secondo passo abbiamo
sottratto la seconda riga dalla terza. Per il Lemma 3.2, il sistema Bz = O & equiva-
lente al sistema Az = O; in particolare, dovrebbe avere sempre come unica soluzione
la terna (0,0,0). Sfortunatamente, per 8 = 0 tutte le terne della forma {z1,72,0)
sono soluzione di Bz = O. Dov’e lerrore?

COMPLEMENTI
3C.1 1l principio d’induzione

Nell’Osservazione 3.5 abbiamo introdotto un metodo molto comodo per dimostrare
affermazioni sui numeri naturali, il principio d'induzione. In questo paragrafo lo
esamineremo pitl in dettaglio, descrivendone alcune forme equivalenti e dando qualche
esempio d’applicazione. R ' '

Cosi come I'abbiamo incontrato not, il principio d’induzione puod venire espresso
in questo modo:

Principio d’induzione 1  Sia A, un'affermazione dipendente da un numero natu-
rale n. Supponiamo che

(a) Ao sia vera;

(b) se An_1 & vera, allora anche A, lo é.

Allora A, & vera per ogni numero naturale n.

Questa perd non & l'unica forma in cui si usa il principio d’induzione. Un'altra
possibilita & la seguente:

Principio d’induzione 2  Sia A, un’affermazione dipendente da un numero natu-
rale n. Supponiamo che

(a) Ap sia vera;

(b) se Ax & vera per ogni0 < k < n, allora anche A, 11 & vera.

Allora A,, & vera per ogni numero naturale n.

Vi & anche un terzo principio che pud essere utile:

Principio del buon ordinamento Ogni sottoinsieme non vuoto di N possiede un
elemento minimo.

Cosa c'entra quest’ultima affermazione col principio d'induzione? Ebbene: sone
equivalenti, come dimostrato nel .

,
Teorema 3C.1 Le due forme del principio d’induzione e il principio del buon ordi-
namento sono tutte affermazioni equivalenti. '

i
|
|
i
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Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare che il principio del buon ordinamento
implica la. prima forma del principio d’induzione. Sia allora An un’affermazione che
soddisfa le ipotesi del principio d'induzione 1, e consideriamo l'insieme

T={neN|A, e falsa};

vogliamo dimostrare che T = @, Supponiamo, per assurdo, che T sia non vuoto; allora
per il principio del buon ordinamento deve avere un elemento minimo m. Siccome
sappiamo per ipotesi che Ay & vera, lo zero non appartiene a T'; quindi'm > 0.
Duncue m — 1 & un numero naturalee m —1¢ T (in quanto m era l'elemento minimo
di T), cioé A,,,_; & vera. Ma allora anche Am & vera, e quindi m ¢ T, contraddizione.
Dunque siamo costretti a concludere che T = @, cioé che A, & vera per ogni n € N.

Ora dimostriamo che la prima forma del principio d’induzione implica la seconda.
forma del principio d’induzione. Supponiamo allora. vero il principio d’induzione 1, e
sia A, un’affermazione che soddisfa le ipotesi del principio d'induzione 2. Indichiamo
con B, I'affermazione “Ay & vera per 0 < k < n”. Chiaramente, B, soddisfa le ipotesi
della prima forma del principio d’induzione, per cui B, & vera. per ogni n € N. Ma
allora in particolare A, & vera per ogni n € N, e quindi abbiamo dimostrato la seconda
forma del principio d'induzione. :

Infine, dimostriamo che il principio d’induzione 2 implica il principio del buon
ordinamento. Supponiamo vero il secondo principio d’'induzione, e sia T € N un
sottoinsieme dei numeri naturali privo di minimo; dobbiamo dimostrare che T = 2.
Indichiamo con A, laffermazione “n ¢ T". Chiaramente, Ay & vera, perché altri-
menti O sarebbe I'elemento minimo di 7. Supponiamo che Ay, sia vera per 0 < k < n;
questo vuol dire che 0,...,n ¢ T. Ma allora n + 1 ¢ T, in quanto altrimenti n + 1
sarebbe ’elemento minimo di T, e quindi Aqn41 & vera. Per il principio d’induzione 2,
affermazione A,, & vera per ognin € N, ciot n ¢ T per ogni n € N, e quindi T = 2.0

In questo libro useremo pilt volte il principio d’induzione, nelle tre forme appena.
indicate oppure in altre ancora. Infatti, vi sono ulteriori varianti del principio d’in-
duzione, tutte piti 0 meno ovvie. Qui di seguito ne troverai un’altra; la verifica che &
equivalente a quelle gid viste e ideazione di altre varianti sono lasciate per esercizio.

Principio d’induzione 3  Sia A, un’affermazione dipendente da un numero natu-
rale n, e fissiamo s € N. Supponiamo che

(a) A; sia vera;

(b) se.A, (conn > s)é vera, allora anche Appr loé.

Allora A, & vera per ogni numero naturale n > s.

Osservazione 3C.1 Tanto per evitare equivoci: il principio d’induzione & una proprieta
dellinsieme N dei numeri naturali che noi assumiamo vera senza dimostrazione2. 11
Teorema 3C.1 non dimostra il principio d’induzione, ma si limita a far vedere come
diversi modi di enunciare questo principio sono equivalenti.

Infatti, & uno degli assiomi che possono venire utilizzati per definire i numeri naturali.

3C1 1 principio d’induzione 65

Vediamo ora alcune applicazioni classiche del principio d'induzione.

EseMPIO 3C.1 Vogliamo dimostrare che “La somma degli angoli interni di un poli-
gono convesso di n+3 lati & (n+ 1)w radianti”. Utilizziamo il principio d'induzione 1.
L'affermazione Ay ¢ un teorema classico della geometria euclidea {Teorema 1.1). Sup-
poniamo allora. A,,_; vera (cioé che la somma degli angoli interni di un poligono con-
vesso di esattamente n4 2 lati sia nr radianti) e consideriamo un poligono convesso P
di n+3 lati. Collegando due vertici consecutivi con una diagonale, dividiamo P in un
triangolo (la cui somma degli angoli interni & 7) e un poligono convesso P’ di n'-|j2 la.tx:
Per ipotesi induttiva (ciog per aver supposto A,..1 vera) la somma degli angoli interni
di P' & nm; quindi la somma degli angoli interni di P & = + nw = (n+ 1)7. Dunqt.Je
abbiamo dimostrato A, supponendo vera A,_;. Siccome Ag & vera, per il principio
d’induzione abbiamo dimostrato il nostro Teorema.

EseMp1o 3C.2 Vogliamo trovare la somma s, = 1+ 2+ «-- 4 n dei primi n numeri
naturali. Il modo piti semplice per trovarla & notare chp scrivendo

Sn=14 e+,
n+1,

Sn

e sommando membro a membro a sinistra otteniamo 2s,, mentre a destra otteniamo
n 4+ 1 ripetuto n volte, ciot n(n + 1). Dunque 2s, = n(n + 1), e quindi

Lt _._”(”2“), (3C.1)

Volendo invece dimostrare la formula {3C.1) per induzione, dobbiamo procedere come
segue: prima di tutto dobbiamo verificarla per n =1 (e infatti 1= 1(1+ 1)/2). Poi
supponiamo sia vera per n; allora

(n—1n (n—DIn+2n  n{n-+1)
Sp = 8p—1+N = ",)‘" — +n = 5 = 2 3

per cui abbiamo dimostrato la formula anche per n, e quindi & sempre vera.

Osservazione 3C.2 Vi & una differenza fondamentale fra le due dimostrazioni nel pre-
cedente Esempio. Nella prima dimostrazione non avevamo ide.a di quanto facesse sy,
per cui abbiamo proceduto alla cieca sperando i trovare un risultato. N.el‘la seconda,
dimostrazione, invece, avevamo un'idea su quanto valesse s,,, avevamo ciog una con-
gettura: la formula (3C.1). Il principio d’induzione ci ha permesso di dimostrare
questa congettura, ma non suggerisce come trovarla. :

Esempio 3C.3 Vogliamo calcolare la somma ¢, = 12422 4. +n?dei qlf'adl'fl»ti dei
primi 7 numeri naturali. Stavolta la prima tecnica vista nel precedente Essmplo non
funziona. {controlla); quindi ci rimane la seconda. Ma( per px.'ocedere P‘erpn‘duzxone
occorre una congettura. Ora, la somma dei primi n numeri n.a'tl.u’ah era espressa
da. un polinomio di secondo grado in n; forse la somma dei primi n quadrati sard
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espressa da un polinomio di terzo grado. In altre parole, qn potrebbe essere della
forma an® +bn® 4+ cn+ d, per opportuni coeflicienti a, b, ¢, d € R. Per trovare i valori
di questi coefficienti vediamo cosa succede per n piccolo. Per n = 1 abbiamo q =1,
per cui deviessere a +b+c+d = 1. Per n = 2 abbiamo gz = 5, per cui dev’essere
8a+4b+ 2c+d = 5. Controllando cosa succede per n = 3 e m = 4 giungiamo al
sistema.

a+btect+d=1,

8a+4b+2c+d =5,

27a + 9b + 3¢+ d = 14,

6da + 16b + 4¢ + d = 30;

risolvendolo con i metodi di questo capitolo (vedi 'Esercizio 3.5) troviamo a = 1/3,

b=1/2,c=1/6ed = 0. Dunque la nostra congettura (dimostrata finora solo
pern<d4)e

2P 43024 _n(n4+1)(2n+1)
B 6 B 6 ’
Vogliamo dimostrarla per induzione. Per n = 1 I'abbiamo gia vista: supponiamola
vera per n — 1. Allora

n

(3C.2)

y— Dn(2n —.
dn = Qgn—) +n'2 = uﬁ(—n_l) +712
2n% — 3n? + n+ 6n2 2P +3n%+n

6 6 ’

ed & fatta.

Infine, le dimostrazioni per induzione talvolta nascondono qualche pericolo, come
mostra 'Esempio seguente.

Esempio 3C.4  Vogliamo dimostrare che tutte le ragazze della Terra sono brune.
Cominciamo col dimostrare che la seguente aflermazione A, & vera: “Sia A un qua-
lunque insieme di n ragazze. Allora tutte le ragazze in A hanno lo stesso colore di
capelli”. Per n = 1, in A ¢’& una sola ragazza, per cui 'affermazione & ovviamente
vera. Supponiamo che la nostra affermazione sia vera per ogni insieme di n ragazze, e
consideriamo nn insieme A di n-+1 ragazze. Se da A togliamo una ragazza, otteniamo
un insieme A’ di n ragazze; per l'ipotesi induttiva, tutte le ragazze di A’ hanno lo
stesso colore di capelli. Ora mettiamo la ragazza che abbiamo escluso prima al posto
di un’altra di A’; otteniamo un altro insieme di n ragazze, di nuovo quindi tutte con
lo stesso colore di capelli, colore clie chiaramente & lo stesso di prima. Di conseguenza
tutte le ragazze dell'insieme A hanno lo stesso colore di capelli, e quindi abbiamo
dimostrato la nostra affermazione per n + 1 ragazze. 11 principio d’induzione ci dice
allora che A, & vera per ogni n; in particolare, se ny & il numero (finito, disgrazia-
tamente) delle ragazze di tutta la Terra, A,, & vera. Questo vuo! dire che tutte le
ragazze della Terra hanno lo stesso colore di capelli; siccome mia moglie & bruna ed
& una ragazza, ne segue che tutte le ragazze della Terra sono brune. E le bionde?
Evidentemente non sono ragazze. . . Dov’s 'errore?

4

Spazi vettoriali

E finalmente giunto il momento di introdurre ufficialmente gli spazi vettoriali, la.‘
struttura principe dell’Algebra Lineare, di cui V3, V3 e Vinsieme delle soluzioni di
un sistema lineare omogeneo (ciok con tutti i termini noti uguali a zero) sono solo
i primi esempi. Parleremo di spazi e sottospazi vettoriali, di dipendenza e indipen-
denza lineare, di basi e dimensione, di intersezione e somma, senza trascurare alcune
conseguenze riguardanti i sistemi lineari. Infine, i Complementi contengono un’in-.
troduzione elementare al Lemma di Zorn e alla teoria dei cardinali infiniti, due dgglf
argomenti piti utili della teoria degii insiemi, con applicazioni agli spazi vettoriali di
dimensione infinita.

4.1 Spazi e sottospazi

Come visto nel capitolo precedente, le soluzioni di un sistema lineare con n incogl?ite
sono liste di n numeri reali: quei numeri che, sostituiti nelil'ordine alle incogmte\,
soddisfano tutte le equazioni del sistema. L'insieme delle liste di n numeri realj verra
indicato con R™: in simboli,

R = {u=

Ricordando quanto visto nel Paragrafo 2.2, dove a ogni punto del pia.n9 venive? asso-
ciata una coppia di numeri reali e a ogni punto dello spazio una t:e.rnavdl numer r]ea!l,
l'insieme R™ pud venire considerato come uno spazio geome.trlco. n.—dlmen.s1‘ona.le , in
cui ognj punto & rappresentato da una n-upla di numeri reali. Qh elementi {che :d ora
in poi chiameremo anche vettori) di R™ verranno scritti quz.x?l semp're come colonne
piuttosto che come righe di numeri, per motivi che vedremo pid favantl »(es.§e11‘7,1a.1mente
per poterli moltiplicare a sinistra per una matrice). Infine, & chiaro che l'insieme delle

U1
Uiy.»+sUn GR}

Un

1 Ma vedi i} Paragrafo 4.4 per il significato della parola “dimensione” in -questo contesto.
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n-uple di numeri razionali verra indicato con Q", e pitt in generale Vinsieme delle
n-uple di elementi di un campo K verra indicato con K.

Osservazione 4.1 A questo punto forse ti starai chiedendo perché mai occuparsi di
spazi n-dimensionali in un testo di Geometria, visto che lo spazio in cui viviamo &
(almeno a prima vista) tridimensionale. Come prima rvisposta si potrebbe obiettare
che in vealtd il nostro spazio & per lo meno a quattro dimensioni, in quanto bisogna
considerare anche il tempo?; ma il motivo vero, e pill profondo, & un altro. Certo, il
uostro spazio & tridimensionale; ma per rappresentare sensatamente il comportamento
di un qualunque oggetto tre numeri non bastano. Prendiamo per esempio un bana-
lissimo punto materiale in movimento: per descriverlo abbiamo bisogno sia della sua
posizione che della sua velocita, per un totale di 6 coordinate — e quindi siamo in RY.
Per descrivere una squadva di calcio di punti materiali allora dobbiamo lavorare al-
meno in R% — o in R72 g¢ vogliamo tenere presente anche il pallone. E se poi al posto
dei punti materiali consideriamo i caleiatori in carne e ossa, con tutte quelle giunture
e articolazioni indipendenti, finiamo difilati in RY con N molto, molto grande... Ma
anche lasciando perdere il calcio, nel corso dei tuoi studi incontrerai dozzine di si-
tuazioni che richiederanno necessariamente P'uso di R” con n > 3. Insomma, non si
tratta affatto di una generalizzazione inutile.

Fra le varie operazioni che si possono definire su R” due ci interessano in modo
particolare: la somma, e il prodotto per un numero reale.

Definizione 4.1 La somma di due vettori di R” & semplicemente la somma com-
ponente per componente:

n wy (O w n -+ wny
Vo=|!|eR" Vw=|: @ |eR" vhw=| |+ = :
Uy Wy, Up Wa Up -+ Wy

Anche il prodotto® per un numero reale {0, come diremo, prodotto per uno scalare)
& definito componente per componente:

U (5] )\'Ul
VAER Vu=|:|eR" =)=

Un Un Avy,
non abbiamo fatto altro che applicare a R™ le definizioni viste per R? ed R®,

Ispirati da quanto seritto nel Paragrafo 1.3, vediamo quali proprieta formali hanno
la somma e il prodotto per scalari. Prima di tutto, R" con la somma & un gruppo

2 E le teorie fisiche pilt recenti suggeriscono che in realta di dimensioni ne occorrano almeno
undici.

3 Come gia accennato nella Nota 2 del Capitolo 2, per n > 3 non & possibile definire su R”
un prodotto che, assieme alla somma appena introdotta, lo renda un campo.
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commutativo {come sicuramente avrai cura di verificare), il cui elemento neutro & il
vettore nullo

0
o=|:|,
0
e dove P'opposto di un vettore & dato da
(41 —"
Un —Un

11 prodotto per scalari invece soddisfa le seguenti proprieta:

VAER Yo, w e R" A(v+ w) = I+ dw;
VALER Yo e R™ (A4 p)v = v+ p;
YOhpeR Vo e R (Ap)v = A(pv);
YveR" lv=v e Ov=0

(sono tutte ovvie, ma tu dimostrale lo stesso, in modo da essere certo di a,\{el‘le capite).

L’insieme R™ non & P'unico insieme che conosciamo su cui sono deﬁn,;te due ope-
razioni che soddisfano queste proprieta: abbiamo gia incontr.at.o Vé e V3, ma anche.
i polinomi in una (o pill) variabili con le usuali opgraziom di somma e prodot'tc‘o per
un numero reale le soddisfano. E allora tanto vale introdurre la seguente definizione.

Definizione 4.2 Uno spazio vettoriale {0 spazio lineare) su R é' un insieme 'V su
cui sono definite due operazioni: una somma (che a due elefnentd di vV assocm.m}
elemento di V) e un prodotto per scalari (che a un elemento Sh R e un elemento di |

associa un elemento di V'), soddisfacenti le proprieta seguenti:

vi,v,w €V (u+v)tw=u+(v+w); QN
VeV:VWweV v+0=0+v=1 @Qﬂ@@-ﬁo
YweV3—weV: v+ (~v) = (—-v)+v=0; o,‘,a\a’uo‘
Vo,weV v+w=w-+uv COYVW,
VAER Vo,weV Aw-+w) = v+l 0{\"37‘%,
VANReER YveV (A4 p)v= v+ puv; -
V\pueR VveV (/\,U,)U:)\(/J/U);\ sy
YoeV lv=v e Ov=0. - !

{u particolare, V con la somma & un gruppo commutatijw'). Inol‘tre, se al -po$.t:old1 IR;
sostituiamo ovunque un altro campo K, abbiamo la deﬁn{zxone dl. spa’mo vettotiale :u
campo K. Gli elementi di uno spazio vettoriale sono detti vettori, e 1 element? neutro
per la somma O si chiama vettore nullo. ‘
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ESEMPIO 4.1  Abbiamo gia visto che V3 (Proposizioni 2.1 e 2.2), V3, (Esercizio 2.3),
V2 (Paragrafo 2C.2) e R[t] (Esercizio 1.19) sono esempi di spazi vettoriali. Anche
linsieme M., »(R) delle matrici m x n & uno spazio vettoriale su R, con le operazioni

a1 o Qin bin oo bin ap b oo e+ big
A N IR N I A
Om1 ' Omn b1 - byin Q1 +0my1 o0 Qe + brn
an e Qin )‘all o /\aln
A =] . :
Am1  *° Qmn Ay o Alrnn

Se queste definizioni ti fanno sospettare che M, n(R) € R™ siano molto simili —
semplicemente, wno & scritto in tabelle rettangolari e l'altro in colonna -, hai per-
fettamente ragione: come vedremo nel Capitolo 7, questi due spazi sono isomorfi, in
maniera anche pili stringente di quanto non lo fossero V% ed R?,

EsemMPIO 4.2 Sia A un insieme qualunque, e V linsieme di tutte le funzioni da A
in R. Definiamo una somma e un prodotto per scalari su V in questo modo: se
frg€VeXeR,allora f +g, A\f: A — R sono definite da

VaeAd  (f+g)(a)=fla)+g(a) e (Af)(a) =Af(a).

Si verifica immediatamente (esercizio) che V' con queste operazioni & uno spazio vet-
toriale. Se A = R possiamo considerare il sottoinsieme di V delle funzioni continue,
o quello delle funzioni derivabili: con le stesse operazioni, sono anch’essi esempi di
spazi vettoriali.

Negli spazi vettoriali ci sono dei sottoinsiemi piuttosto importanti, che sono I'ana-
logo delle rette e dei piani per 'origine in V3.

Definizione 4.3 Un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V' & un sottoin-
sieme W C V chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari, ovvero tale che

Yw,wi, ws € W VX €R wituw €W e AweW.

Osservazione 4.2 Tl vettore nullo O & contenuto in qualunque sottospazio vetto-
riale W: infatti, se w & un qualunque elemento di W, allora O = 0w € W. Ana-
logamente, se v € W allora —v = (~1)v € W, per cui contiene anche I'opposto. In
particolare, se L & un sottoinsieme di uno spazio vettoriale che non contiene il vettore
nullo, L non pud essere un sottospazio vettoriale.

Osservazione 4.3 Un sottospazio vettoriale, considerato con la somma e il prodotto

per scalari, & uno spazio vettoriale a tutti gli effetti (perché?), contenuto dentro uno
spazio vettoriale pit grande.
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Ovviamente, uno spazio vettoriale V' & sempre sottospazio di se stesso; all'estremo
opposto, linsieme {O} costituito dal solo vettore nullo & anch’esso sempre un sotto-
spazio. Altri esempi meno banali sono descritti qui di seguito:

ESEMPIO 4.3 Fissiamo un riferimento affine in A?, in modo da identificare il .pian-o
euclideo con R?. Sappiamo che {0} ed R? sono sottospazi; vediamo quali sono gli altri.
Sia V un sottospazio di R?; se V # {0}, deve contenere un vettore v # O.. A.llo.ra,
essendo chiuso rispetto al prodotto per scalari, V deve contenere tutti i multipli di v,
cioé tutti i vettori della forma Av con A € R. Ma ora l'insieme Rv = {Xv | A € R}
(che geometricamente & una retta per l'origine) & un sottospazio di R?: infatti

M+ pv = (A + p)u e Alpv) = (Ap)v,

per cui & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari. .

Quindi le rette per P'origine sono sottospazi di R?. Supponiamo ora che V sia
ancora pill grosso, cioe che oltre alla retta Rv contenga anche un altro vettore w.¢ Re.
Identificando v e w con vettori applicati nell’origine, vediamo subito che ogni al.t.ro
vettore di R? si pud scrivere come somma di un multiplo di v e di un multiplo di w
(grazie alla Proposizione 2.3). Essendo V' chiuso rispetto alla somma e 3,1 prodottq
per scalari, questo vuol dire che V' = R2. In conclusione, i sottospazi di R* sono tutti
e soli {0}, le rette per origine ed R? stesso.

N I . . RN TR T ¢ )
L’idea geometrica suggerita da questo Esempio & che i sottospazi vettoriali di R
sono degli R™ con m < n (ovvero rette, piani, eccetera). . o _
L’esempio di sottospazio forse pili importante per noi ci viene fornito dai sistemi
lineari.

Definizione 4.4 Un sistema lineare della forma Az = O (ovvero in cui i termin}l
noti sono tutti nulli) & detto omogeneo. Se Bz = b & un sistema lineare qualunque, il
sistema Bz = O & il sistema omogeneo associato al sistema Bz = b.

Chiaramente il vettore nullo O & soluzione di un sistema lineare omogeneo, ma
potrebbe non essere il solo, come capita per esempio nel sistema

{211 +z2 =0,
—4z) — 2zp = 0.

Proposizione 4.1 Sia W C R" linsieme delle soluzioni di un sistema lineare omo-
. I . . s T
geneo in n incognite Az = O. Allora W & un sottospazio vettoriale di R".

Dimostrazione. 1l nostro sistema & della forma

anzy 4+ Qinla = 01

Am1T1 + -+ + GmnZn =0,

Siano v e w due soluzioni del sistema; dobbiamo dimostrare che anche v+w e A.v ((.lc;w;
i i, dir . oni de
A & un qualunque numero reale) lo sono. Ma infatti, dire che v e'w sono sohgm s

1
!
1
|
1
|
i
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sistema equivale a dire che
a1y + -+ agpvn =0,

amVy + -+ Ay, = 0,

e che
appwr + -+ aywy, =0,

G 1W1 + -+ Gy, = 0.
Sommando otteniamo

a’ll(vl + wl) + 4 n'ln('Un + wn) =0,

A1 (V1 +w1) + o G (Un + wy) =0,
cioeé v + w & soluzione del sistema. Analogamente, moltiplicando per A otteniamo

an(Av) + -+ ain(Av,) =0,

am1(Av1) + -+ G (Avn) = 0,

cioé v & soluzione del sistema. [m]

Osservazione 4.4 L'insieme delle soluzioni di un sistema lineare non omogeneo non &
un sottospazio vettoriale, in quanto {Osservazione 4.2) non contiene il vettore nullo.

4.2 Combinazioni lineari

Introduciamo ora un concetto fondamentale.

Definizione 4.5 Sia V uno spazio vettoriale; la combinazione lineare di k vettor;
v1,..., U € V con coeficienti (o pesi) a,...,cn € R & il vettore

oy + -+ agup € VL

Lo span dei (o sottospazio generato dai) vettori vy,...,u; & l'insieme di tutte le
possibili combinazioni lineari di vy,...,v;. In simboli,

Span (v, ...,u) = {Cl'l‘Ul + -+ apur lal,u,,ak € R},

Per giustificarne il nome dobbiamo dimostrare che lo span & effettivamente un
sottospazio:

Proposizione 4.2 Sia V uno spazio vettoriale, € v1,...,vy vettori di V. Allora
Span (v, ...,vr) & un sottospazio di V.

Dimostrazione. Per dimostrare che & chiuso rispetto alla somma dobbiamo far ve('iere
che la somma di due combinazioni lineari di v1,...,v & ancora una combinazione

lineare di vy, .. .,vr. Infattise oqvy +- -+ agvr, Bivg 4+« + By € Span(vy, ..., vx)
sono due combinazioni lineari si ha

{arvy + -+ agog) + (Broy + - + Bror)
= (@1 + B1)vr + -+ + (o + Br)ur € Span (v, ..., vk),

come voluto. Analogamente, se A € R si ha
Moyvy + -+ + cpvg) = (Aag)vi + - -+ + (Ao )vr € Span (v, ..., vk),
per cui Span (vy,...,v) & effettivamente un sottospazio. ]

Esempio 4.4 Se v € V & un vettore non nullo, allora Span (v) = Rv = { v | A € R}
& la retta composta da tutti i multipli di v.

ESEMPIO 4.5 Prendiamo V =R3 e

Allora

3 -1 don — o2
Spa.n(vl,v2)={a1 L 4+az|-1 |a1,azeR}={ ay — a2 |a1,a2€R}.

0 0 0
by
Geometricamente, & il piano z = 0, ciot 'insieme di tutti i vettori della forma b02 .
Infatti & facile verificare che per ogni b1, by € R esistono a;, a2 € R tali che
3(){1—(12=b1, (4'1)
a1 —ag = by,
per cui
by
by | = ayv1 + aavy € Span (v1,vs);
0

per Vesattezza, risolvendo il sistema (4.1) si vede che basta prendere a; = ({71 —b2)/2
ey = (b] - 3b2)/2. f

P
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EsE . . ; N
MPI10 4.6 Prendiamo di nuovo V = R®, ma stavolta consideriamo ; vettori

3 -1 1
vp=|1], vp=|~1| e wv3=10].
0 0 0
Di primo acchito troviamo
3ay - ay + ag
Span (vy,va,v3) = { a; — ay | a1, 00,03 € IR}.
0

Ma ora, ponendo 8, = oy + a3/2 e f = ap + as/2, otteniamo

3011 — g+ o3 3 -1
ap ~ap =pbi|1{+pF2[~1],
0 0, 0
per cui
Span (v1,v2,v3) = Span (v1,v2).
Osservazrone'4.5 A volte, se S = {v1,...,v:} & un sottoinsieme di uno spazio vet-
toriale V' scriveremo Span (S) invece di Span (v1,...,0;). Questo invita a definire lo

span anche di sottoinsiemi infiniti di V. Se $ & un sottoinsieme qualunque (finito o
lnﬁ.nlto., non importa) di V, il suo span & I'insieme Span ($) delle combinazioni lineari
finite di elementi di S. In simboli,

Span (S) = {ayv; Tt €V peN, vy, v, €8, aiy, ..., € R);

st dimostra facilmente (Esercizio 4.9) che Span (S) & sempre un sottospazio vettoriale
di V. Comunque, useremo molto raramente questo concetto quando S & infinito.

Rlcqrdo cl‘le un sistema lineare Az = b & compatibile se ammette soluzioni. Con
la terminologia introdotta possiamo dare un criterio (non molto operativo per il mo-
mento ma che sara utile in seguito) per decidere quando un sistema & compatibile:

Propos}xznone 4.3 Sia Ax = b un sistema lineare in m equazioni ed n incognite, e
n m i : ; ;

siano A' S A" € R™ le colonne della matrice dei coefficienti. Allora il sistema &

compatibile se e solo se

b€ Span (A',...,4").
Dimostrazione. Infatti il sistema si pud scrivere come

s AN 2, A = b (4.2)
(convincitene prima di proseguire; & importante). Quindi il sistema & compatibile se

e solo se b & combinazione lineare delle colonne della matrice dei coefficienti, cioé se e
solo se b € Span (A',..., A™). ]
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4.3 Indipendenza lineare e basi

Nel Paragrafo 2.2 avevamo parlato di basi di V3 e V3; in questo paragrafo vedremo
come recuperare questo concetto fondamentale nel contesto degli spazi vettoriali.

Definizione 4.6 Un insieme di vettori v1,...,vx € V di uno spazio vettoriale V' si
dice linearmente dipendente se esistono oy, ..., cx € R non tutti nulli tali che

oy + o = 0. (4.3)

Viceversa, v1,.. .,V st dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente di-
pendenti, ovvero se ayvy + - -+ -+ agvp, = O irVnplica‘ ap = - = ap = 0. Un’equazione
della forma (4.3) con gli a; non tutti nulli sard chiamata relazione di dipendenza
lineare fra vy,...,vk.

ESEMPIO 4.7 Se fra i vettori vy,...,vx € V vi & il vettore nullo, allora vy,..., vk
sono linearmente dipendenti. Infatti se v; = O allora

Ovy 4+ v+ 4+ 05y + Yvy + O0vgpg + -+« + Ovy =0
& una relazione di dipendenza lineare fra v, ..., v.

EsemP1O 4.8  Se fra i vettori v1,. .., vx € V ve ne sono due uguali, allora vy, ..., vk
sono automaticamente linearmente dipendenti. Infatti se si ha v; = v; con i < j allora

0vp + -+ Ov_q 4+ vi + 0vgpr + -+ + Ovjoy + (—1)v; + 0vjpn + - + O =0
& una relazione di dipendenza lineare fra vy, ..., vs.

ESEMPIO 4.9 1 vettori v e vp € R3 dell’Esempio 4.5 sono linearmente indipendenti.
Infatti, la relazione vy + agvs = O vale se e solo se

3a; —ag =0,
a) —ag =0,

e questo sistema ha come unica. soluzione ¢ = ap = 0.

ESEMPIO 4.10 1 vettori vy, vz, vs € R? dell'Esempio 4.6 sono invece linearmente
dipendenti; infatti, . .
—vy + =g —vg = 0.
gVt 52—
In generale, per vedere se i vettori vy, ...,ur € R" sono linearmente indipendenti
si forma la matrice ‘
A=lo - o] € Mn(R)

e si studia il sistema Az = O: i vettori sono dipendenti se e solo se il sistema ammette
soluzioni diverse dalla soluzione banale z = O. Questo & il contenuto della seguente

)
i
1
1

I
i
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Proposizione 4.4 Il sistema omogeneo Az = O inn incognite ha soluzione unica.
(quella banale z = O) se e solo se le colonne A', ..., A" sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Per (4.2), una soluzione del sistema & data da Q1,...,0, € R talj
che

A+ F A = 0.

Quindi esiste una soluzione diversa. da z = O se e solo se le colonne di A sono
linearmente dipendenti. O

Osservazione 4.6 Dire che i vettori vy, ..., v € V sono linearmente dipendenti equi-
vale a dire che & possibile ricavare uno di loro come combinazione lineare degli altri.
Infatti, se abbiamo ayvy + - + apvp = O con, per esempio, a; # 0, allora
Qi Qe
U= ——Ug — e — g
a ]

In particolare, quindi
Span (vi,...,v4) = Span (vy,.. ., vs)

(perché? Confronta I'Esempio 4.6), ovvero il vettore v, in realtd non serviva per

descrivere il sottospazio generato da {vy,...,v}; gli altri erano sufficienti. Questo ci
porta alla nozione di base di uno spazio vettoriale.

Definizione 4.7 Sia V uno spazio vettoriale. Un insieme B = {wy, . .. , Un } di vettori
di V & una base di V sc

(a) V =Span(v;,...,v,), cioé v),...,v, sono un sistema di generatori di V;

(b) w1,..., v, sono linearmente indipendenti.

EseMPI1O 4.11 I vettori e),...,e, € R?, dove

1 0 0
0 1 0
ey =10}, e;=10 sy en =0,
: : 0
0 0 1
sono una base di R", la base canonica.
EsgMPIO 4.12  Sia
by
V={ by bl,b2eR}
0

il piano z = 0 in R3, Allora i vettori {v1,v2} dell’'BEsempio 4.5 sono una base di V;
infatti, abbiamo visto nell’Esempio 4.5 che sono un sistema di generatori di V, e
nell'Esempio 4.9 che sono linearmente indipendenti. Non sono I'unica base di V;
anche {e;,ea} C R® lo &, e non & difficile trovarne mfinite altre.
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EsEMPIO 4.13  Consideriamo lo spazio vettoriale (Esercizio 4.5) V' = R3]t} dei po-
linomi in una variabile a coefficienti reali di grado minore o uguale a 3. Allora i
polinomi N ,
po=1p=tp=1t",ps=t
compongono una base di V. Infatti, sono un sistema di generatori: un generico
polinomio
p=qag+at+ agt2 + a3t3

si scrive come combinazione lineare di po, ..., ps nel modo pitt naturale, cioe

P = agpo + oqpy + aep2 + asps.

Sono anche linearmente indipendenti: infatti un polinomio & identicamente nullo se e
solo se tutti i suoi coefficienti sono zero.
Ovviamente, lo stesso ragionamento ci dice che

p0=1;p1=t7-"1pn=t”

& una base di R, [t], lo spazio dei polinomi in una variabile a coefficienti reali di grado
minore o uguale a n.

Esempio 4.14  Se i vettori v;,...,vx di uno spazio vettoriale V sono linearmente
indipendent, allora sono una base del sottospazio Span (vi,...,vx) C V.

L’importanza delle basi consiste nel fatto che se {vy,... ,Un} & una base d'x v allorg.
ogni elemento di V' pud essere scritto in un solo modo come combinazione lineare dei
vettor v1,...,Un.

Proposizione 4.5 Siano v,..., vy vettori linearmente indipendenti di uno spazio
vettoriale V. Supponiamo che ay, ...,k B, ...,k € R siano tali che

avr + b ogvg = Broy o+ Broe (4.4)
Allora a; = f; perj=1,...,k. /./"/ 4
Dimostrazione. La /(4_4) )gr\npliea—chg_\\\ P .
- (o l\ﬂ‘l)vx +e ;\V;l:: Bi)vr = 0;
la tesi segue/déll’i!r}dipendenz'.?z lineare dei v;. O
Sia, {vﬁl,...,v,,_} fi‘nrbée di uno spazio vettoriale V, e prendiamo v € V Sic-
come la’base & un sistema di generatori di V, esistono aj,...,0, € R tali che

v =gy + - + apvy,; siccome i v; sono linearmente indipendenti, per la Propo-
/ . - . .

sizione 4.5 gli oy, ..., an sono univocamente determinati.
t

\ . N 3 :
Definizione 4.8 Sia B = {v1,...,v,} una base di uno spazio vettoriale V,. eveE V
Gli n numeri reali {, ..., ay) tali che v = a1t + - - - + @ Un s0no le coordinate di v
rispetto alla base B.

i

|
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In particolare, quindi, uno spazio vettoriale! & completamente determinato una
volta che se ne conosce una base: infatti ogni suo elemento si ottiene in uno e un sol

modo come combinazione lineare degli elementi della base, con le coordinate come
coefficienti.

ESEMPIO 4.15 Se = € R™ possiamo scrivere

z)
T = =T16 +"'+xn.en1
mn
per cui (1,...,z,) sono le coordinate di z rispetto alla base canonica.

ESEMPIO 4.16  Fissiamo un riferimento affine RA{O,%,7) di V3. Allora B= {77} &
una base di V3; infatti la Proposizione 2.3 c¢i dice che sono un sistema di generator,
e I'indipendenza lineare segue dal fatto che non sono proporzionali (Esercizio 4.19).
Dunque le coordinate che avevamo introdotto nel Paragrafo 2.2 non sono altro che un
caso particolare delle coordinate appena definite.

EseEMPIO 4.17  Sia V lo spazio vettoriale dell’Esempio 4.12, e prendiamo

Allora w ha (perché?) coordinate (2,0) rispetto alla base B; = {e1,e2}. Per trovare
le coordinate di w rispetto alla base By = {v1,v2}, dobbiamo risolvere il sistema
w = a1V + Qavq, CilO&
: {3&1 —0g =2,
) —ay = 0.
Si vede subito che la soluzione & a; = ay = 1, per cui le coordinate di w rispetto a By
sono (1,1).

Osservazione 4.7 Per stabilire se vy, . .., v, € R™ sono un sistema di generatori di R"”,
si considera di nuovo la matrice

A= 'Ul 'Ukl € M, k(R);
i vettori v,...,v; sono un sistema di generatori se e solo se il sistema Az = b ha
soluzione qualunque sia b € R™. Ovviamente questa & una tecnica un po’ scomoda; un

approccio migliore & descritto nell’Esercizio 4.24, ma per un sistema davvero efficace
st rimanda al Paragrafo 6.3.

4 Per esempio, Vinsieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo.
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4.4 Esistenza delle basi

A questo punto una domanda sorge spontanea: ogni spazio vett'oriale} ha una base
(finita)? Risposta: no; non & neanche detto che abbia un sistema finito (ciod co’m-
posto da un numero finito di vettori) di generatori®; per esempio, R[t] non ce I'ha
(Esercizio 4.26). Come vedremo, questa & 'unica difficoltd: non appena esiste un
sistema finito di generatori, esiste anche una base finita.

Definizione 4.9 Sia A C V un sottoinsieme di uno spazio vettoriale V. Diremo
che B C A & un sottoinsieme massimale in A di vettori linearmente indipendenti se
prima di tutto gli elementi di B sono linearmente indipendenti, e inoltre aggiungendo
a B un qualunque altro elemento di A si ottiene un insieme di vettori linearmente
dipendenti.

EsEMPIO 4.18 Sia V il solito spazio vettonale dell’Esempio 4.12, e

N

2
A= v, |0],e1 p CV.
0

Allora By = {v;,12} 0 By = {e1,v1} sono esempi di sottoinsiemi massimali in A di
vettori linearmente indipendenti.

Una base (se esiste) & un tipico caso di insieme massimale di vettori linearmente
indipendenti (vedi anche I'Esercizio 4.20):

Proposizione 4.6 Sia B = {v,...,v,} una base di uno spazio vettoriale V. Al-
lora B & un insieme massimale in V di vettori linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sappiamo per definizione che i vettori vy,...,vn sono linearmente
indipendenti; dobbiamo dimostrare che, qualunque sia v € V, i vet.ﬁon.._.u., iy .\,:q,i\
sono linearmente dipendenti. Ma infatti B & un sistema di generators; qu/md: esistono ™.
oy, ...,0n € R tali che v

v= o+ 4 Gptn. e

'///

Quindi si ha o e

— Ho— e — QpUp =0,

oo S .

che & una relazione di dipendenza lineare fré v,v1, ..., vn (il coefficiente di v & 1, che

]
& non nullo).

-

Viceversa, un sottoinsieme massimale di vettori linearmente indipendenti in un
sistema di generatori & una base. Per dimostrarlo, ci serve un piccolo lemma:

& ibi izi i 1 infiniti elementi, e
5 Attenzione: & possibile dare una definizione di base cml'nposta anche c?a u()iflir_u Cl ]éme],] h
quindi dimostrare che ogni spazio vettoriale ha una base in questo senso; vedi 1 .‘Om.p
a questo capitolo. In questo libro perd considereremo quasi esclusivamente basi finite.

2
3
{
i
1



b
t
o

T

80  Capitolo 4

Lemma 4.7 Sia B = {v1,...,v,} un sottoinsieme di uno spazio vettoriale V. Sup-
poniamo che Span (B) contenga un sistema di generatori di V. Allora V = Span (B),
cioé anche {v1,...,v.} & un sistema di generatori di V.

Dimostrazione. Sia A un sistema di generatori di V' contenuto in Span (B), e sia v
un qualunque elemento di V. Essendo .A un sistema, dj generatori di V, possiamo scri-
vere v come combinazione lineare di elementi di A. Siccome A ¢ Span (B), possiamo
scrivere gli elementi di .A come combinazione lineare di elementi di B; mettendo il
tutto insieme, possiamo scrivere v come combinazione lineare di elementi di B, per
cul v € Span (B). Essendo v generico, abbiamo fatto vedere che B & un sistema di
generatori di V, come richiesto. (]

Teorema 4.8 Sia A = {v,,... yUk} un sistema di generatori di uno spazio vetto-
riale V. Sia B C A un sottoinsieme massimale in A di vettori linearmente indipen-
denti. Allora B é una base di V.

Dimostrazione. Scriviamo B = {v1,...,v,} con r < k (cosa sempre possibile, a
meno di cambiare Pordine in cui abbiamo elencato gli elementi di .A). Essendo
gli elementi di B linearmente indipendenti per ipotesi, dobbiamo solo dimostrare
che V = Span (B), sapendo che .4 & un sistema di generatori.

Grazie al Lemma 4.7, & sufficiente far vedere che A C Span (B). Siaw un qualunque
elemento di A che non stia gia in B. Per l'ipotesi di massimalita, vy,...,v,, w sono
linearmente dipendenti; quindi esistono a, ..., ar, 8 € R non tutt; nulli tali che

a1v1 + ..+ v+ Bw = 0.

Ora, se fosse § = 0 avremmo scritto una relazione di dipendenza lineare fra i vet-

tori v1,...,v, che sappiamo essere linearmente indipendenti; quindi dev’essere per
forza 8 # 0. Ma allora

[85] 22
'w:—ﬁ?h ~--——B3v,-eSpan(B),
e, essendo w generico, otteniamo .4 C Span (B). O

Siccome ogni insieme finito di generatori contiene (perché?) un insieme massimale
di vettori linearmente indipendenti, abbiamo dimostrato 3l

Corollario 4.9 Ogni spazio vettoriale contenente un sistema finito di- generatori
ammette una base.

Rimane il problema di come trovare una base di un dato spazio vettoriale. Il
Teorema 4.8 suggerisce una prima procedura. Sia A = {v1,..., v} un sistema di
generatori di V. Se V = {O} abbiamo finito; altrimenti, A contiene un elemento non
nullo, diciamo v1. Se vy e v; sono linearmente dipendenti qualunque sia v; € A, allora
{v1} & un sottoinsieme massimale in A di vettori linearmente indipendenti, per cui
& la base cercata. Altrimenti, ci sard un altro vettore di A, diciamo vy, tale che v

— —

4.4 FEsistenza delle basi 81

€ v9 sono linearmente indi]Lndenti. Se {v1,v2} & un sottoinsieme massimale in A di
vettori linearmente indipy/ndenti, abbiamo trovato la nostra base; altrimenti ci sara
un terzo vettore di A, djtiamo v3, tale che vy, v2 e v3 sono linearmente indipendenti.
Si procede cosi fino a frovare la base voluta. Chiaramente, non & un metodo molto
efficace; tecniche miglidri le studieremo nel Paragrafo 6.3.

\

ESEMPIO 4.19 %ﬁderiamo lo spazio vettoriale

1 2 5
V =Span | v, = g ,52: i ,U3 = ;1 CIR“;
2 0 2

vogliamo una base di V. Prima di tutto, V # {O}; quindi possiamo cominciare
a costruire la nostra base prendendo v;. Verifichiamo'se v; e v2 sono linearmente
indipendentj; il sistema

1 2| 10

2 1l o
“lgltei =1
2 ol o

ammette solo la soluzione oy = ay = 0 (come si vede facilmente considerando per
esempio le prime due equazioni), per cui v; e v; sono linearmente indipendenti. Ri-
mane da vedere cosa succede aggiungendo vs. Il sistema

1 2 5 0
2 1 4 0
@fg|tez|y tasigl =g
2 0 2 0
_ammette la soluzione oy = 1, oz = 2 e a3 = —1 (come si vede risolvendo il sistema

composto dalle prime tre equazioni e poi sostituendo il risultato nella quarta), per
cul vy, vz € vz sono linearmente dipendenti. Questo vuol dire che {v1,v2} & un sot-
toinsieme massimale di vettori linearmente indipendenti in un sistema di generatori,
€ quindi una base di V.

Ora, ¢ facile vedere che ogni spazio vettoriale ha un’infinita di basi distinte (eser-
cizio: se {vy,..., s} & una base di V, anche {2v1,vs,...,v,} lo &). Ma due diverse
basi di uno stesso spazio vettoriale hanno una caratteristica fondamentale in comune:
“hanno sempre lo stesso numero di elementi. Questa & una conseguenza del seguente
(e importante) Teorema del completamento: .

"Teorema 4.10 (del completamento) Sia B = {vi,...,v,} una base di uno spazio
vettoriale V, e siano wy,...,wp, € V {con p < n) vettori Iinearmgnte indegndentJ.
Allora esistono n — p vettori di B che insieme a wy, ... ,wp formano una base di V.

i
!
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Dimostrazione. Procediamo per induzione su p. Sia p = 1; siccome B & una base
di V, esistono ay,...,a, € R tali che

Wy = a1V + ...+ Oy (4.5)

Nel caso p = 1, l'ipotesi d’indipendenza lineare si riduce a w; # O; quindi almeno
uno degli o & non nullo. A meno dell'ordine possiamo supporre oy 3 0 ricavando

1 oy o
n
V] = —=W ~ ==Yy — -+ — —y, € Span (wy,v,,... .
ay 1 a1 a n P ( 1,02, 77"71)
Dunque B C Span (wy,v2, . ..,v,) per cui, grazie al Lemma 4.7, {wy,vy,...,v,} & un

sistema di generatori di V; rimane da dimostrare che sono linearmente indipendenti.
S\‘lpponiamo che si abbia Byw1 + Bavy + - - + Bavn = O per certi Biy.. ., Br €R;
dobbiamo dimostrare che §) = .- = 8, = 0. Usando la (4.5) otteniamo
O =fr(anvy + -+ + anvn) + Bova + - - + B
= (Brau)ur + (Braz + Ba)va + -+ + (Bran + B )y

Siccome w1, ..., v, sono linearmente indipendenti per ipotesi, i coefficienti di questa
combinazione lineare devono essere tutti nulli; essendo o) #0nesegueche By =0e
quindi By = - -- = B, = 0. In conclusione Wy, V2, - .., Un sON0 linearmente indipendenti,

e il caso p = 1 & dimostrato.

Supponiamo ora la tesi vera per p — 1 vettori, e dimostriamola per p vettori. Per
ipotesi, possiamo trovare n ~ (p — 1) elementi di B (che a meno dell'ordine possiamo
SUppOITe essere vp, ..., v,) tali che {wy,...,wy_1,vp,...,v,} sia una base di V. Pro-
cediamo come prima. Devono esistere ¢,..., o, € R tali che

Wp = Wy + -+ apo Wy )+ opUp -+ AR U,

Non tutti gli a; con j = p,...,n possono essere nulli, perché altrimenti avremmo
scritto una relazione di dipendenza lineare fra w, . .. , Wp; a meno dell'ordine possiamo
supporre che o, # 0. Dunque

1 ay Oy @ o
Vp = —Wp — —Wy —+++ =~ plw_ - +1U —---*——TE’U
i X 2l X 1 p-1 p+1 T Un
Qp Qp oy Oy Gp

appartiene a Span (wi, ..., Wy, Ups1,.--,Us). Di nuovo, questo implica che i vettori
{wi, ..., Wp, Vp41,...,v,} formano un sistema di generatori, grazie al Lemma 4.7;
rimane da dimostrare che sono anche linearmente indipendenti.

Siano f,..., 5, € R tali che

Brwy + - F Bywp + Boy1Uprr + -+ Brvy = O.
Procedendo come nel caso p = 1 troviamo

O =pfrwi+ -+ Bpqwpey + Bplaswy + -+ + GpeiWyey + App + - + Ctn)
+ ﬂp+1vp+1 + o+ Bpun
=Nwrt A Ypo1Wpot + (Bpp)Up + Ypt1Upt1 + 0+ Y,
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Se——

N
dove abbiamo posto v; = §; + Bper;. Per ipotesi wy, ..., Wp—1,Vp,...,Un sonj linear-
mente indipendenti; quindi (essendo a, % 0) deduciamo §, = 0, e dunque tutti i §;
sono zero. Di conseguenza ws,...,Wp, Vpt1,-- ., Un SONO linearmente indipeh&enti,\
come volevamo. 0

Quando applichiamo questo teorema diremo che completiamo {w, ..., w,} a una
base di V.

Osservazione 4.8 Se wy, .. ., wp, sono vettori linearmente indipendenti di R™, per com-
pletarli a una base basta aggiungervi n—p vettori della base canonica. 11 procedimento
consiste nell’estrarre una base dall'insieme {w),...,wpy, €1,...,€,} come indicato nel
prossimo Esempio o (meglio) con le tecniche che vedremo nel Paragrafo 6.3.

EseMPI1O 4.20 Prendiamo i vettori
1
€ R4;

wy = Wy =

1
0 2
1’ 13
0 4
vogliamo dimostrare che sono linearmente indipendenti e poi completare {w), w2} &
una base di R, Per vedere che sono linearmente indipendenti dobbiamo risolvere il
sistema a)w) + axwy = O, ciog

Q)+ oy = 07
209 = 0,

23] +30[2 = 01
40'2 = 0,

che chiaramente ammette come unica soluzione oy = a2 = 0, per cui i nostri due
vettori sono linearmente indipendenti. Per completare {w;, w2} a una base di R4 pro-
cediamo come nella dimostrazione del Teorema 4.10. Cominciamo con lo scrivere w;
come combinazione lineare dei vettori della base canonica di R*:

w; = leg + Oeg + leg + Oes. (4.6

La dimostrazione del Teorema 4.10 ci dice che possiamo mettere w, al posto di uno
qualunque dei vettori della base canonica che compaiono con coefficiente non nullo
in (4.6), ottenendo ancora una base di R*. Per esempio, mettendo w, al posto di e;
otteniamo la base By = {wi,ez,e3,e4}. Adesso scriviamo ws come combinazione
lineare dei vettori di [3:

wy = lw; + 2eq + 2e3 4 4ey. (47)

La dimostrazione del Teorema 4.10 ci dice che adesso possiamo mettere wo al po-
sto di uno qualunque dei vettori di B, (w; escluso, ovviamente) che compaiono con
un coefficiente non nullo in (4.7). Per esempio sostituendo wy a e3 otteniaino la
base {w;,ws, ez, €4}, che completa {w;, w2} come volevamo. ’ :
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E ora una conseguenza fondamentale del precedente teorema:

Corollario 4.11 Siano B = {v1,...,vx} e C = {wn,...,ws} due basi di uno spazio
vettoriale V. Allora h = k.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, k > h. Allora il Teorema 4.10 applicato
conn =k ep = hcidice che esistono k—h elementi di B che aggiunti a C formano una
base. Ma C era gia una base, e quindi un insieme massimale di vettori linearmente
indipendenti (Proposizione 4.6}, contraddizione. Un analogo ragionamento esclude la
possibilitd che h sta maggiore di k; quindi h = k. O

Dunque il numero di elementi di una base, ciog il numero di vettori necessari e
sufficienti per descrivere un dato spazio vettoriale, & una caratteristica ben definita
dello spazio vettoriale: la sua dimensione.

Definizione 4.10 Se {v1,...,v,} & una base di uno spazio vettoriale V, il numero n
(che per il Corollario 4.11 non dipende dalla base scelta), si chiama dimensione di V;
scriveremo n = dim V' (oppure n = dimg V, se & necessario specificare che V & uno
spazio vettoriale sul campo K). Lo spazio vettoriale {O} composto dal solo vettore
nullo ha dimensione zero. Diremo che uno spagzio vettoriale privo di sistemi di genera-
tori finiti & di dimensione infinita; in questo libro ci occuperemo quasi esclusivamente
di spazi vettoriali di dimensione finita.

Per calcolare la dimensione di uno spazio vettoriale basta trovarne una base. Per
esempio, grazie alla base canonica (Esempio 4.11) vediamo subito che R™ ha dimen-
sione n; in particolare, una retta ha dimensione 1, un piano ha dimensione 2 e cosi
via, coerentemente con la nozione intuitiva di dimensione.

mero dei parametri necessari per descriverlo; infatti, scelta una base tutti/gli elémenti
di V si scrivono come combinazione lineare degli n = dimV fissati elémenti della
base con coefficienti le n generiche coordinate. Per chiarire meglio questo concetto
vediamo un esempio.

Osservazione 4.9 In un certo senso, la dimensione di uno spazio vettoriali‘/\/\é il nu-

EseMP10 4.21 Consideriamo 'insieme /

V= {A E-AIQEQ(R) l a1y + a9y = 0}; )

SN

& facile verificare (esercizio) che V' & un sottospazio di Mz_z(lR}f. 1 gene‘]ri o elemento
di V & della forma ! /

a b
¢ —a

A=

’

(4.8)

\._\ i
>/ //
e 7

per cui dipende da tre parametri. Questo suggerisce ,Plﬂea che V abbia dimensione 3;
per dimostrarlo, cerchiamone una base. Se vogliaino che i parametri a, b, ¢ siano
le coordinate rispetto a una base, la matrice geneﬁrica. A € V si deve poter scrivere

.

N
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come A = alM; + bMy + cM3, dove {M;, My, M3} & la base che stiamo cercando.
Guardando (4.8) & chiaro che questo & possibile solo prendendo

1 0

0 1 00
Ml_‘o o ‘

I’ Mz:‘o -o" MS=‘1 0

Per costruzione, { My, My, M3} & un sistema di generatori di V; rimane da vedere che
sono anche linearmente indipendenti. Ma infatti la relazione di dipendenza lineare
o1 My + apMs + az Mz = O implica immediatamente (perché?) ay = oy = a3 =0, e
ci siamo.

~

Qualche altro corollario del Teorema 4.10:

Corollario 4.12 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Allora ogni n-upla
di vettori linearmente indipendenti di V' & una base.

N

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 4.10 con p = n. O
Corollario 4.13 Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n, e wy,...,w, € V.
Se p > n, allora wy, ..., w, sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Se wi,...,wn sono linearmente dipendenti, abbiamo finito. Altri-

menti, per il Corollario 4.12 sono una base di V ¢, in particolare, un insieme massimale -
in V' di vettori linearmente indipendenti (Proposizione 4.6); ma in tal caso i vettori
Wi, ..oy W, Wntt,- - - Wp SONO necessariamente linearmente dipendenti. ]

Osservazione 4,10 Dungque la dimensione di uno spazio vettoriale & il massimo numero
di vettori linearmente indipendenti; analogamente st pud vedere (Esercizio 4.22) che
& il miniémo numero di vettori in un sistema di generatori.

Concludiamo questo paragrafo confrontando la dimensione di un sottospazio con
quella dello spazio che lo contiene. Il risultato & prevedibile:

Proposizione 4.14 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, e W un suo sot-
tospazio. Allora:

(i) W ha dimensione finita minore o uguale a n;
(i) dimW =dimV se e soltanto se W = V.

Dimostrazione. (i) Se W = {0} abbiamo finito. Altrimenti, sia w; un elemento
non nullo di W. Se {w:1} non & un insieme massimale in W di vettori linearmente
indipendenti, troviamo un wy; € W tale che w; e wy sono linearmente indipendenti.
Se {w;1, w2} non & un insieme massimale in W di vettori linearmente indipendenti,
troviamo un ws € W tale che wy, wy e w; sono linearmente indipendenti.
Continuando in questo modo, prima o poi dovremo fermarci, in quanto in V {che
& pill grosso di W) non possono esistere pill di n elementi linearmente indipendenti
fra loro {Corollario 4.13). Quindi troveremo un insieme {wj,...,wm} (con m < n)
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massimale in W di vettori linearmente indipendenti, ovvero una base di W (Eserci-
zio 4.20).

(ii) Se dim W = n, esiste una base di W composta da n elementi. Ma allora questa
¢ anche una base di V, per il Corollario 4.12, e quindi W = V. 1l viceversa & ovvio.

Osservazione 4.11  Se avessimo saputo a priori che il sottospazio W aveva un sistema

finito di generatori — e quindi una base finita — il Corollario 4.13 ci permetterebbe -

subito di concludere che dim W < dim V. “Tutto il punto della dimostrazione della
Proposizione 4.14 & esattamente far vedere che ogni sottospazio di uno spazio vetto-
riale di dimensione finita ammette un sistema finito di generatori.

4.5 Somma € intersezione di sottospazi

Sia V uno spazio vettoriale, e U e W suoi sottospazi. Possiamo allora costruire altri
sottospazi di V'

(a) il sottospazio intersezione U NW;

(b) il sottospazio somma U + W = {u+w|ue Uwe W}

Ovviamente in entrambi i casi bisogna controllare che si tratti effettivamente di
sottospazi. La verifica per l'intersezione & un esercizio per te; vediamo invece il caso
della somma. Siano uy + wy, us + we € U + W; allora

(ur 4 un) + (uz + wo) = {wy + u2) + (wn +w2) € U4+ W

Auy +wy) = Q)+ Qun) e U+ W

qualunque sia A € R, per cui U + W & un sottospazio.

Osservazione 4.12 Vale la pena notare che, in generale, I'unione insiemistica U U W
non & un sottospazio. Per esempio, se V = R? e U e W sono due distinte rette per
Vorigine, UUW non & chiuso rispetto alla somma, per cui non & un sottospazio di R2.

Un problema. naturale a questo punto & se sia 0 meno possibile calcolare la dimen-
sione di U+ W e UNW a partire dalle dimensioni di U e W. Per rispondere ci serve
il seguente -

Lemma 4.15 Siano U, W sottospazi di uno spazio vettoriale V, B un sistema di
generatori di U e C un sistema di generatori di W. Allora BUC é un sistema di
generatori di U + W.

Dimostrazione. Ogni elemento di U (rispettivamente, W) si scrive come combina-
zione lineare di vettori di BB (rispettivamente C). Quindi il generico elemento di U+
si scrive come somma di una combinazione lineare di vettori di 8 e di una combina-
zione lineare di vettori di C — ovvero come combinazione lineare di vettori di BUC.O
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Osservazione 4.13 Se B & una base di U e C & una base di W, non & dettc.) che BUC
sia una base di U + W, in quanto i vettori di BU C potrebbero essere linearmente
dipendenti (vedi I'Esercizio 4.31).

La differenza fra dim U + dim W e dim(U + W) & data dalla dimensione dell’inter-
sezione. Questo & il contenuto dell’importante Teorema di Grassmann:

Teorema 4.16 (Grassmann) Siano U e W sottospazi di uno spazio vettoriale di
dimensione finita V. Allora

Gm(U + W) + dim(U NW)'= dimU + dim W.

Dimostrazione. Sia {vy, ... g:a una base d'! UnWt dove p = dim(UNW). Uanﬁ

Teorema 4.10, possiamo completarls in U a una base {V15- -, Upr Upi1y - - @) d

con r = dim U, € possiamo completarla in W a una base {v1,. .. Ups Wpt1s -+ -
dove s = dimW. Allora ci basta dimostrare che *

B={v1,...up+,,...@w,,+1,...@}

) di

§ e
& una base di U + W; infatti, in tal caso avremo O{uu,(() M): /\?/zji-ag‘f = “P

dim(U+W)=p+-(r——p)+(s—p)‘=r+s—p=dimU+dimW~dim'(UﬂW),

come voluto. o ! .
1l Lemma 4.15 ci assicura gia che B & un sistema di generatori di U+ W; dobbiamo

solo dimostrare che sono linearmente indipendenti. Supponiamo allora che

Qv + - - ++ Bp1Upsr + -+ 4@ Vo1 Wpr + 7 +tysws =0; (4.9)

dobbiamo dimostrare che tutti gli o, i B; € iy sono zero. Consideriamo i tre vetfori

vy + - - HagI\e U N W,
@ Bp+1Up+1 +"'“@€ U,

@y= rprr1wprr + E w.

La nostra ipotesi & v+u+w = O; questo implicache w = —u—v € U,inquantou € U

eve UNW CU. Ne segue che per cui si deve poter scrivere come

. . . - i ) to
combinazione lineare dei v;, diciamo w = 0,01+ - -+ 6pp. Ricordando com’era st.:a

definito w troviamo

es55endo Uty ..., Upy Wptls .+ Ws linearmente indipendenti, questo implica

w,,,+,:...=@=51=...=@=0. ;

Mf::: ~—L«(°~\/

e v 2 e
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A questo punto & fatta: infatti ora (4.9) ci dice che
v+ @+ﬁp+1up+1 4o @ 0,
e I'indipendenza lineare di vy, ... y Up, Upt1, - -+, Uy €1 permette di concludere che
o) = ‘..f\?@:ﬁpﬁ = 4.,3‘9\,&:0,
come desiderato. 0

Osservazione 4.14 Per trovare una base di U + W , basta unire una base di U a
una di W, e poi estrarre un insieme massimale di vettori linearmente indipendenti.
Vedremo nel Paragrafo 6.3 un metodo generale per farlo — assieme anche a un modo
per trovare una base di U N W,

4.6 Somme dirette

Se U e W sono sottospazi di uno spazio vettoriale V tali che UNW = {0}, il Teorema
di Grassmann ci dice che

dim(U + W) = dim U + dim W.
In questo caso scriveremo U @ W e diremo che U & W & la somma diretta &i U e W.

Definizione 4.11 Due sottospazi U e W di uno spazio vettoriale V si dicono sup-
plementari (e I'uno un supplementare dell’altro) se V = U @ W.

Questa & una situazione importante, perché quando accade ogni vettore di V si
scrive in modo unico come somma, di un vettore di U e di uno di W:

Proposizione 4.17 Siano U e W due sottospazi di uno spazio vettoriale V tali
che UNW = {0}, e prendiamo w1, uz € U e wy, wa € W. Allora u; + wy = ug + wo

se e solo se u; = uy e wy = wy.

Dimostrazione. Infatti u; +wy = uy + wsy implica uy — Uy =wy —wy € UNW,; la
tesi segue allora da U N'W = {0O}. (]

I supplementari esistono sempre:

Proposizione 4.18 Ogni sottospazio U di uno spazio vettoriale V di dimensione
finita® ha un supplementare.

Dimostrazione. Sia {ui,...,u,} una base di U; possiamo completarla a una base
{21,y Upy Wty ..., ws} di Ve porre W = Span (Wpt1,--.,wn). Chiaramente si

5 E non solo: vedi I'Esercizio 4C.3.
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ha V = U + W; dobbiamo solo dimostrare che UNW = {O} Ma infatti dimU = p
e dim W = n — p per costruzione; quindi il Teorema 4.16 ci dice che

dim(U N W) = dimU + dim W — dim(U + W) =p+{n—p)—-n=0,
]
per cui UNW = {0}.

Osservazione 4.15 La dimostrazione della Proposizione 4.18 fornisce anche un metodo
per trovare un supplementare di un sottospazio U. Si prende una t?ase {ug, ... ,u,,,‘}
di U e la si completa a una base {1, ., Up, Wps1,. .-, Wr} di V2 il supplemﬁanta.xej
cercato @ W = Span (wpy1,...,Ws). Gome conseguenza, il supplementare di U si
guarda bene dall’essere unico (perché?).

Concludiamo il capitolo definendo il concetto di somma diretta di pitl sottospazi.

Definizione 4.12 Siano Vi,...,V sottospazi di uno spazio vettoriale V. Indi-
chiamo con Vj + - - - + Vj, il sottospazio somma

Vit 4 Viz={n+ - -+tueVineW,. ,ueWh

nota che Vi + -4+ Ve = (Vi + -+ Vi) + Vi (perché?)l. Diremo che V élsozg'n;?
direttadi Vi,. .., Vi, e scriveremo V = V, @ - - @ Vj, se ogm elemento non nullo di
si scrive in maniera unica come somma di elementi di Vi,..., Vie-

Guardando la Proposizione 4.17 si vede che questa definizione gﬂ”e?t.xvz;mentf gier;
neralizza quella gia data per due sottospazi. Possiamo comunque riscriveria anche
termini di intersezioni:

Proposizione 4.19 Siano Vi,..., Vi sottospazi di uno stesso spazio vettoriale di
dimensione finita V. Allora:
() V=Vi® -0V seesoloseV=V+---+Vye

Vin (Vi + oo Vicy + Viga + -+ Vi) = {0} (4.10)

peri=1,...,k; ‘ ‘
(i) se (4.10) vale, allora dim(Vy + - + Vi) = dim Vy + -« - + dim V¢

Dimostrazione. (i) Ogni elemento non nullo di V/ si scrive come somma Q1 elefllten‘t.l
d Vpseesolose V=V +- -+ Vg quindi dobbiamo far vedere che lq scrittura
yee Vi

& unica se e solo se (4.10) vale. ‘ o
Supponiamo che (4.10) sia verificata, e prendiamo v;, w; € Vi {per i = 1,..., k)

tali che
vy v =wy Wi
Allora per i = 1,...,k il vettore

v —wi = (wy — )+ -+ (wia — i) F(wigy — i) F oo (W L)

i
|
1
|
i
1

[PUTUN———
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appartiene a V; N (V1 + -+ Viey + Vigy + -+ + Vi) = {O}, per cui w; = v e la

scrittura & unica, come volevamo.
Viceversa, se v € ViN (Vi + -+ Vi + Vigy + -+ Vi) possiamo scrivere

nt-octvgtvggtee-tor=veV;

per opportuni v1 € Vi,...,u € Vi; quindi abbiamo scritto v in due modi diversi
come somma di elementi di V;,..., Vi, per cni v = O.

(ii) Per induzione su k. Per k = 1 non ¢'& nulla da dimostrare; sia vero per k—1.
Allora {4.10), il Teorema di Grassmann e l'ipotesi induttiva ci dicono che

dim(V, + -+ V) =dim{(Va + -+ Vi) + Vi) = dim(Vi + -+ + Vi_y) + dim V;,

Esercizi

4.1 Sia V' uno spazio vettoriale. Dimostra che Ov = O per ogni v € 'V utilizzando
soltanto le altre proprieta della definizione di spazio vettoriale. {(Suggerimento: parti
da0+0=0.)

4.2 Sia V uno spazio vettoriale. Dimostra che (—~1)v+v = O e che (—1)v = —v
per ogni v € V. Come conseguenza, dimostra che se v, v;, v; € V sono tali che

vi+v =0 = vy +v, allora v; = vy; in altre parole, ’opposto di un vettore &
univocamente determinato.

4.3  Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, e prendiamo v € V e A € K. Dimostra
che Av = O se e solo se X = 0 oppure v = O.

4.4 Fissiamo un riferimento affine in 4%, in modo da identificare lo spazio euclideo
con R®. Dimostra che {O}, le rette per 'origine, i piani per Porigine ed R? sono tutti
e soli i sottospazi di R3.

4.5 Dimostra che Ry [¢], I'insieme dei polinomi a coefficienti reali in una variabile di
grado minore o uguale a n, & un sottospazio vettoriale di R[t].

4.6 Dimostra che l'insieme delle matrici diagonali (rispettivamente, triangolari su-
periori o triangolari inferiori) ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio delle matrici
quadrate.

4.7 Per quali polinomi p € R[t] il grafico T = {(t,p(t)) | t € R} & un sottospazio
vettoriale di R2?

4.8 Sia V. = {p € Rsft] | p(1) = ¢}. Per quali valori di ¢ € R l'insieme V, & un
sottospazio vettoriale di Ry[t]?

4.9 Sia § C V un sottoinsieme qualunque (anche infinito) di uno spazio vettoriale V.
Dimostra che Span (S) & un sottospazio di V.

Esercizi 91

4.10 Sia S C V un sottoinsieme qualunque di uno spazio vettoriale. Dimostra; che
Span (S) & il pitr piccolo sottospazio di V che contiene S, nel senso che se W & un
sottospazio di V' che contiene S allora W 2 Span (S).

4.11 Dimostra che

(R0 (RRED < =D

sono basi di R

|2 7 1] rmn
4.12 Trova le coordinate dei vettori 3 ‘, 1l ‘_7 el rispetto alle basi di R
det precedente esercizio.
4.13 Considera
1 1 1 1 1112
Bl= 0,1,1 [ 82= 1,2,3,
0| |0 |1 11 13 {4
dimostra che B; & una base di R® mentre B non lo é.
- 2
4.14 Trova le coordinate del vettore | 1| € R? rispetto alla base B, del precedente
7

esercizio.

} & una base di R??

il

a ,\Z } & una base di R? se e solo se ad — bc # 0.
c

2
4.17 Prendiamo i polinomi py(t) =148, pa(t) = 1+ 2t + t'2, 1)3(t? =t—t ,)E Rg[t]é
Dimostra che {py,p2, p3} & una base di Ry[t], e trova le coordinate di qi(t) = 2—t+t
e ga(t) = 3 + t? rispetto a questa base.
4.18 Sia Eij € Mum.o(R) la matrice che ha 1 al posto (i,j) e 0 altrove. Dimostra
che {En,. .. ,-E,,,_,,} & una base di M., (R); in particolare, dim My n(R) = mn.

4.15 Per quali valori di ¢ € R l'insieme {

4.16 Dimostra che {

4.19 Dimostra che due vettori di V4 sono linearmente indipendenti se e solo se non
sono proporzionali, e che tre vettori di Vg sono linearmente indipendenti se e solo se

non sono complanari.

4.20 Sia B un sottoinsieme finito massimale in uno spazio vettoriale V' di, vettori
Jinearmente indipendenti. Dimostra che B & una base di V. |

4.21 Sia V uno spazio vettoriale di dimensiqne n,eB={vy,...,vn} un smiﬁema. di
generatori di V. Dimostra che B & una base diV. ;

. . . . y /
4.22 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, e prendiamo wy,. .. ,zq,; e V.

Dimostra che se p < n allora {w;, ... ,Wp} non & un sistema di generatori di

|
|
|
|
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4.23 Dimostra che un sistema lineare omogeneo con pill incognite che equazion ha
sempre soluzioni non banali.

4.24  Sia V uno spazio vettoriale di dimensionen, e A = {vy,..., v} € V. Dimostra
che A & un sistema di generatori di V se e solo se k > n e A contiene n vettori
linearmente indipendenti.

4.25 Sia K un campo. Dimostra che K & uno spazio vettoriale sn se stesso di
dimensione 1.

4.26 Dimostra che R[] ha dimensione infinita.

4.27 Siano V e 11" due spazi vettoriali. Definisci una somma e un prodotto per
sc..a.la.n sul prodotto cartesiano V x 117 in modo da renderlo mno spazio vettoriale. Se
dimV =m e dim 1 = n, calcola. la dimensione di V' x V"

4.28 Dimostra che U+ 117 & 1] pili piccolo sottospazio di V' contenente sia U che 117,

4.29 Sig. V' uno spazio vettoriale, e U, TV due sottospazi. Dimostra che U U™ & un
sottospazio se e solo se I/ € W oppure W' C U. Nel primo caso, U+W = UUW =1},
mentre nel secondo U + W =UUW =U.

4.30 Trova due sottoinsiemi di R*, il primo chiuso rispetto alla somma ma non
rispetto al prodotto per scaari, e il secondo chiuso vispetto al prodotto per scalari
ma. non rispetto alla somma.

4.31 Trova quattro vettori uq, uy, wy, wy € R3 tali che 1, e uy siano linearmente
indipendenti — per cui sono una base di U = Span (ug,u2) —, wy € wa siano lincar-
mente indipendenti — per ¢ui sono una base di W = Span (w1, ws) — ma presi tutti

e quattro insieme non sono linearmente indipendenti — per cui non formano nna base
di U+ 1¥.

4.32  Siano U e 1V sottospazi di uno spazio vettoriale V, con V = U @1V, Dimostra
che se B & una base di U e C una base di 1V, allova BUC & una base di V.

4.33 Sia Vo =
in R2.

4.34 Siano

1 .
1 ’ € R?; trova quattro supplementari distinti del sottospazio Ruy

1 2 0
U = Span | |0 e Wo=Span|{1{,]1
1 1. 10

due sottospazi di R®. Dimostra che R¥ = U & 1.

4.35  Sia U un sottospazio di uno spazio vettoriale di dimensione finita V. Siano W)
e V5 altri sottospazi di V tali che UNTy = {0}, U+ =Ve

dim¥) =dim W, = dimV - dim .

Dimostra che sia 175 chie 177 sono supplementari di U.
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4.36 Dimostra che ogni spazio vettoriale di dimensione n si pud scrivere come
somma. diretta di n sottospazi di dimensione uno.

4.37 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Una bandiera di V' & una
successione Vg, ..., Vy di sottospazi di V tali che Vo ¢ Vi € -+ C V,. Dimostra che
dimV; = jperj=1,...,n (percui Vp = {0} e V,, = V), e che ogni sottospazio di Vv

¢ contennto in una bandiera.

4.38 Indichiamo con R" {insieme delle successioni (ag, a1, 02,...) di elements di R.
Definisci una somma ¢ un prodotto per scalari in R"™ in modo da renderlo uno spazio
vettoriale.

4.39 Indichiamo con €% il sottoinsicme di RM delle successioni limitate: la sncces-
sione (ag, y,...) € R appartiene a £ se e solo se esiste Al > 0 tale che fa;| < M

5,

“per ogni j € N. Dimostra che £* & un sottospazio vettoriale di R™,
P g

COMPLEMENTI
4C.1 1l Lemma di Zorn

Lo scopo di questi Complementi &tintrodurre due strumenti matematici di notevole
importanza, i1 Lemma di Zorn e la teoria dei cardinali infiniti, e descriverne alcune
applicazioni alla teoria degli spazi vettoriali di dimensione infinita, Lungo la strada,
introdurremo delle nozioni e det teoremi (spesso senza dimostrazione) assolutamente
fondamentali nella teoria deghi insiemi. :

Cominciamo col descrivere il tipo di ambiente in cui vive il Lemma di Zorn.

Definizione 4C.1  Sia A un insieme qualunque; una relazione d’ordine < su A &
une. relazione binaria (vedi la Definizione 2C.1) definita su A con ie proprietd seguenti:
(a) Riflessivita: & < x per ogni © € A,

(b) Antisimmetria: se T,y € Asonotalichez Syey <, allorax =1y,

(c) Transitivitd: se @, y, 2 € Asonotalichez <yey <z aloraz < 2.

La coppia (A, <) & detta insieme ordinato.

Esempi di insiemi ordinati sono i numeri naturali (interi, razionali, reali) con la
solita relazione d’ordine. Un altro esempio, con caratteristiche diverse, & (P{A4),C)
dove A & un insieme qualunque, e

P(A) = {B | B sottoinsieme di A}

& Pinsieme delle parti di A.

Definizione 4C.2  Un insieme ordinato (4, <) & detto totalmente ordinato se due
qualunque elementi di A sono confrontabili, ciot se per ogni ¥, ¥ C Asihaa <y
oppwe y < T.
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Intuitivamente, gli elementi di un insieme totalmente ordinato sono disposti in
fila uno dietro Paltro; per esempio, i numeri reali con l'ordinamento canonico sono
totalmente ordinati. Invece 'insieme P(A) non & totalmente ordinato rispetto all’in-
clusione: se A = {0, 1}, allora {0} non & contenuto né contiene {1}, per cui non sono
confrontabili.

1 sottoinsiemi totalmente ordinati di un insieme ordinato hanno un nome:

Definizione 4C.3 Sia (A4, <) un insieme ordinato. Un sottoinsieme totalmente
ordinato di A & detto catena.

Per esempio, {@, {0}, {0,1}} & una catena di P({0,1}) rispetto all’inctusione.

Definizione 4C.4 Sia (4, <) un insieme ordinato, e B C A. Diremo che z € B &
it massimo (minimo) di B se y < z (rispettivamente, z < y) per ogni y € B. Chiara-
mente, non & detto che il massimo o il minimo esistano (si prenda per esempio A = R
e B = (0,1) con la solita relazione d’ordine). Un insieme ordinato (A, <) & detto bene
ordinato se ogni sottoinsieme di A ammette minimo.

Per esempio, N con PPordinamento canonice & bene ordinato (vedi i Complementi
al Capitclo 3), mentre @ non lo & (insieme dei numeri razionali z tali che z* > 2
non ha minimo, come pure I'insieme dei numeri razionali strettamente positivi).

Osservazione 4C.1 Ogni insieme bene ordinato & totalmente ordinato: se , y € A, il
sottoinsieme B = {z,y} di A deve avere minimo, per cui x < y oppure y < .

La maggior parte degli assiomi della teoria assiomatica degli insiemi sono accettati
come naturali senza discussione da parte di tutti i matematici. La principale eccezione
¢ il famigerato

Assioma di scelta Sia {A;}icr una famiglia di insiemi non vuoti a due a due

disgiunti, dipendente da un indice i € I. Allora esiste una funzione f:I — | A; tale
€]

che f(i) € A; per ognii € I.

In altri termini, I’Assioma di scelta dice che data una famiglia di insiemi non
vuoti a due a due disgiunti possiamo scegliere simultaneamente un elemento da ogni
insieme della famiglia. Nota che 1’Assioma di scelta ci dice che possiamo farlo, ma
non come possiamo farlo: questa & una delle principali obiezioni sollevate dai suoi
oppositori (un’altra & che I'Assioma di scelta afferma che possiamo eseguire un’infinita
di operazioni simultaneamente, cosa che non sembra essere umanamente possibile).

Nei primi anni sessanta & stato dimostrato che la teoria degli insiemi se & priva di
contraddizioni senza I’Assioma di scelta, lo & anche con ' Assioma di scelta’ (proprio
come per la geometria euclidea con o senza P'assioma delle parallele), per cui accettare

7 Non & possibile dimostrare che la teoria degli insiemi & non contraddittoria; questo & uno
dei fatti che circolano attorno al famoso Teorema di Godel.
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o meno I’ Assioma di scelta & pii1 che altro questione di gusto personale. Come vedremo
anche in questi Complementi, I’Assioma di scelta serve a dimostrare alcuni risuttati
molto importanti, per cui noi P'accetteremo senza batter ciglio. Questa decisione &
ulteriormente confortata dal fatto che P’Assioma di scelta & equivalente al seguente
assioma, molto naturale: i

Assioma del prodotto non vuoto Sia {A;}ics una famiglia di insiemi non vuoti.
Allora il prodotto cartesiano [] A; di tutti gli insiemi della famiglia € non vuoto.
ier
1'Assioma di scelta entra anche nel contesto degli insiemi ordinati, in quanto &
equivalente al seguente

Assioma del buon ordinamento Su ogni insieme esiste un buon ordinamento.

Per valutare la non ovvietd di questo assioma, prova a definire un buon ordina-
mento sull’insieme dei numeri reali®.

Il Lemma di Zorn & un'ulteriore incarnazione dell’Assioma di scelta. Per enunciarlo
ci serve ancora qualche definizione.

Definizione 4C.5 Sia (4, <) un insieme ordinato, e B un sottoinsieme di A. Un
elemento z € A & un maggiorante di B se y < x per ogni y € B. Un elemento
massimale di B & un elemento z € B tale che 'unico elemento y di B tale chex <y
& z stesso.

Chiaramente, il massimo & un elemento massimale e, se B & totalmente ordinato,
& anche l'unico elemento massimale; ma se B non & totalmente ordinato, possono
esistere pilh elementi massimali.

Esgmpio 4C.1 Se A = P({0,1}) e B = {2, {0}, {1}}, allora sia {O} che {1} sono
elementi massimali di B rispetto all'inclusione, mentre {0,1} & 'unico maggjorante
di B in A.

Definizione 4C.6  Diremo che un insieme ordinato (4, <) & induttivo se ogni catena
di A ha un maggiorante in A.

Allora il Lemma di Zorn &:
Lemma di Zorn Ogni insieme ordinato induttivo ha elementi massimali.

Lo schema tipico di applicazione del Lemma di Zorn & il seguente: vogliamq trovare
un oggetto che sia massimale rispetto a una qualche relazione d'ordine. Allora basta

lLimitarsi a controllare le catene: se queste ammettono maggioranti, il Lemrpa.dl
Zorn ci fornisce automaticamente l'esistenza dell’elemento cercato (ma non ci dice

8 Non disperarti se non lo trovi: nessuno ne ha mai descritto uno esplicitamente.
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minimamente come trovarlo; le dimostrazioni che dipendono dall’Assioma di scelta
sono quanto di meno costruttivo ci sia in matematica).

Esempi di applicazioni del Lemma di Zorn verranno dati fra poco e, come vedrai
una volta capita la tecnica non vi & nulla di veramente difficile (& solo un po’ ostico ai
primo approccio). Talvolta pud convenire usare un’altra versione del Lemma di Zorn
del tutto equivalente: ’

Principio di Hausdorff Sia A un insieme, e sia E un sottoinsieme di P(A). Sup-

pom'..amo che I'unione di ogni catena di (E,C) sia contenuta in E. Allora (E,C)
possiede elementi massimali. "

| .Principio di Hausdorfl segue subito dal Lemma di Zorn: basta applicare que-
st’ultlmO. a (E, C), notando che 'unione di una catena si presta mirabilmente a fare
.da maggiorante. Viceversa, si pud dimostrare che il Principio di Hausdorff implica
il Lemma di Zorn, come pure che entrambi sono equivalenti agli assiomi (di scelta
del prodotto non vuoto, del buon ordinamento) di cui abbiamo parlato in questo,
paragrafo, ma si tratta di dimostrazioni altamente non ovvie.

4C.2 L’esistenza di una base

Il nosjtro primo obiettivo & usare il Lemma di Zorn per dimostrare ’esistenza di una
base in uno spazio vettoriale qualunque. Cominciamo col dare una definizione di base
che funziona anche in spazi vettoriali privi di sistemi di generatori finiti.

Deﬁnizione 4C.7 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, e B un sottoinsieme
di V. Diremo che B ¢& libero se ogni suo sottoinsieme finito & linearmente indipendente;
diremo che & un sistema di generatori se V = Span (B), ciog se per ogni v € V
esistonon € N, v1,...,vn € Be Ai,..., y € Ktali che v = Moy + -+ -+ Ayvn. Infine
una base di V non & altro che un sistema di generatori libero.

Qonsidereremo P(V) ordinato per inclusione, come al solito; allora una caratteriz-
zazione delle basi di V & data dalla

Proposizione 4C.1 SiaV uno spazio vettoriale, e B un sottoinsieme di V. Allora B
& una base di V se e solo se & un sottoinsieme libero massimale.

Dx:mostrazione. Sia B un sottoinsieme libero massimale. Questo vuol dire che non
esiste nessun sottoinsieme di 'V contenente propriamente B che sia ancora libero. In
altre parole, se v € V non appartiene a B, allora BU{v} non & libero. Quindi esistono
Vly.. . Un € Be A, Aq,..., n € K non tutti nulli tali che

A4 Mo+ Ay, =0,

Essendo B libero, A dev’essere diverso da zero. Quindi.
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e v appartiene al sottospazio generato da B. Siccome v era generico, questo vuol dire
che B & una base di V.

Viceversa, sia B una base. Allora B & libero; inoltre, siccome B & un sistema di
generatori, BU{z} non & libero, dove v & un qualunque elemento di V non appartenente
a B. Quindi B & un sottoinsieme libero massimale, e ci siamo.

Siamo quindi nella situazione ideale per 1'applicazione del Lemma di Zorn (o,
se preferisci, del Principio di Hausdorff): trovare una base equivale a trovare un
elemento massimale della famiglia. dei sottoinsiemi liberi di V/ (nota che di basi ve
ne sono miriadi, coerentemente col fatto che 'ordinamento per inclusione si guarda
bene dall'essere totale). Quindi ci basterd verificare che I'unione di una catena di
sottoinsiemi liberi, tutti contenuti uno dentro l'altro, & ancora un sottoinsieme libero.

Teorema 4C.2 Ogni spazio vettoriale ammette una base.

Dimostrazione. Sia V uno spazio vettoriale, e indichiamo con L la famiglia dei sot-
toinsierni liberi di V, ordinato per inclusione. Grazie alla Proposizione 4C.1, per
trovare una base ci basta trovare un elemento massimale di £; grazie al Lemma di
Zorn (o, se preferisci, al Principio di Hausdorff) ci basta dimostrare che l'unione di
una gualunque catena di sottoinsiemi liberi & ancora in £ — ovvero & ancora libera.

Sia allora {Ba}aca una catena in L (ovvero ogni B & un sottoinsieme libero di V
e ogni volta che si scelgono a; Ié) € A abbiamo B, € Bgo Bg G Ba), e siaB= {J Ba

a€A
Supponiamo Vi siano vy, ...,Vn € B tali che
M1 4+ AU =0 (4C.1)
per certi Ap,...,An € K. Siccome B & I'unione dei Ba, esistono ay,...,0m € A tali
che v; € Bo; per j =1,...,n. Ma {Ba}aca & una catena; quindi uno degli By, (che

possiamo supporre, per semplicita, essere B,,) contiene tutti gli altri. In particolare,
quindi, v1, .. -,Vn € Ba,. Ora, B, & libero; quindi (4C.1) implica

)\1==)‘n=0

Quindi ogni sottoinsieme finito di B & linearmente indipendente, ovvero B3 & libero, e
la dimostrazione & conclusa. 0

In modo analogo, possiamo dimostrare il Teorema di completamento.

Teorema 4C.3 Sia V uno spazio vettoriale, e B un sottoinsieme libero di V. Allora
esiste una base di V contenente B. '

Dimostrazione. Sia £ la famiglia dei sottoinsiemi liberi di V contenenti B. L &
non vuota, in quanto contiene B; inoltre, un elemento massimale di Le ‘ch.‘iaramente
un sottoinsieme libero massimale contenente 8, .ovvero una base di V come da noi
cercata. Siccome I'unione di una catena di elementi di £ ovviamente contiene B, ed
& libera per quanto visto nella dimostrazione del Teorema 4C.2, il Lemma di Zorn ci
assicura Pesistenza di un elemento massimale di £, e abbiamo finito. 1 O
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4C.3 Cardinalitd, e dimensione degli spazi vettoriali

Per gli spazi vettoriali di dimensione finita vi & un altro fatto fondamentale riguar-
dante le basi: due basi di uno stesso spazio vettoriale hanno sempre lo stesso numero
di elementi. Per poterlo dimostrare in generale dobbiamo chiarire quando due insiemi
hanno lo stesso numero di elementi (in modo da poter poi definire la dimensione di
un qualunque spazio vettoriale). L'idea & che due insiemi hanno lo stesso numero di
elementi quando & possibile accoppiare a due a due tutti gli elementi dei due insiemi.

Definizione 4C.8 Diremo che due insiemi X e Y hanno la stessa cardinalita (ov-
vero che sono equipotenti) se esiste una applicazione bigettiva f: X — Y, e scrive-
remo |X| = |Y|. Pit in generale, diremo che X: ha cardinalitd minore (maggiore)
di Y se esiste una funzione iniettiva (rispettivamente, surgettiva) f: X — Y, e scrive-
remo | X| < |Y| (rispettivamente, |X| = [Y}).

Perché sia lecito utilizzare i simboli di minore, maggiore e uguaglianza bisogna che
siano verificate alcune proprietd. Prima di tutto, la relazione d’equipotenza dev’es-
sere una. relazione d’equivalenza (vedi la Definizione 2C.2), che & ovvio. In secondo
luogo, | X| < |Y| dev'essere equivalente a |Y| = | X| (vedi I'Esercizio 4C.4). Infine, <
dev’essere una relazione d’ordine sulla classe” delle cardinalitd. Infatti, & chiaramente
riflessiva e transitiva (Esercizio 4C.5), ed & antisimmetrica grazie al

Teorema di Cantor-Bernstein Siano X e Y due insiemi tali che esistano due

applicazioni f:X — Y e g:Y — X entrambe iniettive. Allora esiste una applica-
zione h: X — Y bigettiva.

Se X e Y sono due insiemi tali che |X| < |Y'| ma |X| # |Y], scriveremo |X| < Y|
oppure |Y| > | X|.

Osservazione 4C.2 Una conseguenza dell’Esercizio 4C.1 & che < & un ordine totale
sulla classe delle cardinalita.

Ora, quando si contano gli elementi di un insieme, la prima cosa che si vorrebbe
sapere & se prima o poi si finisce, ovvero se I'insieme & finito.

Definizione 4C.9 Diremo che un insieme X & infinito se & equipotente a un suo
sottoinsieme proprio; diremo che & finito altrimenti.

9 Utilizziamo il termine classe al posto di quello d’insieme, perché il concetto di “insieme
di tutte le cardinalitd” non & ben definito (soffre dello stesso tipo di problemi del concetto
di “insieme di tutti gli insiemi”, che se esistesse sarebbe elemento di se stesso, dando vita a
un circolo vizioso di proporzioni cosmiche). Per questo motivo, parlare di relazioni d’ordine
fra cardinalith sarebbe lievemente scorretto, ma & comunque sufficientemente suggestivo da
valerne la pena. Tra parentesi, un elemento della classe della cardinalitd viene chiamato
cardinale.
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Per verificare che questa definizione cattura la nostra intuizione del finito, dob-
biamo controllare che gli insiemi che noi usualmente pensiamo essere infiniti lo sono
anche in questo senso, mentre quelli finiti non lo sono. Infatti, {1,...,n} & finito per
ogni n € N (esercizio); d’altro canto, N & infinito (& equipotente al sottoinsieme dei
numeri pari, tramite Papplicazione bigettiva f (n) = 2n).

La cardinality di N & usualmente indicata con Rg (letto “alef zero”), che & un
cardinale particolarmente interessante:

Proposizione 4C.4 X & il piti piccolo cardinale infinito.

Dimostrazione. Sia A un insieme infinito: dobbiamo costruire un'applicazione iniet-
tiva f:N — A. Per ogni n € N indichiamo con.n Iinsieme!® {0,...,n}, e poniamo

Fp = {g:n — A]| g iniettiva}.

Siccome A @ infinito, & facile dimostrare per induzione che, ogni Fy, & non vuote. Con
'Assioma di scelta peschiamo un f, € F, per oghi n € N, e definiamo f:N — A
ponendo

O =fo(0) e f(n)=falk)

dove k = min{i | fa(i) # f(j) per 1 < j <n—1} T chiaro che la f cosi definita &
iniettiva. . O

Come con ogni nuova teoria che si rispetti, dobbiamo essere in grado di provare
i nuovi concetti sui vecchi oggetti, e confrontare, per esempio, la cardinalita degli
insiemi numerici con quella di N. I risultati sono:

Proposizione 4C.5 Valgono le seguenti relazioni fra cardinalita:

(i} 1Z| = Ro.
(1) ]Ql = Ng.
i) [R] > Ro.

(iv) |R x R} = |R|, ovvero vi sono tanti punti nel piano quanti ve ne sono in una retta.
v IR| =[P}

Dimostrazione. (i) Un’applicazione bigettiva da Z su N & data da

X 21 se1>0;
f(z)—{—Qi—l se i< 0.

(i) Chiaramente, {Q| = Ro, in quanto N & contenuto in Q; quindi & sufﬁcieinte
dimostrare che |Q] < Ro. Sia f:Q — Z x N data da f(r) = (p,q), dove r = p‘/q & la
rappresehtazione di  ridotta ai minimi termini, e ¢ > 0. Chiaramente f a'a 1r;uett.1va,3
per cui |Q| < |Z x N|. Grazie a (i), abbiamo |Z x N} = [N x NJ {esercizio); quindi

10 Ognj insieme finito & equipotente a uno degli insiemi n: vedi I'Esercizio 4C.7.
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& sufficiente dimostrare che [N x N| = g, cioé costruire una applicazione bigettiva
fiN - N x N (ovvero, in termini meno formali, contare gli elementi di N x N).
Sistemiamo gli elementi di N x N nella seguente matrice:

(0,0—(0,1) (0,2)—(0,3)---
e

N

I/
(2,0) (2,1) (2,2) (2,3)--
v /

NN

(3,0) (3,1) (3,2) (3,3)---

Allora. una applicazione bigettiva da N a N x N & ottenuta contando gli elementi
di N x N npell’ordine indicato dalle frecce.

(iif) Ovviamente [R] = Ng. Supponiamo, per assurdo, che esista una applica-
zione surgettiva f:N — R. Per semplicitd, componiamo f con l'applicazione biget-
tiva g: R — (0,1) data da g(z) = % arctanz + %, in modo da ottenere un’applicazione
surgettiva h: N — (0,1). Questo significa ché abbiamo messo tutti i numeri decimali
fra 0 e 1 in una lista:

0.(100(1011102(103 e
O.aloaualzalg e

0.(120(121(1220.23 e

dove non sono ammesse espansioni terminanti con una successione infinita di 9. Per
avere una contraddizione basta trovare un numero decimale compreso fra 0 e 1 che non
sla in questa lista. Ma infatti il numero 0.bpb;bgbs ..., dove b; =1sea;; #leb; =2
altrimenti, & diverso da tutti i numeri della lista, per cui non vi appartiene. Quindi
non pud esistere alcuna applicazione surgettiva da N su R, per cui siamo costretti a
concludere che |R| > Ng.

(iv) Per quanto gia detto dimostrando (iii), ci basta far vedere che esiste un’appli-
cazione iniettiva da (0,1) x (0,1) in (0, 1). Di nuovoe, scriviamo i punti di (0,1) nella
loro espansione decimale, escludendo le successioni infinite di 9. Allora ’applicazione
cercata manda la coppia (0.apaya2as3 . .., 0.bybybabs . . .) nel numero 0.apbpaibyagbs . . ..

(v) Infatti sia Vapplicazione ¢: P(N) — (0, 1) che associa al sottoinsieme 4 C N

il numero reale w(A) = 0.a;a2a3..., dove a; = 1 se j € A, e a; = O altrimenti,
che 'applicazione : (0,1) — P(N) che associa ad a = 0.a,az2a3... il sottoinsieme
P(a) = {a1,10+ a2,20 + as,...,10(j — 1) + a;,...} C N, sono iniettive. O

Quindi guardando fra gli insiemi noti, abbiamo finora trovato soltanto una nuova
cardinalita:

Definizione 4C.10 La cardinalita di R, che coincide con quella di P(N), & detta
cardinalita del continuo. Inoltre, un insieme equipotente a N & detto numerabile.
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Nella Matematica di tutti i giorni & raro trovare altre cardinalita: come indicato
anche nell’Esercizio 4C.6 la maggior parte delle costruzioni fatte partendo dagli oggetti
matematici usuali produce insiemi numerabili o con la cardinalita del continuo. Esiste
perd una tecnica standard per costruire nuove cardinalita:

Proposizione 4C.6 Sia A un insieme infinito. Allora [P(A)] > |4|.

Dimostrazione. Chiaramente [P(A)| == [A]. Sia f: 4 — P(A) una qualunque appli-
cazione da A in P(A), e consideriamo l'insieme

B={x€Alx§§f(x)}QA.

Se mostriamo che B ¢ f(A) otteniamo che f non & surgettiva; essendo f qualunque,
questo vuol dire che |4| < [P(4)], e la dimostrazione & conclusa. Supponiamo allora
per assurdo che B = f(xo) per qualche =5 € A. Se fosse zo € B, per definizione
di B dovremmo avere zg ¢ f(zg) = B, contraddizione. Analogamente, se fosse
zg ¢ B dovremmo avere zo € f(zp) = B, contraddizione. Quindi B non pud essere
nell’immagine di f, e abbiamo finito. 0

A questo punto viene naturale chiedersi se esistono delle cardinalitd intermedie fra.
quella di N e quella di R. Se indichiamo con R; la pili piccola cardinalita strettamente
pit grande di Ry, la soluzione pit semplice a questo problema & la seguente

Ipotesi del continuo |R| = N;.

Sorprendentemente, questa ipotesi & esattamente nella stessa posizione dell’As-
sioma di scelta: la teoria degli insiemi, ammesso sia coerente, rimane tale sia con
]'Ipotesi del continuo che senza di essa (indipendentemente dalla presenza dell’As-
sioma di scelta, fra 'altro). Anche in questo caso, quindi, accettarla o meno & solo
questione di gusto; comunque ne abbiamo parlato solo per completezza, in quanto
non influenza il resto di questo libro.

Quello che ci interessa adesso, invece, & la cosiddetta aritmetica dei cardinali. Tra
i cardinali finiti sono definiti (in quanto grazie all'Esercizio 4C.7 i cardinali finiti
sono in corrispondenza biunivoca con gli elementi di N) somma. e prodotto; vogliamo
estendere queste operazioni a cardinali qualunque.

Definizione 4C.11 Siano « e 8 due cardinali, X un insieme di cardinalita o e Y

un insieme di cardinalitay 8, con X NY = @. Allora o x 8 & la cardinalita di XxY,

¢ o+ B ¢ la cardinality di X UY. Pili in generale, se {X;}ies & una famiglia di insiemi

a due a due disgiunti, porremo 3 (X:| = | U] Xil ‘
i€l i€

i

Che questa sia una buona definizione {nel senso che non dipende dagli insiemi scelti
ma solo dalle cardinalitd) & dimostrato nell’Esercizio 4C.9; qui invece siamo interes-
sati alle proprietd dell’aritmetica fra cardinali, che sono alquanto diverse da quelle
solite, come del resto faceva sospettare la Proposizione 4C.5. 1l risultato principale,
equivalente {(anche lui!) all’Assioma di scelta, & il

i
:
|
1
\
l
1
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Teorema del prodotto Se o & un cardinale infinito si ha o® = a.

Usando questo teorema & facile dedurre altre proprietd:

Corollario 4C.7 (i) Se o é un cardinale infinito, allora & x § = max{a, 8} per
ogni cardinale 3.

(i) o™ = o per ogni n € N e ogni cardinale infinito a;
(iti) Se {@;}ies; & una famiglia di cardinali maggiori di zero, di cui almeno uno &
infinito o, in mancanza di cio, tale che I & infinito, allora

Zai = max{|I},a;}.

iel
In particolare, se o & infinito, allora o + 8 = max{e, 8} per ogni cardinale §.

Dimostrazione. (i) Sia v = max{ea, 8}. Allora
YRaxB Ry =1

(ii) Segue da (i) per induzione.

(iii) Sia v = max{|T}, o;}. Allora

YRy a2y y2 | xy=y =1
el i€l

O

N

Un’altra conseguenza di tutto questo & vitale per gli spazi vettoriali. Se A &
un insieme, indicheremo con P*{A) la famiglia dei sottoinsiemi finiti di 4. Allora
abbiamo (confronta con la Proposizione 4C.6): ’

Proposizione 4C.8 Sia A un insieme infinito. Allora |P*(A)| = |A|.

Dimostrazione. Sia P™(A) la famiglia dei sottoinsiemi di A con n elementi; in
particolare, P*(A) & I'unione disgiunta dei P(™M(A). Ora, |P™(A4)] < |A|" (esercizio)
e quindi ’

Al P (A= D 1PM(A)] 2 Y 1AM = Al =R x |A] = |A],

neN neN neN

dove abbiamo usato il Corollario 4C.7 e la Proposizione 4C.4. [

Siamo finalmente in grado di dimostrare che anche gli spazi vettoriali di dimensione
infinita hanno una dimensione:

4C.3 Cardinalith, e dimensione degli spazi vettoriali 103

Teorema 4C.9 Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, e By, By due basi diV.
Allora B, e By sono equipotenti.

Dimostrazione. Se una delle due basi & finita, allora anche l'altra lo & {Corolla-
rio 4.13) e la tesi segue dal Corollario 4.11. Supponiamo allora che entrambe le basi
siano infinite. Costruiamo una applicazione f:B; — P*(By) come segue: se v € By,
possiamo scrivere in modo unico

v = )\11[)1 R Arw‘r,

per appropriati A1,..., A, € Ke w,...,w, € By; poniamo f) = {wy,..., w}.

Ora, prendiamo W € P*{B,) composto da n vettori, e sia Span (W) il sotto-
spazio generato da W. Chiaramente, Span (W) ha dimensione n, per cui f-1(W)
contiene al pitl n elementi (perché?). La base B; & 'unione degli insiemi a due a due-
disgiunti f~1(W) al variare di W in P*{B,); quindi

Bul= S 1Mz Y R =|PNB)l = |Bal,

WeP*(B2) WeP*(B2)

dove abbiamo utilizzato il Corollario 4C.7 e la Proposizione 4C.8. Scambiando il
ruolo di By e By otteniamo analogamente |Ba| < |B,], e la tesi segue dal Teorema di
Cantor-Bernstein. O

In particolare, quindi, il concetto di dimensione di uno spazio vettoriale come
cardinalitd di una base & ben definito per ogni spazio vettoriale, e non solo per quelli
di dimensione finita.

Concludiamo questi Complementi con un esempio un po’ strano, la cui rilevanza
sara chiarita nel prossimo capitolo.

EseMp1o 4C.2  Cousideriamo R come spazio vettoriale su Q. Essendo @ numerabile
mentre R non lo &, UEsercizio 4C.12 implica che R ha dimensione infinita su Q. Ora,
@ stesso & un sottospazio vettoriale (su @) di R, con base {1}. Per il Teorema 4C.3,
esiste un sottoinsieme libero B C R tale che {1} U B sia una base di R su Q. Poniamo
W = Span (B), in modo da poter scrivere R = Q@ W, e definiamo T: R — R ponendo

YreQ VweW T{(r 4+ w) = w.

L’applicazione T' & ben definita, in quanto ogni elemento di R si scrive in modo
unico come somma di un elemento di @ e di un elemento di W. Inoltre, per ogni
Ty =7 +w1,$2=7‘2+'w2€RSi ha

T(zy+32) = T(ri+ratwi+wy) = witwy = T(ry+w) +T(r2twz) = T(z1)+T(z2)-
D’altra parte, perd, se A € R\ Q e r € Q, si ha che Ar ¢ Q, per cui
T (M) # 0 = AT(r).

Come vedremo, questo vuol dire che T & additiva ma non omogenea su R.
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Esercizi

4'C.1 Siano A 'e B due insiemi non vuoti. Dimostra che esiste sempre una fun-
zione f: A — B iniettiva oppure una funzione f: A — B surgettiva. (Suggerimento:
Considera il seguente insieme:

L={(X,9)] X <A, g:X — Biniettiva},

con l'ordinamento definito da (X, g) < (X',¢') se esolose X C X' e g'lx =g, ¢
applica il Lemma di Zorn.) - ,

49.2 Sia V uno spazio vettoriale, 5 una base di V' e C un sottoinsieme libero di V.
Dimostra che esiste un sottoinsieme B’ di B tale che C U B & una base di V.

4C.3 Dimostra che ogni sottospazio U di uno spazio vettoriale V ammette un sup-
plementare (cio& un sottospazio W tale che V = U @ W).

4C4 Siano X e Y due insiemi. Dimostra che |X| < |¥] se e solo se |Y] = |X].
(Suggerimento: pud essere utile I'Assioma di scelta). ' B

4C..5 Dimostra che =< & una relazione riflessiva e transitiva sulla classe delle cardi-
nalita. '

4C.6 Dimostra che:

(i) L’insieme dei polinomi in una variabile a coefficienti razionali & numerabile;

(n) L’insieme dei polinomi in n variabili a coefficienti razionali & numerabile;

(311) Ogni intervallo di R ha la cardinaliti del continuo;

(iv) |R™| = |R| per ogni n > 1;

(v) Lo spazio delle funzjoni continue da R in R ha la cardinalitd del continuo. (Sug-

ﬁerg)ento: Conviene studiare prima la cardinalita dello spazio delle funzioni continue
aQinR.)

4C.7 Sia A un insieme finito. Dimostra che A & equipotente a n = {1,...,n} per
qualche n € N. In tal caso diremo che A ha cardinalita n e scriveremo |A| = n.

4C.8 Dimostra che |P(n)| = 2.

4C.9 Siano X;, Xa, Y1 e Y2 quattro insiemi tali che |X1] = [Xol, V3] = [Y2]
e X1NY1 = X;NY, = @. Dimostra che | X; xY)| = [ X x Y2| e | X1 UY)| = [XaUY,).

4C.10 Dimostra che se |X;| = o per ogni ¢ € I allora ¥ | X;| = |I] x a.
i€l

4C.11  Trova tre cardinali @, B e ytaliche o+ B =a+yma B # 7.

4C.12 Sija V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 0 sul campo K. Dimo-
stra che se K & infinito allora |V| = |K|, mentre se K & finito allora |V| = |K|™.

4.C'l?f Sia V uno spazio vettoriale, W un suo sottospazio e Uy, Uz due supplementari
~di Win V. Dimostra che Uy e U, hanno la stessa dimensione.

L —— g —— L —— —— | — —— : —— E L] i —— L —— —— ——

3]

Applicazioni lineari

In matematica, ogni volta che si introduce una nuova struttura su un insieme si stu-
diano immediatamente anche le funzioni che rispettano questa struttura. Nel caso
degli spazi vettoriali queste funzioni sono chiamate applicazioni lineari, € sono 'argo-
mento di questo capitolo. Ne studieremo le proprieta principali, giungendo a definire
il rango di un’applicazione lineare, un numero naturale che ne riassume le principali
caratteristiche; dimostreremo inoltre il fondamentale Teorema della dimensione, che
lega il rango di un’applicazione lineare alla dimensione del dominio. Vedremo anche
come interpretare i sistemi linears in termini di applicazioni lineari, e questo ci dara
un criterio necessario e sufficiente per la risolubilitd di un sistema lineare, il Teorema
di Rouché-Capelli.

5.1 Definizioni ed esempi

Nel capitolo precedente abbiamo dimostrato che le soluzioni di un sistema lineare
omogeneo formano un sottospazio vettoriale. La forma dell’insieme delle soluzioni di
un sistema lineare qualunque & descritta nel prossimo risultato, noto come Teorema

di struttura per i sistemi lineari:
Proposizione 5.1 (Teorema di struttura) Sia v° € R™ una soluzione del sistema
lineare Az = b di ordine n. Allora ogni altra soluzione & della forma v = v? +w, dove

w € R* & una soluzione del sistema omogeneo Az = O. In altre parole, se L CR™ ¢
Pinsieme delle soluzioni del sistema Az =be W CR" & insieme delle soIleioni del

sistema omogeneo associato Az = O, si ha

L=v+W={"+tw|weW}

In particolare, v° & I'unica soluzione del sistema se e solo se le colonne di A sono
linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sia v° = (v$,...,v%), e prendiamo una soluzione w = (wyy- -+, Wn)

|
i
|
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del sistema omogeneo. Questo vuol dire che
WA 4wl AT = b,
wi A+ w, A = O

sommando otteniamo

(F +wi))A + b (09 4w, ) AT = b,

cioé v° + w & un’altra soluzione del sistema Az = b.

X Viceversa, sia v un’altra soluzione di Az = b; dobbiamo dimostrare che w = v —v°
& una soluzione del sistema Az = O. Ma infatti stavolta abbiamo

v Al +oo v, AT = b,
VA 4. 4wl A" =),
e sottraendo otteniamo
(v =AY + -k (v —v2) A" = O,
come voluto. L'ultima affermazione segue dalla Proposizione 4.4. 3

stervazione 5.1 Di nuovo, mentre Vesistenza di una soluzione del sistema Az = b
dipende dalla specifica relazione fra 4 e b (vedi Proposizione 4.3), 'unicita dipende
soltanto dalla matrice dei coefficienti.

Se per un attimo ci facciamo trasportare dalle notazioni, potremmo credere di
avere in mano una dimostrazione molto piti veloce della Proposizione 5.1. Infatti,
da Av° = b e Aw = O potremmo essere portati a dedurre

A’ +w) = Av°+ Aw=b+0=b,

e prendere questa come dimostrazione del fatto che v°+w & una soluzione di Az = b. Il
problema & che, fino a ora, Az = b era soltanto una notazione abbreviata per indicare
l'intero sistema lineare, per cui la prima uguaglianza in questa “dimostrazione” non
sembra avere molto senso. L’obiettivo di questo capitolo & introdurre quanto ci serve
per renderla corretta, e poi procedere verso lidi anche pili interessanti.

Definizione 5.1 Sia A € M,, ,(R) una matrice con m righe ed n colonne, ciod

an aipn
A=| : =[A' ... 47|,

Am1 "+ OGmn
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con A',...,A™ € R™. Allora definiamo un’applicazione L 4: R™ — R™ ponendo

a1 Ty + o+ Ginln
LA(CE) = — .’E]Al 4t :L‘n,An c Rm,

Gm1Z1 + 0 GmaTn

per ogni = € R™. Nota che x & soluzione del sistema Az = b sse La(z) = b. A volte,
z

invece di scrivere L 4(x) scriveremo Az o anche A

N Ty

Osservazione 5.2 Perché L 4(x) o Az abbiano senso, occorre che il numero di colonne
di A coincida col numero di coordinate — di righe — del vettore .

Quest’applicazione ha due proprietd fondamentali: .
La(+y)=La(@)+Laly) e  La(dz)=2Ala(x) (5.1)

quali che siano z, y € R® e A € R (esercizio). Con questa nuova notazione & pos-
sibile dare senso (vedi ’Esercizio 5.1) alla precedente “dimostrazione”, utilizzando
unicamente le proprietd (5.1). Questo suggerisce una definizione.

Definizione 5.2 Una applicazione (o trasformazione) lineare fra due spazi vetto-
riali V e W & una funzione T:V — W tale che

() T(v1+v2) = T(v1) + T(v2) per tutti i vy, v € V {diremo che T & additiva);

(i) T(Aw) = XT(v) per tuttii A€ Rev € V (diremo che T' & omogenea).

In altre parole, un’applicazione lineare trasforma (rispetta, conserva) le operazioni
dallo spazio di partenza in quello d’arrivo. Se V' = W, si parla di endomorfismo (od
operatore lineare).

Osservazione 5.3 Perché T:V —» W sia lineare deve soddisfare sia (i) che (ii). Infatti
esistono funzioni non lineari che soddisfano (ii) ma non (i) — vedi I'Esempio 5.5 —
come pure funzioni non lineari che soddisfano (i) ma non (ii) — vedi I'Esempio 4C.2.

Osservazione 5.4 Se T:V — W & lineare, allora T(Q) = O: infatti, preso v € V
qualunque, si ha
T(0) = T(0v) = 0T(v) = O.

Per lo stesso motivo abbiamo T(—v) = T{(~1)v) = (-1)T(v) = ~T(v).
Vediamo ora qualche esempio.
Esempto 5.1 L'applicazione identica (o identita) di uno spazio vettoriale V & 1'ap-

plicazione idy: V — V data da idy{(v) = v per tuttiive V. L’applicazione identica
& ovviamente lineare.
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ESEI\{IPIO 5.2 Siano V e W due spazi vettoriali; 'applicazione nulla O:V — W &
deﬁn1t§ da O(v) = O (dove il primo O & V'applicazione nulla, e il secondo & il vettore
nullo di W) per tutti i v € V. Di nuovo, O & evidentemente lineare.

ESEMPIO 5.3  Per ogni matrice A € My, »(R) Papplicazione associata L 4: R™ — R™
¢ lineare.

EsEMPIO 5.4 Sia T:R® — R® data da

T 3z — 2y
Tiyl= z
z T+ 2z
Allora abbiamo
z1 Z2 ) + T2 3(:):1 +:l:2)—2(y1 +y2)
Tliwm|+|v]=T{nty| = 21+ 2
2 22 2+ 2 (1 + x2) + (21 + 29)
3z — 2y, 3z — 2y ) Zo
= z1 + 2 =T|n|+T|y2],
1+ 2 To + 29 2 29
e
T AT 3z — 22y 3x — 2y z
T Myl =T yl= Az = A z =T"y|,
z Az Az + Az z+z z

per cui T & lineare. Nota che T'= L4, dove

3 =2
A=|0
1

—_ -0

0
0
EseMPIO 5.5 Sia T:R? — R data da

Tl | =@ g

Allora T(\v) = MT'(v) per ogni X € R e v € R?, ma T non & additiva: infatti

11O 1] s o ey e 2] ] ©
(ol +[3]) =i =2 e2 = -mfgler i)

Osservazione 5.5 11 punto & che le coordinate di un’applicazione lineare devono essere
polinomi di primo grado senza termine noto delle coordinate del vettore di partenza
(vedi I'Esercizio 5.4 ¢ 'Esercizio 7.11).
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ESEMPIO 5.6 Sia V = Ryft] lo spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o
uguale a 2. Allora definiamo T: Ryt] — R{t] ponendo

Vp € Rot] [T(p))(t) = p(t +1).

Per esempio, se p(t) = t2 allora T(p) & il polinomio (¢ + 1)2 =2 + 2t + 1. L’applica-
zione T ¢ lineare: infatti

[T(pr + p2)I(E) = (o1 +p2)(E+1) =pi(t +1) + pa(t + 1) = (T(p1)](1) + [T (P2)I(D),
[TOPIE) = )t +1) =Mp(t+ 1)) = [OT)PI()

per ogni t € R, per cui T{p1 +p2) = T(m) +T(p2) € T(A\p) = AT(p).

EseMmpPIo 5.7 Sia B = {v1,...,un} una base di uno spazio vettoriale V. Allora
ogni v € V si scrive come v = vy + -‘;,_;ﬂ.+ 0y Un, dove le'coordinate ay, ..., om SONO
univocamente determinate. Definiamo : V' — R™ ponendo

23]
Fglv)=1 1 |3
. an
in altri termini, Fy associa a ogni v € V le sue coordinate rispetto alla base B
Anche F e lineare: se

(ed & la generalizzazione della Fi vista nel Paragrafo 2.2§.
v=Uy 4 Qalp € W= FrU) + -+ + Bpn, allora

v+ w= (Of] +ﬂl)vl +"’+(an+ﬁn)vn

.e quindi

ay + B [e3} 5
Fglo+w)=|  |=|:|+]|:
an + Bn On ﬁn

Un argomento analogo mostra che Fg(hv) = AFs. Nota che Fis & bigettiva (perché?).

= Fp(v) + F(w).

ESEMPIO 5.8 Siano U, W sottospazi di uno spazio vettoriale V taliche V =U@W.
Questo vuol dire che ogni elemento v € V si pud scrivere in modo unico come v = u-+uw,
conu € U e we W. Ponendo P{v) = u definiamo un’applicazione PV -UC V,
detta proiezione su U lungo W. T facile dimostrare che P & lineare; per esempio,
se \eRev=u+we V,allora \v=Ju+ Iw e quindi P(w) = AP(v). In modo
analogo si dimostra che P & additiva. ‘

EseMmpIO 5.9 Fissiamo a € R”, e definiamo ¢,: R* — R ponendo

Yz € R™ @ol) = a1z1 + -+ + 0nTn €R.

Ny eSS VNS vew Suw
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1
Per esempio, sen=2eq = I , allora

2

Yoz} = 21 + 275,
Si verifica facilmente (esercizio) che g, & un’applicazione lineare da R™ in R.

ESEMPIO 5.10 La trasposizione T: My o(R) — M, .m(R), che associa a una ma-
trice A la trasposta AT, & Papplicazione data da

an vt G a1yt Gmp
A=| 1 . i |—AT= :
am1 tr Omn Ain  *°* Qmn
Per esempio
1 -1
A=| 0 27| 4T = 11 207 —V33
V3 2 - ™

La trasposizione effettua una simmetria rispetto alla diagonale principale della ma-
trice. In termini di righe, colonne ed elementi abbiamo

(AN =az,  (AT)i=(A)T e  (ATY =(4))7, (5.2)

dove A = (ai;) e (AT);; & l'elemento di posto (i,5) della matrice AT. Capito questo,
¢ evidente che la trasposizione & un’applicazione lineare, e che

(AT =4
Cominciamo ora a studiare le applicazioni lineari in generale. La prima osserva-
zione importante & che un’applicazione lineare é completamente determinata dai valori
che assume su una base:
Proposizione 5.2 Siano V e W due spazi vettoriali, {v1,...,v,} una base di V,
e wy,...,w, vettori qualunque di W. Allora esiste un’unica applicazione lineare
T:V — W tale che T'(v;) = w; per j = 1,...,n. L'applicazione T' & definita da
T(ajvy + - + o) = cqwy + - -+ + Anwn (5.3)

per tutti gli ¢q,...,an € R.

Dimostrazione. Prima di tutto, verifichiamo che la T' definita in (5.3) & lineare.
Siano v, v’ € V, e scriviamoli come combinazione lineare della base di V:

V=@ vy 4+ QpUn e v = ajv + -+ alvn.
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Allora v+ v = (a1 + of)vr + -+ + (an + o)y )vn €

Tw+v') = (o1 + af)wi + - - + (an + al)wn
= (aywy + -+ + anwy) + (@ywr + - + abw,) = T(v) + T).

Nello stesso modo {esercizio) si dimostra che T'(Av) = AT (v).

Quindi Desistenza & sistemata. Per P'unicita, sia 51V -— W un’altra applicazione
lineare tale che S(v;) = w; per j = 1,...,n; dobbiamo dimostrare che S(v) = T(v)
qualunque sia v € V. Prendiamo allora v € V, e scriviamolo di nuovo come combina-
zione lineare degli elementi della base, v = ayv; + - -+ + @nv,. Allora

S(w) = S(aqvy + -+ + antn) = @1S(w1) + - + @ S(vy)
=oywy + - -+ apwn, = T(v).

]

.

Corollario 5.3 Siano V e W due spazi vettoriali, {v;,...,vn} una base di V,
eS, T:V — W due applicazioni lineari. Supponiamo che si abbia S{v;) = T(v;)
perj=1,...,n. Allora § =T, cioé S(v) = T(v) per tutti I vettoriv € V.

Dimostrazione. Basta usare la Proposizione 5.2 con w; = T'(v;}, per j = 1,...,n.0

Due matrici diverse danno sempre origine ad applicazioni lineari diverse:

Proposizione 5.4 Siano A, B € Mm n(R) due matrici. Allora L4 = Lg se e solo
se A= B,

Dimostrazione. Chiaramente se A = B allora, L4 = Lpg. Viceversa, supponiamo che
L = Lp; siccome si ha

Vi=1,...,n La(e;) = A7, (5.4)
(dove ey, ..., en & la base canonica di R™) le due matrici A e B devono avere le stesse
colonne, per cui sono uguali. (]

5.2 Nucleo e immagine

A ogni applicazione lineare T: V — W possiamo associare due sottoinsiemi:
(a) il nucleo® Ker T ={veV|T(v)=0}CV;
(b) Pimmagine ImT =T (V) = {T'(v) |veV} CW.

1l fatto interessante & che nucleo e immagine, oltre a essere sottospazi vettonah
caratterizzano l'iniettivitd e la surgettivitd delle applicazioni lineari: :

1 Ker & I'abbreviazione della parola inglese kernel, che vuol dire appunto nucleo.
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Proposizione 5.5 Sia T:V — W un'applicazione lineare. Allora:
(i) KerT & un sottospazio di V;

(ii) ImT & un sottospazio di W;

(iti) T & surgettiva se e solo se ImT = W;

(iv) T & iniettiva se e solo se Ker T = {O}.

Dimostrazione. (i) Facciamo vedere che il nucleo & chiuso rispetto alla somma; la
chiusura rispetto al prodotto per scalari & analoga, e lasciata per esercizio. Pren-
diamo v, vz € KerT, cioé tali che T(v;) = T(vz) = O; dobbiamo dimostrare
che v1 + vy € KerT. Ma infatti

T(U] + ’U2) = T(’U]) -+ T('Uz) =0+0=0.

(ii) Stavolta dimostriamo che I'immagine & chiusa rispetto al prodotto per scalari,
lasciando la chiusura rispetto alla somma, per esercizio. Siano A € R e T(v) € Im T}
dobbiamo far vedere che AT'(v) € ImT. Ma infatti AT(v) = T'(Mv) € Im T

(iii) E la definizione di surgettivita.

(iv) Questo & 'unico punto interessante; che distingue nettamente le applicazioni
lineari dalle funzioni qualsiasi. Se T & iniettiva, T(v) = O = T(0) implica v = O e
quindi KerT = {O}. Viceversa, supponiamo KerT = {O}. Prendiamo v, v2 € V
tali che T'(v,) = T'(v2); dobbiamo dimostrare che v; = v2. Ma infatti

T(w) =T(w) = Tw) - T) =0 =T ~n)=0=uvn -n= o,

dove 'ultima implicazione vale perché Ker T = {0}, e ci siamo. O

Come vedremo, calcolare il nucleo di un’applicazione lineare & pilt 0 meno equiva-
lente a risolvere un sistema lineare omogeneo. Per il calcolo dell'immagine di un’ap-
plicazione lineare & invece utile il Lemma seguente:
Lemma 5.6 Sia T:V — W un’applicazione lineare, e {v1,...,vn} una base di V.
Allora

Im T = Span (T(01), ..., T(v)) .

Dimostrazione. Infatti ImT' & linsieme degli elementi della forma T'(v) al variare
di v € V. Ma ogni elemento di V si scrive come combinazione lineare di vy, ...,Vn;

quindi

ImT = {T(a]‘l}] -+ "‘+anvn) | @1,...,0n ER}
= {1 T(vy) + 4 anT(v) | e1,. .., an € R} = Span (T(v3),-., T(vn)) -

0

Osservazione 5.6 Non & detto che {T'(v1),...,T(va)} sia una base di ImT'; & solo un
sistema di generatori (vedi 'Esercizio 5.17).

5.2 Nucleo e immagine

one

'

1
i
s
'
v

Esempio 5.11  Sia T:R® — R® data da

z z—y
Tiyl=|2y—2z}.
z z

T chiaramente lineare; per essere precisi, T = L4 con

1 -1 0
A=1-2 2 0j.
0 0 1

~

.. omogeneo
T—-y= 07
{ 2y —2x =0,
z =0 .

un breve conto con le tecniche del Capitolo 3 mostra che

1
KerT =R]|1
0
D’altra parte,
1 ~11 10 1 0
ImT =Span { |~2|,| 2 |,]0]] = Span 21,1011},
0 0 1 . 0 1

di Ker L, e Im A invece di Im L 4.

il rango.

dell’'immagine:
rgT = dimIm7T.

Esemp1o 5.12  Nel caso delle matrici, (5.4) e il Lemma 5.6 ci dicono che
YA € M a(R) Im L4 = Span(4',...,A") CR™.

Quindi il rango di L4 (o, come spesso diremo, il rango di A) & la dimensio
spazio generato dalle cojonne. In particolare, rg A < min {m,n}.

‘
|
i
1
i

1l nucleo & costituito dai vettori mandati in O, ciog dalle soluzioni del sistema lineare

come segue immediatamente dal Lemma 5.6 applicato usando la base canonica di R®.

Osservazione 5.7 Se A & una matrice, spesso e volentieri scriveremo Ker A invece

Una delle caratteristiche pill importanti di un’applicazione lineare (che, come ve-
dremo, & in grado da sola di dire se un sistema lineare ammette o meno soluzione) &

Definizione 5.3 Il rangorg T di un’applicazione lineare T:V — W & la dimensione

ne dello
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Siccome I'immagine. di T & un sottospazio di W, chiaramente rgT < dim W.
D'altra parte, il Lemma 5.6 ci dice che rgT < dimV. B possibile fare di meglio? La
risposta & positiva, ed & contenuta nel fondamentale Teorema della dimensione:

Teorema 5.7 (della dimensione) Sia T:V — W un’applicazione lineare. Allora

dimV = dimKerT +rgT.

Dimostrazione. Sia {u,...,u-} una base di KerT; col Teorema 4.10 la possiamo
completare a una base {u1,...,Ur, Vprg1s---,Vn} A V (se KerT = {0}, prendiamo
direttamente una base {v1,...,v,} di V, e consideriamo r = 0 ed s = n nel se-
guito). Poniamo w; = T(vy4;) € W per j = 1,...,8 = n—r; se dimostriamo che

B ={un,...,ws} & una base di ImT abbiamo finito. Grazie al Lemma 5.6 (e al fatto

che T'(u;) = O peri = 1,...,7) sappiamo gid che B & un sistema di generatori di Im T

dobbiamo solo far vedere che wy, ... ,w, sono linearmente indipendenti.
Supponiamo che a1, ... ,as € R siano tali che

arwy + -+ asws = 0.

Allora

0 = oy T(vrg1) + -+ 0T (Vr4s) = T( V41 + - - CsVrss)s
per cui apvpy1 + -+ - @sUrps € Ker T Questo vuol dire che esistono 3y, .., 3 € R tali
che a Ury1 + - - + @sUpps = Prug + -+ + Brite; quindi

Bruy + - + Brthy — Q1Vrgy — 0 = QeUpgs = 0,

as

e l'indipendenza lineare di {ul,...,u,.,vr+1,...,vr+s} implica a; = -+ = Qs
come desiderato.

Osservazione 5.8 Nel caso di una matrice A € M o (R) il Teorema 5.7 diventa
n = dimKer A+ rg A.

Una prima conseguenza del Teorema della dimensione & che per vedere se un’ap-
plicazione lineare & iniettiva o surgettiva basta. controllare il rango:

Corollario 5.8 Sia T:V — W un’applicazione lineare. Allora:

(i) T é iniettiva se e solo se g T = dim V;

(i) T & surgettiva se e solo se rig T = dimW;

(iii) se dimV = dimW (in particolare, se V = W), T & iniettiva se e solo se &
surgettiva.

Dimostrazione. (i) L'applicazione 1" & injettiva se e solo se KerT = {0}, ovvero se
e solo se dim Ker T' = 0; basta allora applicare il Teorema 5.7.

(i) T & surgettiva se e solo se InT = W, che succede se e solo se rgT" = dim W
(Proposizione 4.14).

(i) Basta confrontare (i) e {ii). 0
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Un’altra conseguenza importante & il Teorema di Rouché-Capelli, un criterio per
decidere quando un sistema lineare ammette soluzioni:

Corollario 5.9 (Rouché-Capelli) Sia Az = b un sistema lineare di m equazioni
in n incognite, e sia A’ la matrice completa del sistema. Allora il sistema ammette
soluzioni se e solo se rg A’ = rg A. Inoltre la soluzione, se esiste, & unica se e solo
sergA=n.

Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 4.3, sappiamo che la soluzione esiste se e
solo se b € Span (4%, ..., A™), che & equivalente a richiedere

Span (Al,...,A") = Span (A],‘..,A",b) . (5.5)

Ma il primo span & I'immagine di L 4, mentre il secondo & I'immagine di L a; siccome
si ha sempre

N

Span (A',...,A") C Span (4},...,A™,b),

I'uguaglianza (5.5) vale se e solose rg A = rg A”.

Leunicita vale se e solo se Ker L4 = {O} (Proposizione 5.1), il che accade se e solo
se rg A = dimR™ = n {Teorema 5.7). O

E quindi evidente la necessita di trovare un metodo operativo efficace per il calcolo
del rango di una matrice (che non si riduca semplicemente al recuperare un insieme
massimale di colonne linearmente indipendenti). Questo metodo ci verra fornito,
nel prossimo capitolo, dalla riduzione a scala di matrici qualunque; per il momento
vediamo come il rango si possa calcolare anche utilizzando le righe della matrice al
posto delle colonne.

Ci serve una relazione molto interessante fra la trasposizione di matrici e le applica-
zioni ¢, dell’Esempio 5.9 (relazione che riprenderemo nei Complementi al Capitolo 8):

Lemma 5.10 Per ogni matrice A € My n(R) e vettoriz € R" ea € IR™ si ha
DaTa(T) = pa(Az).

Dimostrazione. Notiamo prima di tutto che quanto abbiamo scritto ha senso. La
manda vettori di R™ in vettori di R™; quindi Az € R™ e vi possiamo applicare g,
che manda vettori di R™ in R; quindi w,(Az) & un ben definito numero reale. D’altra
parte, L4+ manda vettori di R™ in vettori di R™; quindj @47, manda vettori di R”
in R, e di nuovo w47,(z) & un ben definito numero reate. Per dimostrare che i due
sono uguali, basta calcolarli. Scriviamo :

a3 0 Gin Z1 23]

kS
]
8]
1
)
i

am1 ' Gmn Tn Qm .
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Quindi

anay -+ a1, anzy + -+ aina
T . _ .
Ala= : s Ax = : )

10y A+ G Qm Q1T+ 0 G Tn

‘pATo.(m) = (allal A+t amlam)zl A4 (alnal + et amnam)zn
= Qy (allml 4t aln-’nn) +-+ 0'772((1'1111371 +ot amnzn) = (Pa(Az)

O

E ora possiamo dimostrare che il rango calcolato usando le righe & uguale al rango
calcolato usando le colonne:

Proposizione 5.11 Sia A € My, »(R). Allora:

(i) R"=ImLs®KerLsr e R* =ImL,r @ Ker Ly;

(i} rg A = rg AT, ovvero il massimo numero di colonne linearmente indipendenti
© coincide col massimo numero di righe linearmente indipendenti.

OsservaZ/one 5.9 Questo & 'unico risultato in tutta questa parte del testo che dipende
da proprietd. specifiche di R, e non vale per un campo qualunque. La dimostrazione
che faremo funziona in R, Q ed eventuali altri campi contenuti in R; vedremo pilt
oltre (Proposizione 11.10) 'aspetto di questo risultato su C.

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare che Im LsNKer L 47 = {O}. Prendiamo
a € Im LanKer L, € R™; in particolare, ATa = O, ed esiste b € R™ tale che Ab = a.
Allora

0= 0o(b) = para(d) = wa(Ab) = pala) = a3 + - +al,

dove abbiamo usato il Lemma 5.10; questo pud accadere seesolose ay =+ = @ =0
(in quanto a1,...,am € R), e quindi a = O.

Dunque ImL4 NKerLyr = {O}. Essendo Im L4 + Ker L4~ C R™, la Proposi-
zione 4.14 e i Teoremi 4.16 e 5.7 ci dicono che

m > dim(Im L4 + Ker Lyr) = dimIm L, +dimKer Lyr =rgA+m — rg AT, (5.6)

per cui rg AT > rg A. Rifacendo lo stesso ragionamento a partire da AT, ericordandosi
che (AT)T = A, otteniamo rg AT < rg A; mettendo tutto insieme otteniamo (i1). In
particolare, quindi, (5.6) ci dice che

dim(Im L4 + Ker Lr) = m,

per cui R™ = Im L4 ® Ker Lar. L'ultima affermazione di (i) si ottiene scambiande
un’altra volta 4 e AT. a
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Esercizi

5..1 Di.mostra, di nuovo la Proposizione 5.1 utilizzando L 4. (Suggerimento: dimostra
prima. di tutto che x € R™ & una soluzione di Az = b se e solo se L,(z) = b.)

5.2  Sia V il solito spazio vettoriale dell’Esempio 4.12. Definiamo T, Sy, S2:V — V
con

fd 2 —y z z2 fs z+1
T Y= T y Sl Y| = 2y s Sz yl= Y
0 0 0 0 0 0

Dimostra che T & lineare mentre S; ed S, non lo sono.
5.3 Sia T:R™ — R™ (con n > m) data da
(| | 1
T =
T Tm .
Dimostra che T & lipeare e trova, se esiste, una matrice A € M, ,(R) taleche T = L,4.

5.4 Sia T:V — W una funzione fra due spazi vettoriali, e fissiamo una base B di V
e una base C di W. Dimostra che se le coordinate (rispetto a C} di T'(v) si ottengono

dalle coordinate di v (rispetto a B) tramite polinomi di primo grado senza termini
noti allora la funzione T" & lineare. -

5.5 Siano Vi,...,Vj sottospazidi V taliche V = V@ .@V,. Perognii=1,...,k
definisci una proiezione P;: V — V; C V, e dimostra che & lineare.

5.6 La traccia tr A di una matrice quadrata A € M, n( ) & per definizione la somma.
degli element] sulla diagonale principale:

trA= aypy + 4 anp.
Dimostra che tr: My, »(R) — R & lineare.

5.7 Sia T:R® — R? I'unica applicazione lineare tale che

1] |3 ol |-1 0]
Tlo|=|2|, Tli|=|2], Tlo|l=
o |1 o] |-3 1

[N ]

e per ogni a € R sia S,: R? — R? I'unica applicazione lineare tale che

Sl12

6
1': 4 e Sa
2

Trova per quali @ € R si ha ImT = Im S, e calcola la dimensione di Im7 N Im S, al
variare di a € R.
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5.8 Sia T:R" — R un'applicazione lineare. Dimostra che esiste @ € R" tale
che T = @q, dove p,:R" — R & I'applicazione definita nell’Esempio 5.9. (Sugge-
rimento: prendi a; = T{e;) per j = 1,....7, dove {e1,...,en} & la base canonica
di R".)

5.9 Una matrice quadrata A € M, (R) & detta simmetrica (rispettivamente, an-
tisimmetrica) se A7 = A (vispettivamente, AT = —A). Indichiamo con S,(R) (ri-
spettivamente, A, (R)) Vinsieme delle matrici simmetriche (rispettivamente, antisim-
metriche) di ordine n. Dimostra che Sa(R) e A, (R) sono sottospazi di Mon(R) e

calcolane la dimensione. (Suggerimento: puo essere utile P’Esempio 3C.2.)

5.10 Dimostra che M, ,(R) = S, (R) & A (R). (Suggerimento: usa (A+ AT)/2
e (A—AT)/2.)

511 SiaT:V — W un’applicazione lineare, Vj V un sottospazio di V e Wy C W
un sottospazio di W. Dimostra che:

Gy T7' (W) ={veV | T(w) e W1} CV éun sottospazio di V;

Gl) TW) = {Tw)lveW}eW & un sottospazio di W.

5.12 Dimostra che il sistema lineare Az = b & compatibile se e solo se b e ImLa;
Ja soluzione, se esiste, & unica se e solo se Ker L4 = {O}.

5.13 In ciascuno dei tre casi seguenti, scopri se & possibile costruire applicazioni
lineari che soddisfano le condizioni indicate, e in caso ne esistano pilt di una trovane
almeno due distinte:

1
(i) T:R*— R® surgettiva e tale che KerT = R (1) ;
0
(i) T:R? — R? tale che InT =R l . ‘
1] |—1
(i) T:R3 — R? iniettiva e tale che ImT' = Span i . 3

5.14 Sia T:V — W un’applicazione lineare. Dimostra che:

(i) sedimV >dimW I'applicazione T non pud essere iniettiva;
(if) se dimV < dim W Vapplicazione T non puod essere surgettiva.

5.15 Sia T:V — W un’applicazione lineare. Dimostra che se vy, ..., v € V sono li-
nearmente dipendenti, allora anche T(v1), .-+, T(v;) € W lo sono. Dimostra anche che
se T(vy),...,T(vr) € W sono linearmente indipendenti, allora anche vi,...,U € V
lo sono.

5.16 Sia T:V — W un’applicazione lineare iniettiva. Dimostra che se i vettori
m,...,vx € V sono linearmente indipendenti allora anche T(vy),..., T{w) € Wio

5.17 Trova un'applicazione lineare T:V — W e dei vettori v, vo € V tali che =
¢ vy siano linearmente indipendenti e T(v;) e T'(v2) non lo siano.

6

Sistemi lineari

E giunto il momento di affrontare un certo numero di problemi riguardanti tecniche
&i caleolo: come si trova il rango di una matrice, o di un'applicazione lineare? Come
si risolve un sistema lineare non quadrato? Come si trovano dimensione e base di
un sottospazio generato da certi vettori? Come si trova dimensione e base del nucleo
di un’applicazione lineare? Come si estrae una base da un sistema di generatori?
Come si trovano dimensione e base dell'unione e dell'intersezione di due sottospazi?
Si tratta di problemi tutti collegati fra loro, e che possono essere risolti con l'ausilio
di un unico strumento: la riduziofe a scala, una versione dell’eliminazione di Gauss
per matrici non quadrate. Parleremo inoltre di equazioni parametriche e cartesiane,
e definiremo ufficialmente i sottospazi affini (gid comparsi in realtd nel Teorema di
struttura).

6.1 Sistemi a scala

L'eliminazione di Gauss trasforma un sistema lineare quadrato in un sistema equiva-
lente triangolare superiore; cominciamo allora col vedere cosa prende il posto delle
matrici triangolari superiori nel caso non quadrato.

Definizione 6.1 Una matrice a scala ¢ una matrice m x n siffatta:

0 *
*

*

O'pr * *

0 0 0

0 00 0 o 0 0 0 0o 0 0 0
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dove una * indica che pud esserci qualunque cosa. I numeri py,...,p, € R*, tutti non
nulli, sono i pivot della matrice a scala. Un sistema a scala & un sistema lineare 1a cui
matrice dei coefficienti & una matrice a scala.

Osservazione 6.1 1 pivot di una matrice quadrata triangolare superiore descritti nel
Pa.ragrafo 3.3 non sono necessariamente gli stessi definiti qui; coincidono solo nel caso
in cui la matrice.sia non singolare. In questo capitolo gli unici pivot che ci riguardano

sono quelli che abbiamo appena definito, e nel seguito sard sempre chiaro di quali
pivot si sta parlando.

Le proprieta principali di una matrice a scala sono contenute nel seguente
Lemma 6.1 Sia S € M,,,(R) una matrice a scala con r pivot, e poniamo

by

b
V, = r m
{0 €R

biy..., by ER} = Span (e1,...,e,) CR™.

Indichiamo con S7* la colonna di S in cui compare il k-esimo pivot px, perk =1,...,r.
AlloralmS =V, rgS =7 e {S9,...,8/} & una base di Im S.

Dimostrazione. Siccome tutte le colonne di S appartengono a V. e generano Im S,
& chiaro che ImS C V,. E pure evidente che dimV, = r; quindi basta far vedere
(perché?) che §71,..., 5% sono linearmente indipendenti.

Consideriamo il sistema omogeneo a; 57 4+ -4, 57 = O, di incognite ay,. .., cr.
Questo sistema ha come matrice dei coefficienti una matrice della forma

j3 * %
0

0 0 pr
0 - -+ 0
0 0

Quindi siamo ricondotti a un sistema omogeneo quadrato triangolare superiore con
elementi non nulli sulla diagonale principale; per la Proposizione 3.1, I'unica soluzione
possibile & oy =...=a, =0, 0
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Corollario 6.2 Sia S € Mp.(R) una matrice a scala di rango 1. Allora il si-
stema Sz = ¢ ha soluzione se e solo se le ultime m — r coordinate di ¢ sono zero, e lo
spazio delle soluzioni del sistema omogeneo Sz = O ha dimensionen —r.

Dimostrazione. 1l sistema Sz = ¢ ha soluzione se e solo se ¢ € ImS = V;.. Lo spazio
delle soluzioni di Sz = O & Ker S che ha dimensione n — rg .S (Osservazione 58). O

Proviamo ora a risolvere un sistema a scala.
EsemPIO 6.1 Consideriamo il sistema

xg—:c3+3a:4—:1:5+%16:1,

214 - zg=10,
T35 + dag = 1.
E un sistema a scala Sz = c, dove .
o[l —1 3 -1 1/2 1
S=100 0|2 0 -1 e c=10
00 0 0]1 4 1

La matrice S € M3g(R) ha tre pivot, py = 1 in colonna 2, p» = 2 in colonna 4,
e p3 = 1 in colonna 5. Dalla terza equazione possiamo ricavare Ts in funzione di zg:
siha 15 = 1—4xzg. Analogamente, la seconda equazione ci fornisce x4 in funzione di zg:
abbiamo x4 = sxg. Sostituendo guanto ottenuto nella prima equazione, ricaviamo
anche z, in funzione di z3 e z¢: z2 = T3 — 6z + 2. Infine, z; & libera, in quanto
il sistema non impone alcuna condizione su di essa. Riassumendo, le soluzioni del
nostro sistema dipendono da 3 parametri liberi, e sono date da

51 T 0 1 0 0
Tg 23 — 6z + 2 2 0 1 —6
3| _ T3 0 0 1 0 6.1
o= z6/2 0 + 1 0 + 3 0 + 6 /2] (6.1)
T5 1"‘4(56 1 0 0 -4
g 6 0 0 0 1

Il metodo utilizzato per risolvere questo sistema. a scala si chiama, per motivi ovvi,
risoluzione all'indietro. Come si applica & probabilmente gid chiaro dall'Esempio, ma
per completezza vediamone una descrizione in generale. Sia Sz = cun sistema a scala,
dove S & una matrice con r pivot situati sulle colonne ji,. .. ,jr {e sulle rig-h;e 1,...,7,
ovviamente), e supponiamo che ¢ appartenga a V;, in modo che il sistema sia com-
patibile. Allora, essendo p, 7 0 per definizione, dalla r-esima equazione‘ possiamo
ricavare z;, in funzione delle variabili successive. Sostituiamo quanto ottenuto nel-
Iequazione precedente, e ricaviamo z;,_, in funzione delle variabili successive (z;,
esclusa). Procediamo cosi fino a giungere alla prima equazione, da cui ricaviamo z;,
in funzione delle variabili successive (zj,,. .. ,%;, escluse). :

}

|
i
i
!
l
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Dunque la soluzione risulta essere la somma di un vettore costante (la soluzione
particolare v° della Proposizione 5.1) e del sottospazio (di dimensione n — r} delle
soluzioni del sistema omogeneo associato Sz = O, dipendente da n — r parametri,
le variabili che non corrispondono ai pivot, le cosiddette variabili libere. Le altre
variabili, quelle corrispondenti ai pivot e che si esprimono in funzione delle variabili
libere, si chiamano variabili dipendenti, e sono esattamente r = rg S.

Osservazione 6.2 La risoluzione all'indietro fornisce sempre le soluzioni nella forma
V=00 mwy b T, W,

dove zj,,...,2;,_. sono le variabili libere, v° € R™ & una soluzione particolare,
€ Wy,...,Wn—r € R” sono un sistema di generatori di KerS. In realta, i w; Sono
proprio una base di Ker §. Questo lo si pud vedere in due modi: o direttamente, an-
dando a notare dove sono messi gli 1 in questi vettori, o ricordandosi I'Esercizio 4.21,
in quanto sappiamo gia che dimKer S =n —r.

6.2 La riduzione a scala

Vediamo ora il caso generale. La riduzione a scala di matrici qualunque & un algo-
ritmo (simile all'eliminazione di Gauss) che tramite opportune operazioni elementari
trasforma una matrice A € Mp, »(R) in una matrice a scala S € M,, »(R) in modo da
trasformare qualunque sistema Az = b in un sistema a scala Sz = ¢ a esso equivalente,
chiamato riduzione a scala di Az = b.

Come 1'eliminazione di Gauss, anche la riduzione a scala procede per passi succes-
sivi: per I'esattezza, in numero uguale al rango della matrice. I1 passo i-esimo opera in
maniera tale da: trasformare la riga i-esima della matrice dei coefficienti nella forma
adatta a una matrice a scala; produrre un numero reale non nullo p; € R*, 'i-esimo
pivot della matrice, situato nella colonna j;; annullare tutti gli elementi della matrice
sotto la i-esima riga nelle colonne dalla prima alla j;-esima inclusa — e tutto sempre
senza cambiare le soluzioni del sistema.

Vediamo i dettagli. Partiamo da un sistema lineare Az = b con A € M, ,(R)
e b € R Se A & la matrice nulla, abbiamo finito. Altrimenti, sia A" la prima
colonna non nulla di A4; scambiando se necessario la prima riga con una sottostante
possiamo supporre che sia il primo elemento a1;, della colonna A% a essere diverso
da zero; poniamo p; = a;;. Sommiamo ora alla riga h-esima (con h = 2,...,n)
un adeguato multiplo della prima riga in modo da annullare tutti gli elementi della
ji1-esima colonna tranne il primo. In questo modo la nostra matrice diventa della

forma
: D0 :
0 0 0 = *
con p; # 0.
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1 passi successivi sono molto simili. Supponiamo di aver gid trattato le prime
i — 1 righe; se le righe dalla i-esima in poi sono tutte nulle (oppure se la matrice
ha solo i — 1 righe) abbiamo finito. Altrimenti, sia ji I'indice della prima co%orma
che contiene un elemento non nullo in una riga sotto la (i — 1)-esima. Scambiando
se necessario la riga i-esima con una sotbostante possiamo supporre che 'elemento
- diverso da zero della colonna A% sia proprio sulla riga i-esima; poniamo p; uguale a
: questo elemento. Ora sommiamo alla riga h-esima (per h=1+1, o ,n) un adeguat9
multiplo della i-esima riga in modo da annullare tutti gli elementi della colonna A%

sotto la riga i-esima. In questo modo arriviamo a una matrice della forma

0 *
*
0 0 :
0 N % vee k|
0 0 x - 0%
000 e 000 0 - 0 0w eeeox
con py,...,p; # 0. R

Procedendo in questo modo arriviamo prima o poi a una fnatrice,in ?ui le 'ultirr.le
righe sono tutte nulle, oppure in cui 'ultimo pivot appa.rtlene all’'ultima riga; in
entrambi i casi abbiamo ridotto a scala la nostra matrice di partenza.

Ma vediamo come funziona la riduzione a scala su un esempio.

Esegmpio 6.2 Consideriamo il sistema

—2x1 + 29— T3+ x4 = —1,

2y — Lo + 423 + T4 = —2
{ 4z, — 2z + BTz +4xs = — T,

con matrice A e vettore dei termini noti b dati da

2 -1 4 1 -2
A=|-2 1 -7 1}, b=|-1
4 -2 5 4 -7

La matrice A non & nulla, e il primo elemento della prima colonna & d?verso da. ZET0,
per cui otteniamo j; = 1 e pr = 2. Per concludere il primo passo dobbilamo sqmma(xie .
la prima equazione alla seconda, e sottrarre il doppio della prima alla terza, ottenendo

2 -1 4 1|-2 2 -1 4 1]-2

—21—71—1——900|——32—-3. ;
4 -2 5 47 0 0 -3 2|-3 ;
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Passiamo al passo 2; siccome la seconda colonna ha tutti zero dalla seconda riga in git,
mentre la terza colonna ha un termine non nullo nella seconda riga, troviamo j, = 3

€ p2 = —3. A questo punto dobbiamo sottrarre la seconda riga alla terza, e otteniamo
2 -1 4 1}-2 2 -1 4 1|-2
0 0|-3 2{-3 — {0 O0]|-3 2}-3
0 0 -3 2|-3 0 0 0 0|0

Pa terza riga € nulla, per cui la riduzione a scala termina qui. La matrice S ottenuta
& una n.lamce a scala con due pivot, e il relativo vettore ¢ dei termini noti appartiene
a Va (cioé ha nulli gli elementi dal terzo in poi); quindi il Corollario 6.2 ci assicura

che il sistema Sz = ¢ (e quindi il nostro sistema iniziale) & compatibile. Risolvendo
all’indietro, troviamo

_1 1
{%—51732—?1104—3»

z3=2z4+1,

cioe
T -3 1/2 —~11/6
T | 0 1 0
T3 =11 + zg 0 + X4 2/3 y
7} 0 0 1

con due variabili dipendenti (x; e x3, corrispondenti alle colonne dei pivot) e due
variabili libere (z2 € z4), coerentemente con quanto ci aspettavamo.

Esempio 6.3 Consideriamo invece il sistema

—2z1 + a9 — Tz + x4 = —1,

{2(1)1 —Zo + 43 + 34 = —2,
Az — 229 + Sx3 + 4xg =T,

con matrice A e vettore dei termini noti b dati da

2 -1 4 1 -2
A=|-2 1 =7 1|, b=|-1
4 -2 5 4 7

In questo caso la riduzione a scala ci da

2 -1 4 1}-2 2 -1 4 1}-2 2 -1 4 1}-2
-2 1 -7 1}-1 — 1|0 0|-8 2{-8 — |0 0|3 2/-3.
4 -2 5 4|7 0 0 -3 2|1 0 0 0 0|14

Dunque stavolta, il vettore ¢ non appartiene allo spazio V5, per cui il sistema originale
non & compatibile — non ammette soluzioni.

Vediamo ora di riassumere le relazioni che intercorrono fra un sistema Az = b e
una sua riduzione a scala Sz = c.

Teorema 6.3 Sia Az = b un sistema lineare, e St = ¢ una sua riduzione a scala.

Allora:

(i) lo spazio delle soluzioni di Az = b coincide con lo spazio delle soluzioni di Sz = ¢;

(i) Ker A = KerS;

(iil) rg A = 1g S (ma in generale Im A # Im S);

(iv) siano S7,...,S%, dove r = rg S, le colonne corrispondenti ai pivot di S; allora
{A%1,..., A%} & una base di Tm A.

Dimostrazione. (i) Infatti i due sistemi sono equivalenti.
(i) 1 sistema Az =0 & equivalente al sistema Sz = O.

(iii) Sia n il numero di colonne di A {ed S). Allora il Teorema 5.7 ci dice che

1gA=n—dimKer A =n—dimKer 5 =1g5.

(iv) Bssendo rg A = rg S, basta dimostrare (perché?) che le colonne (A, ..., A}
sono linearmente indipendenti, ciog che il sistema

zlAj1+,,,+erjr=O

ammette solo la soluzione 1 = ... = z, = 0. Ma applicando la stessa riduzione & scala
che ha trasformato A in S riduciamo questo sistema nel sistema a scala equivalente

2187 42,87 = O,
che nella dimostrazione del Lemma 6.1 abbiamo visto avere solo la soluzione nulla. ]

Osservazione 6.3 Anche stavolta i pivot di una matrice non sono univocamente de-
terminati, in quanto di nuovo vi & liberta di scelta nel quali righe scambiare. Quello
che perd non dipende dalle scelte effettuate & il numero dei pivot ottenuti. Infatti,
il numero dei pivot di una matrice a scala & uguale al suo rango; siccome, grazie al
Teorema 6.3.(iii), il rango di una riduzione a scala S di una matrice A & uguale al
rango di A, il numero dei pivot di una qualunque riduzione a scala di A & esattamente
uguale a rg A.

Osservazione 6.4 Benché il rango di A sia uguale a quello di una sua riduzione a
scala S, I'immagine di L4 & in generale diversa dall’immagine di' Ls {controllalo
sull’Esempio 6.2). Questo & dovuto al fatto che la ridugione a scala opera sulle righe
della matrice, mentre I'immagine dipende dalle colonne. :

6.2 La risuzione a scala w -
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6.3 Tecniche di calcolo

A questo punto abbiamo finalmente tutti gli strumenti necessari per la risoluzione dei
nostri problemi.

(a) Per risolvere il sistema Az = b: basta applicare la riduzione a scala al nostro
sistema per trasformarlo in un sistema a scala equivalente, la cui compatibilita & subito
vista. col Corollario 6.2, e che viene risolto facilmente con la risoluzione all’indietro.

(b) Per trovare il rango e una base dellimmagine di una matrice A: basta applicare la
riduzione a scala per trasformarla in una matrice a scala dello stesso rango, e utilizzare
il Teorema 6.3 e il Lemma 6.1.

(¢) Per trovare dimensione e base del nucleo di un’applicazione lineare L4: basta
applicare la riduzione a scala ad A per trasformarla in una matrice a scala S e poi
trovare Ker S; 'questo ci fornisce dimensione e base di Ker A grazie al Teorema 6.3 e
all’Osservazione 6.2.

(d) Per trovare dimensione e base del sottospazio generato da v1,..., v € R™: consi-
deriamo la matrice

A= ‘u, vk| € My 4(R),

in cui abbiamo messo i vettori v; per colonna. Siccome Span (v1,...,vk) = Im A,
la dimensione dello span & il rango di A, e una base la si trova applicando il Teo-
rema 6.3.(iv).

(e) Per completare un insieme {v1, ..., v} di vettori linearmente indipendenti di R™
a una base: basta estrarre una base dall'insieme {v1,...,Vk,€1,... ,en} col metodo
del punto (d), dove {ei,...,en} & la base canonica di R™. Infatti la riduzione a scala
% fatta in modo tale da assicurare (perché?) la presenza dei vettori vy,...,u; nella
base estratta.

(f) Per trovare dimensione e base di U + W, dove U e W sono sottospazi di R™:
sia B C R” una base di U, e C C R™ una base di W; allora U +W & generato da BUC,
per cui basta applicare il punto (d) a BUC.

(g) Per trovare dimensione e base di U NW, dove U e W sono sottospazi di R™:
sia {u1,...,ur} C R™ una base di U, {wi,...,ws} C R™ una base di W, e conside-
riamo la matrice!

A=uy oo Upuy - Wl € My res(R).

Sappiamo (perché?) che U + W = Im A4; dunque i Teoremi di Grassmann e della
dimensione implicano .

dim(UNW) = dimU + dim W — dim(U + W) =r + s — rg A = dimKer A.

Dunque per calcolare la dimensione dell'intersezione basta applicare il punto (c) alla
matrice A; per trovare invece una base di U NW bisogna lavorare ancora. Un vettore

1 Qe r < s, conviene invece mettere prima i w; e poi gli u; per ridurre i conti che dovremo
fare in seguito.
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v € R™ appartiene a U N W se e solo se esistono (unici) z1,...,Try Y15+, Ys € R tali
che .
ZiU + - Tpur = v =iw b YsWe, (6:2)
e quindi se e solo se
—1;
—,
€ Ker A. (6.3)
(5]
Ys
Dunque ponendo
—1
,._mr *
V) =
b = | )
Ys

definiamo un’applicazione ¢: U N W — Ker A lineare, iniettiva (esercizio) e quindi
surgettiva, per il Corollario 5.8.(ii). L’applicazione inversa Y LhKerA - UNW e
data da

—x
P! _UTT =y + -+ YsWs, (6.4)

Ys
grazie a (6.2) e (6.3). Dunque se troviamo? col punto (c) una base {z1,...,2p}

di Ker A, allora {p~1(21),...,%" (2p)} serd una base di UNW (in quanto & un
sistema di generatori per il Lemma 5.6, e quindi una base per 'Esercizio 4.21).

Vediamo ora questi metodi in azione su alcuni esempi.

EseMPIO 6.4 Vogliamo dimensione e base di Ker LaelmLy, dove

1 0 3
2 1 1

A=l3 1 4l€Mis®). |
-1 -1 2 ‘

!

2 In realtd, non avremo bisogno di calcolare completamente i vettori della base di Ker A
. . . . -1

ma soltanto le loro ultime s coordinate, le uniche che servono per scrivere P ‘Quest.a

osservazione riduce lievemente i conti necessari, come vedremo nell’Esempio 6.6.
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Dobbiamo prima di tutto ridurre a scala la matrice A:

1 0 3 10 3 10 3
2 11 _ (o]t o -sp (0L 5o
3 1 4 01 - 00 0
-1 -1 2 0 -1 5 00 0

Dunque abbiamo trovato due pivot; questo vuol dire che rg A = dimImLs = 2
e dimKer L4 = 1. Inoltre sappiamo anche che una base di Im A & data da (A, A%},
Per trovare una base del nucleo, dobbiamo semplicemente risolvere all'indietro il si-
stema St = O; troviamo z; = —3x3 e Tz = 53, per cul

-3
KerLy=R| 5
1

EsEMPIO 6.5 Vogliamo dimensione e base di U = Span (u1, u2, u3) C R4, dove

1 -2 8
v = |t Y e _|-5
1= 3| 2 = ot ug = 6 1
2 1 1
La matrice A & data da
1 -2 8
-1 1 =5
A=13 o 6

2 1 1

Applicando la riduzione a scala otteniamo

1 -2 8
0{—-1 3
=100 0|
0 0 O
quindi dimU = rg S = 2, e una base di U & data da {u1,u2}-

EsSEMPIO 6.6 Vogliamo dimensione e base di U + W e UnW, dove U C R* & il
sottospazio dell’Esempio precedente mentre W = Span (wy,w2) C RY, con

1

0
-3’
-3

0
1

w = 'LU2=O.
1

Una veloce riduzione a scala mostra che dim W = 2, ciok che i vettori wy e w2 sono
linearmente indipendenti. Stavolta la matrice da considerare &

1 -2 1 0
101 0 1

A=13 o -3 of
2 1 -3 1

Effettuiamo una riduzione a scala di A, ottenendo

1 -2
0T —
0

§= 0
0 0

I

10
11
06"
00
Dunque dim(U + W) =1gA=1g5 =3, ¢

dim{UNW) =dimKer 4 = dimKer § =4 —rg§ = 1.

Guardando la matrice S — o meglio, guardando dove sono situati i suoi pivot —
vediamo subito che una base di U + W & data da {uy, u2, wq}; per trovare una base
di U N W dobbiamo studiare Ker A = Ker S. 11 sistema omogeneo di matrice Se

Ty — 2322+ =0,
—za+y +y2 =0,
6y2 =0,

da cui si vede subito che yp = 0 e che y; & libera. "Dunque una base di Ker S & {2},
dove z € R* & un vettore della forma

*
—*
=1
0

e gli asterischi servono a indicare che non ci interessano gli effettivi valori delle prime
due coordinate di z, in quanto {vedi la Nota 2) in {6.4) compaiono solo le y;. Quindi
una base di UNW & {4~ 1(2)}, che si ottiene facendo una combinazione lineare della
base di W usando come coefficienti gli elementi di 2. In altre parole,

P H(2) = lwy + 0wz,

per cui una base di U NW & data da {ws}. j

Dunque ora siamo in grado di risolvere tutti i nostri problemi su R"™; come proce-
dere in uno spazio vettoriale V qualunque lo vedremo nel Paragrafo 8.1 (ma non sard
molto diverso). i
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6.4 Equazioni parametriche e cartesiane

L’obiettivo di questo paragrafo & vedere come si possono rappresentare i sottospazi
vettoriali (e poi i sottospazi affini) di R™. :

Ora, come si descrive un sottospazio o, pilt in generale, un sottoinsieme X di R™?
Ci sono essenzialmente due possibilitd: tramite una parametrizzazione, o tramite
equazioni.

(a) Parametrizzazione: vuol dire che esiste un insieme U C R* (con di solito k # n) e
una applicazione (possibiimente iniettiva) F: U — R" tale che F(U) = X. In altri
termini, X & 'immagine di una applicazione; un punto x € R™ appartiene a X se
e solo se z = F(t) per qualche t € U. L ’applicazione F & detta parametrizzazione
di X, e gli elementi di U parametri. Abbiamo visto esempi di parametrizzazione
di rette e piani (con U = R o U = R?, rispettivamente) nel Paragrafo 2.3; pit
avanti vedremo come parametrizzare anche altri oggetti.

(b) Equazioni: vuol dire che indichiamo quali condizioni deve soddisfare un punto
di R™ per appartenere a X. Formalmente, scegliamo un sottoinsieme V C R™
(con spesso V' = R") e un’applicazione G:V — RF (con k # n, di solito), e
diciamo che ¢ € X se e solo se G(z) = O; queste sono equazioni cartesiane
per X. Per esempio, se prendiamo A € M, »(R) e G = Ls:R™ — R™, allora
G(z) = O sono equazioni che descrivono Ker A — ma ne riparleremo piti avanti.

ESEMPIO 6.7 Supponiamo di voler descrivere la circonferenza X di centro ’ori-
gine e raggio 1 nel piano. Una possibile parametrizzazione & data da F:R — Rr?
con F(t) = (cost,sint). Se invece prendiamo la funzione G:R?* — R data da
G(z) = o¥ + x3 — 1, allora G(z) = 0 & un’equazione cartesiana della circonferenza X.

Vediamo come si concretizzano queste descrizioni nel caso dei sottospazi vettoriali,
cominciando con le parametrizzazioni. Sia V un sottospazio di dimensione d di R™,
e fissiamo una base {v1,...,v4} di V. Allora possiamo definire una parametrizza-
zione F:R* — R" di V ponendo

ty
F =t1v1+--~+tdvd.
td
Nota che F' & data da una matrice; per 'esattezza, essendo Fl(e;) = vjperj=1,...,d,

la Proposizione 5.4 ci dice che F = L4, dove 4 & la matrice
A= tvl 'ud| € My 4(R).
Questo ci suggerisce una definizione.
Definizione 6.2 Una parametrizzazione lineare di un sottospazio V di R" & un’ap-

plicazione lineare della forma L4:R*¥ — R?, dove A € M, (R), tale che V = Im 4;
in altri termini, V viene descritto come span delle colonne di A. In coordinate, i
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vettori v € V saranno dati dalle equazioni
v=t A 4 AR
per cui equazioni parametriche del sottospazio V' C R™ sono

Ty = anty + -+ Gkl

T = A1ty + - - + Gnklk,

z1
dove abbiamo posto v =

Tn
Osservazione 6.5 I chiaro che le equazioni parametriche si guardano bene dall’essere
uniche. Inoltre, dimV = rg A < k; quindi il numero dei parametri in una data pa-
rametrizzazione potrebbe essere eccessivo, superiore alla dimensione del sottospazio
(& quanto capitava nell’'Esempio 4.6) se le colonne della matrice A non sono linear-
mente indipendenti {cio¢ se I'applicazione L4 non & iniettiva). Di solito, in tal caso
si sostituisce ad A una matrice -4 di ugual immagine e con rango esattamente uguale
a dimV, ottenuta per esempio considerando solo le colonne di A che formano una
base di ImA = V.

EsEMPIO 6.8 Vogliamo equazioni parametriche del sottospazio U C R* dell'Esem-
pio 6.5. Un primo insieme di equazioni parametriche I’abbiamo subito:

xy =t — 29 + 83,
Tg = —t1 + tz - 5t3,
z3 = 3t; + 6i3,

x4 = 2t + o + t3.

In realtdh, come abbiamo visto nell’Esempio 6.5, ci sono dei parametri superflui in
quanto la dimensione di U & 2, non 3. Utilizzando la base di U che avevamo trovato
in quell’Esempio otteniamo come equazioni parametriche

) =1 — 23,
zqg = —t1 + t2,
z3 = 3,

T4 = 2ty + L2,

Vediamo ora le equazioni cartesiane. Dato che con le parametriche ce la siamo
cavata usando soltanto applicazioni lineari (o meglio, matrici), cerchiamo di fare al-
trettanto in questo caso. Dato un sottospazio V di R™ vogliamo descriverlo come
nucleo di una matrice B € M »(R), cioé dire che z € V se e solo se Bz = 0. In

|
|
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coordinate, z € V' se e solo se

biizy + -+ bipzn =0,

: (6.5)
bpr®y + « <+ + bpny = 0.

Definizione 6.3 Le (6.5) sono equazioni cartesiane (lineari) per il sottospazio V,
che risulta essere lo spazio delle soi‘1zioni del sistema omogeneo di matrice B.

Osservazione 6.6 In questo caso, la dimensione di V & data da n —rg B (Osserva-
zione 5.8), con rg B < p. Dunque in generale la dimensione di V' potrebbe essere
maggiore del numero di incognite (n) meno il numero di equazioni (p), in quanto
potrebbero esservi delle equazioni inutili (come accade nel sistema omogeneo asso-
ciato al sistema studiato nell’Esempio 6.2). Di solito, in tal caso si sostituisce a B
una matrice B di ugual nucleo e con esattamente rg B = n — dim V righe, ottenuta
per esempio tramite una riduzione a scala di B. In particolare, anche le equazioni
cartesiane si'guardano bene dall'essere uniche.

EseMPIO 6.9 1l sottospazio V C R* delle soluzioni del sistema

-2z + 29 — Tzg + x4 = 0,

{2x1—-w2+4x3+m4=0,
43y — 2x9 + 53 + 424 = 0,

ha come equazioni cartesiane il sistema appena scritto, ciot il sistema Bz = O con
B={-2 1 =71

Per quanto visto nell’Esempio 6.2, a B possiamo sostituire la matrice

- 2 -1 4 1
B“]oo—?,z

ottenendo
{2.’1,‘1 —~xg+4z3 +24 =0,
{

—3z3 + 2x4 = 0, (6.6)

come altre equazioni cartesiane per V.

A questo punto si pongono due problemi: & vero che ogni sottospazio di R™ &
descrivibile da equazioni cartesiane lineari? E in tal caso, come si passa da equazioni
parametriche a equazioni cartesiane o viceversa?

Passare da equazioni cartesiane a equazioni parametriche & facile: basta effettuare
una riduzione a scala e risolvere all’indietro il sistema omogeneo corrispondente.
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EseMPio 6.10 Vogliamo equazioni parametriche per il sottospazio V C R? dell’E-
sempio 6.9. Risolvendo all'indietro il sistema (6.6) troviamo

_1 11
{ml = 5T — g T4,

2
T3 = 3%4;
quindi equazioni parametriche sono

1 11
z1 = 5t — Ft2,

T2 :‘tlv
| R %th
z4 =12,
ovvero V =Im A con
1/2 —11/6
1 0
A=14o  o3
0 1

Viceversa, si pud sempre passare da equazioni parametriche a equazioni cartesiane
(per cui, in particolare, ogni sottospazio pud venire descritto da equazioni cartesiane
lineari). Sia V =ImA C R", in*modo che i vettori v € V siano della forma v = At.
Per passare a equazioni cartesiane, dobbiamo trovare quali condizioni devono soddi-
sfare le coordinate di v € R™ perché il sistema At = v ammetta soluzione. Effettuiamo
una riduzione a scala; otteniamo il sistema equivalente St = ¢, dove S & a scala con
le ultime n — rg A righe nulle. Dunque il sistema At = v & compatibile se e solo se
le ultime 7 — rg A compouenti di ¢ sono uguali a zero — e queste sono le equazioni
cartesiane cercate.

Esempio 6.11 Applichiamo questo metodo al sottospazio U = Im A dell’Esem-
pio 6.8, dove :

1 =2
-1 1
A=|3
2 1

Operando una riduzione a scala sul sistema At = v otteniamo

1 -2z 1 -2 Ty 1 -2 T ‘
-1 1 |z 0 -1] z2+ 1 ., 0 -1 T+ )
3 0|zs |0 6 |=zs—3m 0 0.|zs—3w +6(z2+m1)
2 1124 0 5 lxzq—2m 0 0 |zq—2x +5(x2+x1)
oVVvero
1 -2 T
0 -1 Ty + T2
0 0|3z +6xs+2x3’
0

0 13z;+5zy +24
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per cui delle possibili equazioni cartesiane sono

3z1 +6z0 423 =0,
3zy + 5z + x4 =0.

Osservazione 6.7 Un altro metodo per passare da equazioni parametriche a equazioni
cartesiane verrd descritto nell’Esercizio 7.24.

Osservazione 6.8 E molto facile trovare le equazioni cartesiane di una intersezione.
Infatti se Bz = O sono equazioni cartesiane del sottospazio U ¢ R™, e Byx = O
sono equazioni cartesiane del sottospazio W C R™, allora z € U NW se e solo se
soddisfa sia Byz = O che Baz = O, per cui le equazioni cartesiane di U N W sono
semplicemente

Blﬂ’) = O,

Byx = 0.

6.5 Sottospazi affini

Abbiamo quindi visto come descrivere i sottospazi vettoriali di R™, e dunque in par-
ticolare insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo. In questo paragrafo
discuteremo come descrivere 'inisieme delle soluzioni di un sistema lineare non omo-
geneo — 0 meglio, I'analogo in spazi vettoriali qualunque.

Definizione 6.4 Un sottospazio affine L di uno spazio vettoriale V' & un sottoin-
sieme di V' della forma

L=vg+W={wp+w|lweW},

dove vg € V e W & un sottospazio vettoriale di V; diremo che L & parallelo a W, ¢
che W 2 il sottospazio di giacitura di L. La dimensione dim L di L & per definizione
uguale alla dimensione di W.

Osservazione 6.9 Di solito, un sottospazio affine di dimensione 1 si chiama retta, e
uno di dimensione 2 piano. A volte, un sottospazio affine di V' di dimensione dim V-1
viene chiamato iperpiano.

In parole povere, un sottospazio affine & un traslato di un sottospazio vettoriale.
Per esempio, una retta che non passa per l'origine, o un piano che non passa® per
l'origine, sono sottospazi affini. Inoltre, il Teorema di struttura (Proposizione 5.1) ci
dice che I'insieme delle soluzioni di un sistema lineare Az = b & un sottospazio affine,
parallelo allo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo associato Az = O.

3 0 anche che ci passa; 1 sottospazi vettoriali sono particolari sottospazi affini, basta pren-
dere vo = 0.
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Un sottospazio affine di R™ pud essere descritto con equazioni parametriche o
cartesiane, a seconda di come viene descritto il sottospazio di giacitura W,
Definizione 6.5 Diremo che un sottospazio affine I, C R™ & descritto da equazioni
parametriche se

L={v=At+v cR* |t €R*} =vo+ImA,

per qualche vp € R™ e A € M, (R); il sottospazio affine L & I'immagine dell’applica-
zione F: R¥ — R™ data da F(t) = At + vp. In questo caso, il sottospazio di giacitura
ha equazioni parametriche w = At. .
Definizione 6.6 Diremo che un sottospazio affine L C R™ & descritto da equazioni
cartesiane se

L={zeR"|Bzr=>5}

per qualche B € M, »(R) e b € R?; il sottospazio affine L & l'insieme dei vettori di R™
dove l’applicazione G:R™ — R? data da G(z) = Bz — b si annulla. In questo caso, il
sottospazio di giacitura ha equazioni cartesiane Bz = O.

Di nuovo si pone il problema di passere dalle equazioni parametriche a quelle
cartesiane e viceversa. Se Bz = b sono equazioni cartesiane, risolvendo il sistema
troviamo equazioni parametriche?. Viceversa:

Proposizione 6.4 Sia L C R™ un sottospazio affine di R™ di equazioni parametri-
che v = At + vg, e siano Bz = O equazioni cartesiane del sottospazio di giacitura.
Allora equazioni cartesiane di L sono date da

Bz = Bug. (6.7)

Dimostrazione. Infatti, un vettore z € R appartiene a L se e solo se z —up € W,
che accade se e solo se B(x —vg) = O. 0

EsemPio 6.12 Consideriamo il sistema lineare

2z, — 2o+ 23 =1,
{ xg+ 33 =3,
z +x3 =2,

di matrice dei coefficienti B e vettore dei termini noti b dati da

2 -1 1 1
B=1i{0 1 1}, b=13].
1 0 1 2

4 1In altre parole, “risolvere” un sistema llneare vuol dire passare da equazioni cartesiane a
equazioni parametriche. )

i
h
'
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Linsieme L delle soluzioni di questo sistema & un sottospazio affine di R?; vogliamo le
sue equazioni parametriche. Effettuando una riduzione a scala troviamo che la terza
equazione & inutile; risolvendo all'indietro il sistema a scala formato dalle prime due
otteniamo le equazioni parametriche

Ty =2—1t, 2 -1
{x2=3——t, ciog z=13|+tj-1},

xr3 = i, 0 1
2 -1
Quindi I & una retta passante per |3| e parallela a | —1].
0 1

ESEMPIO 6.13 Consideriamo il sottospazio affine L C R4 di equazioni parametriche

z;=3+s5—1,
T9 = —~1+2s,
z3 =1+ 2t
x4 =S85+t
cioe v = At + v, con '
1 -1 3
2 0 -1
A= 0 2 e v =| 4
11 0

Effettuando una riduzione a scala del sistema At = v, troviamo

1 —-11x 1 -1 T 1 -1 1

2 0|z N 0 2 | x9— 2$1 . 0 2 Ty — 2:31 3
0 2 | x3 0 2 T3 0 0|xz3—x2+ 2x) ’
1 1 lay 0 2 T4 — T 0 0 T4 —224+21

quindi la Proposizione 6.4 ci dice che le equazioni cartesiane di L sono

{2161—$2+$3=8,
Ty —To+ T4 =4

Osservazione 6.10 Quante equazioni cartesiane servono per descrivere una retta nello
spazio? Le equazioni cartesiane sono della forma Bz = b, con z € R® e B € M, 3(R).
Dovendo descrivere una retta, occorre che 1 = dimKer B = 3 — 1g B, ciogé occorre
che rg B = 2. Quindi (dopo aver eliminato le equazioni inutili) p = 2, ciog per
descrivere una retta nello spazio servono 2 equazioni cartesiane. Analogamente, per
descrivere una retta in R™ servono n — 1 equazioni cartesiane.

Concludiamo con un’ultima definizione.

Definizione 6.7 Siano I, Ly € V due sottospazi affini, di sottospazi di giacitura
rispettivamente W; e Wo. Diremo che Ly ed Lg sono parallelise W, C Wy oWy C Wi

Esercizi

Esercizi

6.1 Risolvi il sistema a scala

Ty — T2+ T3~ Tg+Ts—Te=1,
z3 — 2x4 + T5 + 36 =0,

5 — T = 2.
6

6.2 Studia (ciod vedi se ammettono soluzioni, e in tal caso trovale) 1 sistemi
5z + 4y + Tz =3,
z+2y+32=1,
z—-y—2z=0,

3z + 3y +5z=2.

14z + 2y + 2z + T+ 1w =0,

{4m+y+z+2v+3w=0,
15z 4 3y + 32 + 6v + 10w = 0;

N

6.3 Studia al variare del parametro k € R i seguenti sistemi

z+(k-Dy+z=1,

(2k -3z +y+(k—1z=3-k
2z + ky + kz =k,

kx + 2y + (2k — 2)z = 4 K;

3k +3y+ (k+2)z=Fk+2,
z+2y+2z=k+1,
z+ky+kz=1

6.4 Studia al variare dei parametri c, 8 € R il sistema

ar+y+z=1,
{ z+oy+z=0,
z+y+az=p5%
6.5 Se A & una matrice quadrata di ordine n, dimostra che il rango di A & uguale al
mumero di pivot (nel senso del Paragrafo 3.3) non nulli ottenuti con una qualunque
eliminazione di Gauss di A.

6.6 Sia A € M;33(R) la matrice

0 1 1
A=12 3 T}
1 -3 -1

Trova dimensione e base di Ker 4, Im A, Ker AT ¢ Im AT, e studia il sistema Az = by
al variare del parametro k € R, dove

k
b= 5 | € R3
)
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6.7 Trova dimensione e base del nucleo ¢ dell'immagine delle seguenti matrici e delle
loro trasposte:

L3 11 2 1 -1 =1
10 0 1

2 -1 —2 2|,

s s 1 4 01 1 1
12 1 1

6.8 Sia A, € M3 3(R) la matrice

a o a+l
2 0 «

Determina, al variare di o € R, le dimensioni di Ker A, e Im A, e trova per quali
valori di o si ha R? = Ker A, & Im A,.

6.9 Sia T:R3 — R? data da
y+z
2r4y—2z2
z ’
2z + 2y

T

N w8

Determina immagine e nucleo di T', e se U, W sono i sottospazi di R? dati da

2 0 -1 0
U=8pan{|1l],|-1 e W = Span 0,117,
0 2 1 0

trova dimensione e base per T'(U) N T(W).
6.10 Considera i sottospazi di R? dati da
U={zeR* |2 +2y—24=0,3x3~ 324=0} e W={zeR'|2z~z5=0}

Trova dimensione, base, equazioni cartesiane ed equazioni parametriche per U + w
eUNW.

6.11 Consideriamo i seguenti due sottospazi di R3:

1 2 3 0 2
U=3S8pan | |0{,{2},2 e W =Span [ |1],|—1]1];
1] [1] {2 1 0

vogliamo trovare dimensione e base di U N W. Procedendo come al solito dobbiamo
effettuare la seguente riduzione a scala:

1230 2 1 2 3 0 2 123 0 2
0221 -1{— |02 2 1 —1f—|0]22 1 -l|=8
1121 0 0 -1 -1 1 -2 00 0]3/2 —5/2
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Dunque la matrice ha rango 3, per cui dimUNW =53 = 2. Per trovarne una base
dobbiamo prima trovare una base di Ker S. Risolvendo all'indietro si vede che

-1 ~4/3
-1 ~1/3

KerS=Span}{zi=11{.z:= 0
0" 5/3
0 1

per cui UNW = Span (¢~ (1), 9~ " (22)). Ma sfortunatamente si ha P (z)) = O;

- dunque -

2
UNW =Span [ 9" (22) = |2/3
5/3

e stavolta si ottiene dimU N¥ = 1. Dov'e l'errore?
6.12 B possibile trovare in R tre sottospazi Vi, Vo, Vi di dimensione 2 tali che

Vlﬁ‘/:z=V1r\VE;=VgﬂV;;={O}?

-

6.13 Considera i sottospazi

)

0
t
1

—_ e O
~~ O O

o {1] [*
Vi=S8pan | |1},|t},|0 ) CR* 1 = Span
¢y 11y 10 -1
al variare di ¢ € R. Determina dimensione e base di [} Vi e di N} W
13 Lem
6.14 Quante equazioni cartesiane servono per descrivere un piano in R"?
6.15 Determina equazioni cartesiane e parametriche per il sottospazio di R? gene-
rato dai vettori
1 2 3
2 3 1
1} 1y’ 1
1 0 —2

6.16 Trova equazioni cartesiane della retta s C R di equazioni parametriche

.’L‘]':t—T,
-T‘.Z:—'t'}’_r—)w
$3:-t—6,
."(:'4=t45,
l‘,{,=t+3.

R AR
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6.17 Trova equazioni cartesiane del sottospazio vettoriale di R? di equazioni para-
metriche

zy =ty + 3ig,
T2 = 13 + i3,
x3 = 2t; +13,

x4 =1ty + tg + t3.

6.18 Trova equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio di R? dato da

1] {0y 0 |0
3 1] |¢] o] |2t
Vi=Span |\ piefolelel o]
1l dal fal to

al variare di t € R.

6.19 'Trova equazioni parametriche e cartesiane per il sottospazio W di My 3(R)
generato dalle matrici )

(Suggerimento: comportati come se M 3(R) fosse RE.)

6.20 Siano W, e W, sottospazi di uno spazio vettoriale V, e vy, v2 € V. Dimostra
che v; + Wy = vy + Wy se e solo se Wy = Wy e vp — vy € Wy = Wj. In particolare,
vy + Wi & un sottospazio vettoriale se e solo se vy € Wi.

6.21 Definisci i concetti di equazioni parametriche e cartesiane lineari per un sot-
tospazio affine di uno spazio vettoriale V qualunque. {Suggerimento: utilizza appli-
cazioni lineari da V a R™ o viceversa.)

6.22 Siano Ly = v1 + Wy ed Ly = vy + Wa due sottospazi affini di uno spazio
vettoriale V, e poniamo Wy = Wi + W + Span (v — v1). Dimostra che Lo = v1 + Wo
& il pitt piccolo sottospazio affine di V' contenente sia Ly che Ly. 1l sottospazio affine Lo
viene chiamato somma di L, ed Lo, e indicato con Ly + La.

6.23 Siano I; ed L, due sottospazi affini di uno spazio vettoriale V. Dimostra il
Teorema di Grassmann per sottospazi affini:

d)m(Ll + L2) -+ d)m(Ll n Lz) < dim Ll + dim Lg,
dove per convenzione si pone dim(Ly N Ly) = ~1 se Ly N Ly = @. Dimostra che
'uguaglianza vale se e solo se L1 N Ly # @ oppure LiNLy =2 e Wi NWy = {0}.

6.24 Dimostra che due sistemi compatibili sono equivalenti se e solo se le equa-
zioni di ciascuno dei due si' possono ottenere da quelle dell’altro tramite operazioni
elementari.

7

Matrici e applicazioni lineari

Nel Capitolo 5 abbiamo introdotto le applicazioni lineari; in questo capitolo ne ri-
prendiamo lo studio concentrandoci sulle operazioni che possiamo effettuare con esse.
Vedremo come sommarle e moltiplicarle per uno scalare, in modo che I'insieme delle
applicazioni lineari fra due spazi vettoriali dati risulti essere a sua volta uno spazio
vettoriale. Studieremo la composizione di applicazioni lineari, e questo ci condurra
alla fondamentale nozione di isomorfismo fra spazi vettoriali. Vedremo anche che
tutte e sole le applicazioni lineari fra R™ ed R™ sono quelle della forma L4 dove A
& una matrice m x 7, e quindi definiremo il prodotto di matrici tramite la composi-
zione delle corrispondenti applicazioni lineari. Infine ci soffermeremo sul caso delle
matrici quadrate, dando diversi criteri per stabilire quando una matrice & invertibile
e descrivendo un algoritmo per il calcolo dell’inversa.

7.1 Composizione e isomorfismi

11 nostro primo obiettivo & definire una struttura di spazio vettoriale sull’insieme delle
applicazioni lineari fra due spazi veitoriali dati. Per farlo & sufficiente imitare quanto
visto nell’Esempio 4.2.

Definizione 7.1 Siano V e W due spazi vettoriali, S, T:V - W due applicazioni
lineari e A € R. Definiamo le applicazioni S+ T:V — W e ATV — W ponendo

(S + T)(v) = S{v) + T(v) e (M) = MT())

per ogni v € V. Le applicazioni S+ T e AT sono ancora lineari, come si verifica
subito: per esempio ‘

(S +T)(w) = S() + T(w) = AS(v) + AT(v) = A(S(v) + T()) = MS+T)(v),

e cost via (controllare, prego). Sia L(V,W) I'insieme delle applicazioni lineari da V

in W; con queste operazioni £(V,W) diviene uno spazio vettoriale (esercizio). In
particolare, lo spazio L£(V,R) delle applicazioni lineari da V in R si chiama spazio
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duale di V e si indica con V' (0 V*). Maggiori informazioni sul duale di uno spazio
vettoriale le troverai nei Complementi al Capitolo 8.

Ora, vi & un’altra operazione naturale fra applicazioni lineari: la composizione.

Definizione 7.2 Siano S:U — V e T:V — W due applicazioni lineari; allora la
composizione di S e T' & Papplicazione T 0 S: U — W data da

YueU (T o S)(u) = T(S(w)).

Proposizione 7.1 Siano S:U — V e T:V — W applicazioni lineari fra gli spazi
vettoriali U, V e W. Allora la composizione T o $:U — W & lineare.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice verifica. Presi uy, g € U si ha

(T o 8)(ur +u2) = T(S(ur +u2)} = T(S(wy) + S(ug))
= T(S(w)) + T(S(u2)) = (T 0 )(ur) + (T o S)ua).
In modo analogo si dimostra che T & omogenea (esercizio). (]
Osservazione 7.1 Nel caso in cui U = V = W, cioé quando sia T che § sono endo-
morfismi, risultano definiti sia T'0 § che SoT. In generale, perd, la composizione non

& commutativa, ciod To S # SoT.

EseMPIO 7.1 Definiamo S, T:R® — R3 ponendo

T z T T
Sly|l=1y ‘e Tly|l=|=z
z 0 z 0
Allora
T T T x
(SoT)y|=|2|#|0|=(ToS)|y
z 0 0 z

Ovviamente, esistono endomorfismi che commutano; per esempio, se S:V — V &
un endomorfismo qualunque, allora Soidy =idyoS=S5e S00 =005 =0.
La composizione, come nel caso di funzioni qualunque, & sempre associativa:

Ro(SoT)=(RoS)oT

non appena R, S e T sono applicazioni lineari tali che SoT', RoS, Ro(SoT) e (RoS)oT
siano definite. E facile verificare {esercizio) che la composizione & distributiva rispetto
alla somma e al prodotto per scalari, cioé che

(S1+82)0T =80T+ 80T, So(Th1 +Ty) =80T+ 50Ty,
(AS)o T =X(SoT) =S80 (A1),

vy 2 ST SR
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non appena tutte le applicazioni lineari coinvolte sono definite. In particolare, quindi,
L(V,V) con la somma e la composizione & un anello non commutative (in cui l'e-
lemento neutro rispetto alla sormma & applicazione nulla O e quello rispetto alla
composizione ¢ lidentita idy).

Definizione 7.3 Diremo che un’applicazione lineare 1V — W & invertibile se
esiste un’applicazione lineare SIW —

, Vinversa di T, tale che T o
e SoT =idy. L'inversa di T, se esiste, si indica con 7%,

= idw

Osservazione 7.2 L'inversa, se esiste, & unica: se S ed S’ sono due inverse di un’ap-
plicazione T, abbiamo

-

8§ =8oidw=580(ToS)=(50T)oS=idyoS=S.

Nella definizione di inversa abbiamo richiesto, per chiarezza, che l'inversa sia
lineare: stiamo lavorando in spazi vettoriali con applicazioni lineari, per cui un’in-
versa non lineare (che non rispetta le operazioni) sarebbe del tutto inutile. In realts,
risulta che non appena T:V — W & invertibile come funzione {ciod non appena &
bigettiva), allora I'inversa & automaticamente lineare:

Proposizione 7.2 Sia T:V — W un’applicazione lineare. Allora T & invertibile se
¢ solo se & iniettiva e surgettiva.

Dimostrazione. Se T' & invertibile & chiaramente bigettiva. Viceversa, supponiamo T
injettiva e surgettiva; allora esiste la funzione inversa S:W — V. Dobbiamo solo
dimostrare che S ¢ lineare.
Prendiamo w; e wy € W, essendo T' surgettiva, esistono v1, vy € V tali che
si abbia T(v1) = w1 e T{vy) = wy. Allora T(v; + v2) = w; + wo; applicando S
otteniamo
S(wl +'w2) =Y + vy = S(wl) -+ S(’LU2)

Analogamente si dimostra (esercizio) che S(Aw;) = AS(wy). (]

Corollario 7.3 Sia T:V — W un'applicazione lineare. Supponiamo che si ab-
bia dimV = dimW. Allora T é invertibile se e solo se & iniettiva se e solo se &
surgettiva.

Dimostrazione. Da un lato, T invertibile implica T iniettiva e surgettiva; poi, per
il Corollario 5.8.(iii), T iniettiva (rispettivamente, surgettiva) implica T surgettiva
(rispettivamente, iniettiva), e le due cose insieme implicano T invertibile. ]

In particolare, un endomorfismo T:V — V. & invertibile se e solo se & iniettivo (o
surgettivo); quindi per vedere se & invertibile, basta controllare se Ker T" = {0}.

L'esistenza di un’applicazione T:V — W lineare invertibile fra due spazi vetto-
riali V e W implica dimV = dim W (perché? Confronta con I’Esercizio 7:8). Di
pit: ci dice che V e W sono essenzialmente lo stesso spazio; qualunque cosa. accada
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in V possiamo, tramite T, trasferirla in W e leggerla Ii; e viceversa, tramite T-1. Per
questo motivo introduciamo la seguente definizione:

Definizione 7.4 Due spazi vettoriali V e W sono isomorfi (e si scrive V = W) se
esiste un'isomorfismo fra V e W, cioé un’applicazione lineare invertibile T:V — W.

EseEMPIO 7.2 Lo spazio My, (R) & isomorfo a M, »(R). L'isomorfismo & la tra-
sposizione T: My, n(R) — My (R); infatti il fatto che (AT)T = A per qualunque
matrice A ci dice che Dinversa della trasposizione & ancora la trasposizione (perché?).

EsEMPIO 7.3 Lo spazio My, »(R) & anche isomorfo a R™", tramite P'applicazione

T: My n{R) — R™" che prende le colonne della matrice e le mette una sotto 'altra:
Al

T (lA1 e Am

L’applicazione T & ovviamente lineare e bigettiva, per cui & un isomorfismo.
’ > i .

o e L
EseMPIO 7.4 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n; prendiamo una sua
base B = {v),...,v,}, e sia Fg:V — R™ l'applicazione lineare definita nell’Esem-

pio 5.7. Allora F & un isomorfismo; V'inversa & 'applicazione S:R" — V data da

al
Ya=1|':@|€eR"”
Qn

S(a) = q1v1 +* + apUn.

Osservazione 7.3 Questo esempio ci dice che ogni spazio vettoriale su R di dimen-
sione n & isomorfo a R™; quindi perché non limitarsi a R™ invece di studiare gli spazi
vettoriali in generale? Per almeno due motivi. Prima di tutto, I'isomorfismo sopra
descritto non &, come si dice, naturale o canonico; non & univocamente definito una
volta dato lo spazio V; dipende dalla scelta di una base. Una volta fissata una base B
hai Pisomorfismo e puoi trasformare tutti i problemi su V' in problemi su R"; ma chi
dice che sia la base giusta? Che con un’altra base non sia tutto pilt semplice? E
poi, di solito, uno desidera delle risposte che non dipendono dalla base scelta; V'iso-
morfismo Fp pud essere (e lo &, come vedremo nel prossimo paragrafo) molto utile
come strumento di calcolo, ma poi alla fine i risultati li vogliamo in V, non in R",
indipendenti dalla base scelta. L’isomorfismo dell’Esempio 7.2 & invece di tutt’altro
genere: non dipende da alcuna scelta, e ci permette a tutti (o quasi. . .) gli effetti di
identificare Mo, n(R) € My, m(R) come spazi vettoriali.

Ma non basta: due spazi vettoriali isomorfi possono essere considerati lo stesso
spazio solo quando ci interessano unicamente la strutiura e le operazioni di spazio
vettoriale. Se sono in gioco altre strutture, i due spazi devono rimanere accurata-
mente distinti. Per esempio, Ryt] & isomorfo a R4. Ma coi polinomi possiamo fare
tante cose che su R? non hanno molto senso: possiamo dire “quanto vale il polino-
mio p(t) nel punto ¢ = 27" mentre “quanto vale il vettore v € R?* nel punto ¢ = 27"
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non significa, proprio nulla. Un esempio anche pitl importante & £(V,V): mentre la
composizione di applicazioni lineari & un’operazione assolutamente naturale e quasi
inevitabile (e senza la quale non saremmo qui a porci questo problema), la “compo-
sizione” di vettori di R™ & un concetto un po’ forzato.

La morale di tutto cid & che gli isomorfismi Fz sono degli ottimi e importanti
strumenti di calcolo, ma non ci devono far dimenticare che una cosa sono gli spazi
vettoriali in generale, e un’altra gli spazi R™ (o che una cosa sono le applicazioni
lineari e un’altra le matrici).

Dopo tutto questo bel discorso vediamo invece due isomorfismi naturali, cioé che
non dipendono da alcuna scelta arbitraria:

Proposizione 7.4 (i) Per ognin, m € N lo spazio L(R™,R™) & isomorfo allo spazio
delle matrici My, o(R). In particolare, lo spazio duale (R™)' & isomorfo allo spazio
dei vettori riga M, ,(R).

(ii) Sia V uno spazio vettoriale. Allora lo spazio L(R,V'} & isomorfo a V.

Dimostrazione. (i) Sia L; My, »(R) — L(R",R™) Papplicazione che associa alla
matrice A € M, »(R)_Papplicazione linearq_@%_.e L(R™, R™); l'idea & che L &
Pisomorfismo cercato. Prima di tutto, dobbjamo dimostrare che L & lineare, ciod
che Layp=La+ Lp eche Lys = AL 4. Ma infatti

Lays(z) = (A+ Bjz = 5(A' + B) + - -- + 2, (A" + B")
= (@A + -+ 2, AN 4 (4B 4+ 2, BY)
= Az + Bz = La(z) + Lp(z) = (La + Lp)(z)

per tutti gli z € R™, per cui Layp = L4 + L. Analogamente,
Lya(z) = z (AAN + - c+ 2 (AA™) = Mz Al 4 -+ 2, A™) = A(LA'(m)) = (ALa)(z)

qualunque sia A € R, e ci siamo.

Per dimostrare che L & un isomorfismo, vogliamo costruirne l'inversa. Noi sap-
piamo che un’applicazione lineare & completamente determinata dai valori che assume
su una base (Proposizione 5.2); quindi ogni 7" € L{R™, R™) & completamente descritta
dai vettori T'(e1),...,T(e,). Consideriamo allora I'applicazione

J: L(R™, R™) — Mp, n(R)

che associa all’applicazione lineare T € L(R™,R™) la matrice che ha come prima
colonna T'(ey), come seconda colonna T'(e3) € cosi via:

ID) = [rten) - 7

Vogliamo dimostrare che J & P'inversa di L. Grazie alla Proposizione 7.2, ci basta far
vedere che Lo J e J o L sono P'identitd degli spazi appropriati, senza perder tempo a
dimostrare che J & lineare (anche se ¢ facile verificarlo). "

i



146  Capitolo 7

Per far vedere che J o L = idyy,, , (r) basta dimostrare che la j-esima colonna della
matrice J(L4) & esattamente Ad, qualunque siano A € Mma(R) e j=1,...,n E
infatti la j-esima colonna di J(L ) & proprio La(e;) = AJ | grazie a (5.4).

Viceversa, prendiamo T € L(R",R™); grazie al Corollario 5.3, per dimostrare
che (Lo JYT) = T ci basta far vedere che Ljry(e;) = T(ej) per j = 1,...,n. E
infatti, di nuovo (5.4) ci dice che Lyery(e;) & la j-esima colonna di J(T), ovvero, per
definizione, T'(e;).

(ii) L'idea della dimostrazione & la seguente: un’applicazione lineare T € L(R, V) &
completamente determinata dal valore su una base; {1} & una base di R, e quindi (1)
determina completamente T'. Dunque viene naturale tentare di dimostrare che ’ap-
plicazione &: L(R, V) — V definita da ®(T) = T(1) & 'isomorfismo cercato.

L'applicazione @ & chiaramente lineare (esercizio); dimostriamo che & iniettiva e
surgettiva. I iniettiva: se $(T) = O abbiamo

YA eR T\ = 2T(1) =20 =0,

per cui T = O; dunque Ker® = {0}, e Viniettivith di ® segue dalla Proposi-
zione 5.5.(1v).
Infine, & surgettiva: preso v € V, definiamo T, € L(R, V) ponendo T,(A) = Av.
Allora ‘

"I)(Tv) =T,(1) = v,

per cui v € Im @, ed & fatta. O
In particolare, tutte le applicazions lineari da R a R™ sono del tipo L 4 per un’op-

portuna matrice A € Mm (R), in quanto Papplicazione L: Mm.n(R) — L(R™,R™)
definita nella dimostrazione della Proposizione 7.4 & bigettiva.

EsEMPIO 7.5 La matrice associata all'identita di R™ deve avere come j-esima co-
lonna idg» (e5) = €55 quindi otteniamo la matrice identica
1
I n = - ’
1
dove gl spazi bianchi vanno riempiti di zeri; a volte scriveremo I al posto di I.
Analogamente, l’applicazione nulla viene associata alla matrice nulla
0 --- 0
0= R . .
0 --- 0
Osservazione 7.4 Gli elementi della matrice identica sono spesso indicati con 8;;, dove
bii = 0 sei#7,
U1 sei=j.

1l simbolo &;; & chiamato delta di Kronecker.
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7.2 Prodotto di matrici

Abbiamo quindi visto che le applicazioni lineari fra R™ ed R™ sono essenzialmente la
stessa cosa delle matrici m x n; quindi deve esistere per le matrici un analogo della
composizione fra applicazioni lineari. Prendiamo allora due matrici 4 € M, (R)
e B € M, »(R), e le relative applicazioni lineari L4:R™ — R™ ed Lg:R? — R". 1
d.o¥n1ni ¢ i codomini sono messi in modo tale da permetterci di considerare la compo-
sizione L4 o Lp:R? — R™, che & un’applicazione lineare appartenente a L(R?, R™).
Per quanto visto, deve quindi esistere una (e una sola) matrice C € M, ,(R) tale
che Lc = Lgo Lp. ’

D.eﬁpizione 7.5 Date due matrici A € My n(R) e B € My p(R), diremo che la
matrice C € M p(R) tale che Ly o Lg = L¢ & il prodotto (righe per colonne) di A
e B, e scriveremo C = AB (o, talvolta, C = A - B). In particolare si ha

L AO L B = L AB-

‘ Prima di controilare se questo prodotto ha le proprieta necessarie per essere con-
mdergto tale, vediamo come si calcola esplicitamente. La colonna j-esima C7 della
matrice prodotto C' = AB dev’essere 'immagine tramite L4 o Lp del vettore e; della
base canonica; quindi

Crj -
=C =LsoLgle;) = La(BY)
Cmj
an o Gin || by anbyj 4+ -+ ainbnj
@m1 ' Qmn bnj amlblj e+ amnbnj

per j =1,...,p. In altri termini, I'’elemento di posto (4, ;) della matrice AB &
(AB)ij = ¢ij = ainbij + -+ + Qinbn; = A;BY, (7.1)

giustificando il nome di prodotto righe per colonne.

Osservazione 7.5 Perché AB sia definita occorre che il numero di colonne di A sia

uguale al numero di righe di B, in modo che la composizione L 40 L g e la formula (7.1)
abbiano senso. ‘

EseMPIO 7.6 Pili che un esempio & un esercizio: verifica che i seguenti prodotti di
matrici siano corretti. 3

13|13 6 1]_Jo 3 1] 111 1] _[o o
2 4||-1 -1 0|7 |2 8 2|’ -1 1|1 11T |0 qf
{1 2[]1 2| _[1 4] |7 10| _[1 2[]1 2 f
3 4|0 1|%[3 10|73 4|7 |o 1|3 4| |
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In particolare, quindi, il prodotto di matrici non & commutativo, e moltiplicando due
matrici non nulle possiamo ottenere la matrice nulla (vedi I'Esercizio 7.23).

Osservazione 7.6 Se consideriamo un vettore £ € R™ come vettore colonna, si vede
subito che il prodotto di una matrice A € Mom.»(R) per la colonna z € M, (R} &
esattamente quanto abbiamo da sempre indicato con Az, per cui non ¢’¢ rischio di
confusione.

Vediamo ora se il prodotto di matrici gode delle proprietd necessarie per giusti-
ficare il nome “prodotto”. Nell'enunciato seguente, dire che delle matrici hanno “le
dimensioni giuste” significa che hanno dimensioni tali da rendere possibili tutte le
operazioni (somme e prodotti) considerate,

Proposizione 7.5 Siano A,-B e C matrici delle dimensioni giuste, e A € R. Allora:
(i) A(B+C)=AB+ACe(A+B)C = AC+ BC;

(i) (MA)B = MAB);

(iii) (AB)C = A(BCY;

(v) AI=IA=Ae AO=0A=0;

(v} (AB)T = BTAT. '

Dimostrazione. (i), (ii) e (iii) si dimostrano tutte allo stesso modo; dimostriamo per
esempio (iii), lasciando le altre due per esercizio (Esercizio 7.13). Siccome l'appli-
cazione L che associa a una matrice A Vapplicazione lineare Ly & un isomorfismo
(e in particolare & bigettiva), per dimostrare che (AB)C = A(BC) basta far vedere
che Liasyc = Lase). Questo segue subito dalla definizione di prodotto e dalle
proprieta della composizione di applicazioni linearl: infatti,

Liapye =LapoLe=(LaoLp)oLe=1Lao(lpo Lg)=LaoLgc = Lascy-

La (iv) segue subito dal fatto che Ly = id e Lo = O; rimane quindi solo da
dimostrare (v). Nel caso in cui A sia un vettore riga a € Mj o(R) e B un vettore
colonna b € M, 1(R) abbiamo

(ab)T = ab=ajby + -+ anbn = bra,

dove la prima uguaglianza vale in quanto ab & un numero reale!, per cui la (v) in
questo caso & verificata.

Vediamo ora il caso generale; poniamo, per semplicita, C'= (AB)T e D = BTAT.
Allora usando (5.2), la definizione di prodotto di matrici € il caso particolare appena
visto otteniamo

diy = (BT)i(ATY = (BYT(4;) = A;B' = (AB)ji = cu

per cui D = C e abbiamo finito. 0O

1 Anche ba e aTbT hanno senso, ma sono entrambe delle matrici n x n, I’una trasposta
dell’altra.
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7.3 Matrici invertibili

Consideriamo l'insieme M, »{IR) delle matrici quadrate di ordine n. Contrariamente
al caso delle matrici rettangolari qualsiasi, il prodotto di due matrici di M, n(lR)
si pud sempre fare ed & ancora un elemento di M,, ,(R), per cui il prodotto xrighe,
per colonne & un'operazione definita su M, ,(R). La Proposizione 7.5 allora ci dice
che con questo prodotto e la solita somma l'insieme M, ,(R) diviene un anello non
commutativo, in cui 'elemento neutro per il prodotto & la matrice identica I,,. L'in-
sie.me M, (R) perd non & mai un corpo, in quanto contiene sempre delle matrici
prive di inversa. Per esempio, se E11 € M, »,(R) & la matrice con 1 al posto (1,1) e 0
altrove, allora E1y A # I, (perché?) per ogni matrice A € M, ,(R).
Le matrici che ammettono un inverso hanno un nome e prbprieta specifiche:

Deﬁ.nizione 7.6 Diremo che una matrice A € M, ,(R) & invertibile se esiste una
matrice B € M, ,(R) tale che AB = BA = I,; la matrice B & Pinversa di A.

s

L'inversa, se esiste, & unica: se B’ & un’altra inversa abbiamo
B'=B'l, =B (AB)=(B'A)B=1,B = B.

L’inversa di A, se esiste, si indica con A~!. L'insieme delle matrici invertibili di
ordine n si denota con GL,(R), dove GL & l'abbreviazione di “gruppo lineare”.

Proposizione 7.6 Sjano A, B € GL,(R) due matrici invertibili. Allora A~', AT
e AB sono invertibili, e si ha

(AN t=4, @A@NHT'=@AN e (AB)'=BTlATL
Dimostrazione. 1l fatto che
AT'A=A4A" =T

ci dice che A & l'inversa di A~1. Trasponendo la precedente uguaglianza troviamo
che (A~")T & l'inversa di AT. Infine,

(BT'A"Y)(AB)=B Y (A"'A)B=B'IB=B"'B=1= (AB)Y(B'A™"),
e B~1A~? & I'inversa di AB. |

In particolare, GL,(R) & un gruppo (rispetto al prodotto, non alla somma: ‘Eser-
cizio 7.22) non commutativo; vedi 'Esempio 7.6. ;

Vi & ora un problema fondamentale: quando una matrice A € M, ,(R) & inverti-

- bile? La risposta & contenuta nel seguente Teorema e nel successivo Corollario:;
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Teorema 7.7 Sia A € My o(R). Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(i) A & invertibile;

(ii) La & invertibile;

(iii) La € iniettiva;

(iv) La é surgettiva;

(v) rgA=mn;

(vi) Le colonne di A sono linearmente indipendenti;

(vii) Le righe di A sono linearmente indipendenti;

(viii) II sistema omogeneo Az = O ha come unica soluzione x = O;

(ix) Per ogni b € R™ il sistema Az = b ha come unica soluzione z = A™'b;

(x) Tutti i pivot di A, comunque determinati, sono non nulli (cioé A & non singolare).

Osservazione 7.7 Per dimostrare equivalenza di queste affermazioni faremo vedere
che la (i) implica la (ix), che a sua volta implica la (x), che a sua volta implica la (viii),
e cosl via fino a tornare al punto di partenza, chiudendo il cerchio. Di conseguenza
ciascuna di queste affermazioni implicherd tutte le altre, per cui saranno equivalenti.

Dimostrazione. (i) => (ix). Supponiamo A invertibile. Allora il vettore v° = A™'b
& soluzione del sistema: infatti Av® = AA™16 = Ib = b. Inoltre & I'unica solu-
zione: se v & soluzione, si ha Av = b e quindi, applicando A~1 a entrambi i membri,
v=A"1b=1°.

(ix) == (x). Teorema 3.3.

(x) == (viii). Di nuovo il Teorema 3.3, applicato al sistema Az = O.

(viii) = (vi). Proposizione 4.4.

(vi) ==> (vii). Proposizione 5.11.(ii).

(vii) == (v). Di nuovo Proposizione 5.11.(ii).

(v} = (iv). Corollario 5.8.(ii).

(iv) ==» (iii). Corollario 5.8.(iii).

(iii) = (ii). Corollario 7.3.

(ii) = (i). L'inversa di L4 dev’essere della forma Lp per qualche B € My (R).
1 allora chiaro (perché?) che B & I'inversa di A. 0
Corollario 7.8 Sia A € M .(R). Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(i) A é invertibile;
(i) esiste una matrice By € M, »(R) tale che BiA=1,;
(iif) esiste una matrice By € M, ,(R) tale che ABy = I,.

Dimostrazione. (i) = (ii), (iii). Basta prendere By=By=A""
(1) = (i). Supponiamo che v € R sia tale che L4(v) = O. Allora. (i) ci da

O = Lp,(0) = Lp, (La@)) = Lp,a(v) = Ly, (v) = v,

per cui Ker L4 = {O}, ciod L & iniettiva e A & invertibile.
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(iii) == (i). Prendiamo v € R"™, e sia w = L, (v). Allora
LA(‘U)) = LA(LB2('U)) = LABQ(’U) = L[n(v) =Y,
per cui L4 & surgettiva, e A & invertibile. 0

Osse.arvazione 7.8 Nel Capitolo 9 vedremo che tutte queste affermazioni sono equiva-
lenti anche a richiedere che il determinante della matrice sia diverso da zero.

Rimane il problema, una volta determinato che A € M, »(R) & invertibile, di come
calcolarne linversa. 1l caso n = 2 & trattato nell’'Esercizio 7.19; per n > 2 giunge in
aiuto I’eliminazione di Gauss. Prima di tutto, grazie al Corollario 7.8 la matrice A &
invertibile se e solo se esiste una matrice X € M, ,(R) tale che AX = [,. Ora, dire
che AX = I, equivale a dire che AXY = e,,...,AX"™ = e,; quindi per trovare X
dobbiamo risolvere simultaneamente i sistemi lineari quadrati

\

Az =¢), ..., Az =en, (7.2)

che hanno tutti la stessa matrice dei coefficienti. La soluzione del primo sistema sara
la prima colonna di A~?, la soluzione del secondo sistema sard la seconda colonna
di A~1, e cosi via.

L’eliminazione di Gauss ci fornisce una tecnica ideale per risolvere un problema
di questo genere; infatti, le operazioni necessarie per ridurre in forma triangolare
superiore i sistemi (7.2) dipendono solo dalla matrice A, e quindi possono essere effet-
tuate una volta sola per tutti i sistemi considerati. Vediamo questo procedimento in
azione su un esempio, in cui sard indicato anche come concludere il calcolo dell'inversa
senza bisogno di risolvere all'indietro i sistemi (7.2) ma usando in modo opportuno
operazioni elementari.

EseMPIO 7.7 Vogliamo determinare l'inversa (se esiste) della matrice

2
A=|4
-2

N =
— O =

Dobbiamo risolvere i tre sistemi Az = e;, Az = ey e Az = e3. Applichiamo I'elimi-
nazione di Gauss ad A e alla matrice identica (che contiene i termini noti dei sistemi
che ci interessano): :

2 11100 2 1 1]1 00 2 1 1100
4 1001 0ol—f0 -1 -2l -2 1 0l—1{0 -1 -2} -2 1 0].
-2 2 10 01 0 3 2|1 01 0 0 —4/ -5 3 1

Quindi la matrice A & non singolare, e in particolare & invertibile. A questo punto,
invece di risolvere all'indietro i tre sistemi triangolari superiori che abbiamd ottenuto,

1

|
|
i
1
i
i
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agiamo con delle operazioni elementari in modo analogo a quanto si fa nell’elimina-
zione di Gauss, ma partendo dalla terza riga in basso e salendo:

2 1 1|1 00 2 1 0|-1/4 3/4 1/4
0 -1 -2{-2 1 0/ — |0 -1 0} 1/2 -1/2 -1/2
0 0 —4{-5 3 1 0 0 -4 -5 3 1
2 0 0f1/4 1/4 -1/4
— lo -1 01l1/2 —1/2 —1/2 =|8|T|.
0 0 —4| -5

La matrice S cosi ottenuta & la matrice dei coefficienti di tre sistemi ancora equi-
valenti ai tre di partenza; i termini noti di questi nuovi sistemi sono contenuti nella
matrice T. Quindi se dividiamo ciascuna riga di T' per il corrispondente pivot otte-
niamo le soluzioni dei tre sistemi di partenza, e quindi la matrice inversa

/8 1/8 -1/8
Al=-1/2 12 172
5/4 -3/4 —1/4

Controlla, per esercizio, che A- A7! = A™1 CA=1Is.

L'Esercizio 9.16 descrive un altro modo per calcolare I'inversa di una matrice.

Esercizi

71 Siano S:U — V e T:V — W due applicazioni lineari fra spazi vettoriali.
Dimostra che rg(T o S) < min{rg S,rg T}.

7.2 Siano T:R? — Ryt] ed S:Rs[t] — R? le applicazioni lineari date da
z
Tly|=z+ 2y — )t +2t* e S(p):lp(o)‘.
; p(1)
Calcola § o T:R® — R? e trova Ker(SoT) e Im(S o T).

7.3 Sia T:V — V un endomorfismo tale che T'oT = O. Dimostra che T+ idy &
invertibile.

7.4 Scrivi un’applicazione lineare da M3 3(R) a Mz 2(R). Trova un isomorfismo
fra M3 4(R) e M;.2(R), se esiste.

7.5 Sia T,:Ryft] — R® 'applicazione lineare data da

p(0)
Vp € Ralt] Ta(p) = pgtg )
p

dove a € R. Trova per quali valori di a 'applicazione T, & un isomorfismo.
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,
7.6 Dimostra che un sistema lineare quadrato Az = b ammette soluzione qualungque
sia b se e solo se il sistema omogeneo Az = O ammette solo la soluzione z = O.

7.7 Un endomorfismo P € L(V,V) tale che P o P = P si chiama proiezione. Di-
mostra che se P & una proiezione allora V = Ker P @ Im P. (Suggerimento: prova a
scrivere v = (v — P(v)) + P(v).)

7.8 Dimostra che due spazi vettoriali di dimensione finita sono isomorfi se e solo se
hanno la stessa dimensione.

7.9 Siano U e W due sottospazi di uno spazio vettoriale V tali che U N'W = {O}.
Dimostra che U @ W & isomorfo al prodotto cartesiano U x W {vedi 'Esercizio 4.27).

7.10 Dato ) € R, quale matrice viene associata all'applicazione T5 € L(R",R"™)
definita da Ty (z) = Az?

7.11  Sia T:V — W un’applicazione lineare, e siano B una base di V e C una base
di W. Dimostra che per ogni v € V le coordinate di T(v) rispetto alla base C si
esprimono come polinomi di primo grado senza termini noti nelle coordinate di v
rispetto alla base B. (Suggerimento: considera Fg o T o (Fg)™1.)

7.12 Verifica che se a € R™ 'applicazione p,: R™ — R definita nell'Esempio 5.9 &
data da w.(x) = @ - z. Utilizza questa formula per ridimostrare il Lemma, 5.10.

7.13 Dimostra la Proposizione 7.5.( e (ii).

7.14 Calcola tutti i prodotti possxbnh fra le matrici seguenti:

1 oo (-23 [P 10?2
0 1 ol 1 7 11, (1 2 3.
11 2 3 4
7.15 Data la matrice
1 2
a=f 3

trova tutte le matrici B € M3 2(R) tali che AB = BA.

7.16 Data la matrice

A= € Ma 3(R),

O N

1
2
0

— DD

calcola la potenza n-esima di A (cio¢ il prodotto di A per se stessa n volte, che si
indica con A™) per ogni n € N.

7.17 Data la matrice

-2 —4p

oo 2

considera l'insieme W = {X € M, »(R)|AX = O}. Dimostra che W & un sottospazm
vettoriale di Ma o (R), calcolane la dimensione e trovane una base.
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7.18 ‘Trova per quali k € R esiste una matrice X € Mz 2(R) tale che

2 1 -1 01
3 0 11X =2 0
1 -1 2 2 k
7.19 Sia
A=|" Z € My (R)

Dimostra-che A & invertibile se e solo se ad — bc # 0, e che l'inversa & data da

-1 1

_ d —b
" ad - be )

—C a

(Suggerimento: vedi 'Esercizio 4.16.)

7.20 Calcola I'inversa (se esiste) delle seguenti matrici:

‘ 10 0 0 10 -1 2 4 1 -1 1
01 1 -1 01 0 1 1 -3 0 1
11 -1 1> 23 2 9o [t 0o 2 o
02 0 -1 10 -1 1 0 0 1 2

7.21 Trova per quali A € R la seguente matrice

[ B s o

10
h h
1 2

& invertibile, e calcolane quando possibile 'inversa.

7.22 Trova due matrici quadrate invertibili la cui somma sia una matrice non in-
vertibile (per cui GL,(R) non & un gruppo rispetto alla somma).

7.23 Sia A € M, (R). Dimostra che A non & invertibile se e solo se esiste una
matrice B € M, »(R) non nulla tale che AB = 0.

7.24 Sia V un sottospazio di R™ di equazioni parametriche v = At, dove t € R* per
cui A € My 1 (R), e sia B € My_rzan(R) una matrice le cui righe (trasposte) sono
una base di Ker AT. Dimostra che Bz = O sono equazioni cartesiane per V.

7.25 Siano A4, B € M, »(R); dimostra che tr(AB) = tr(BA), dove tr A & la traccia
della matrice A (definita nell’Bsercizio 5.6), e deduci che tr(B~'AB) = tr A per
ogni A € Mpn(R) e B € GL(R).

7.26 Dimostra che non esistono due matrici A, B € Mo (R) tali che AB—BA = In.
(Suggerimento: usa 'Esercizio precedente.)

7.27 Dimostra che le proiezioni definite nell’Esempio 5.8 e nell’Esercizio 5.5 sono
profezioni anche nel senso dell’Esercizio 7.7. .

8

Cambiamenti di base

In questo capitolo studieremo piu in dettaglio I'isomorfismo Fj:V — R™ fra uno
spazio vettoriale V di dimensione n e lo spazio R™ che associa a ogni vettore v € V le
sue coordinate rispetto a una base B. Vedremo come muta Fp cambiando la base B;
come associare una matrice a qualunque applicazione lineare T:V — W una volta
fissate una base di V' e una di W; e vedremo come muta questa matrice cambiando
le basi in V ¢ W. Come conseguenza ricaveremo delle tecniche efficienti per risolvere
in qualunque spazio vettoriale (di-dimensione finita) i problemi che nel Paragrafo 6.3
avevamo risolto in R”?. I Complementi a questo capitolo, infine, sono dedicati allo
studio dello spazio duale di uno spazio vettoriale.

8.1 Matrice di cambiamento di base

Nel Paragrafo 6.3 abbiamo risolto tutta una serie di problemi di calcolo per R™;
gli stessi problemi rimangono perd ancora aperti in spazi vettoriali qualunque. In
particolare, se V' & uno spazio vettoriale e vy, ...,vx € V, come si trovano dimensione
e base di Span (v1, ..., vx)? E dimensione e base di somma e intersezione di sottospazi?
Se T:V — W & un’applicazione lineare, come si trova il rango di T e una base di Im T'7
E dimensione e base di KerT? :

La risposta consiste nel “ricondursi al problema precedente” {frase proverbialmente
associata ai matematici). L'idea & che, come discusso nell’Osservazione 7.3, ogni
! spazio vettoriale V' di dimensione n & isomorfo a R™; quindi per risolvere qualunque
- problema su V che riguardi solo la struttura di spazio vettoriale possiamo trasferire il
. problema in R", 1i risolverlo e ritrasportare indietro ia soluzione, in modo da avere la
risposta in V. Questo trasferimento avviene sostituendo ai vettori le loro coordinate
_rispetto a una base fissata B, ciot utilizzando lisomorfismo Fi: V' — R™ definito
- nell’Esempio 5.7. Un paio di esempi chiariranno le idee: ‘

. Esemp1o 8.1 Sia V = Ryt], e consideriamo i polinomi p; (t) =t — 1, pa(?t) =12t
e p3(t) = 2t* + 4t — 6. Vogliamo dimensione e base di W = Span (p1,p2,p3) € V.
Il procedimento sard: fissata una base B di V, troveremo la dimensione d e una
base {vi,...,vq} di Span (Fa(p1), Fis(p2), Fs(ps)) € R®. Allora, essendo Fy un iso-

|
!
!
i
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morfismo, la dimensione di W sara d, e una base sard {(Fg) ' (v1),..-, (Fg)~Y(va)}.
Nel nostro caso, scegliamo come base B = {1,¢,t%}. Allora

-1 0 -6 -1 O -¢
Fe(pi)=| 1 1, Fg(p2) = |~1], Fg(ps)=| 4 0o-\ -z
0 1 2 O 1 2

sono le coordinate di p;, p2 € ps nella base B. Con le tecniche viste nel Paragrafo 6.3 C"f()
troviamo subito che la dimensione di Span (Fs(p1), F5(p2), Fs(pa)) € 2, e che una sua 0

base & {vy = Fg(p1),v2 = Fu(p2)}; quindi la dimensione di Span (p1,p2,p3) CV &2, ¢

¢ una base ¢ data da {p;,p2}. : :

EsEMPIO 8.2 Sia V = Rg]t], ¢ consideriamo i polinomi g1 (t) = t?—1e g2(t) = t3+t:
Poniamo U = Span (g1,q3) e W = Span (p1, p2,p3), dove p1, p2 € p3 sono i polinomi
dell’esempio precedente. Vogliamo dimensione e una base di U-+W e di UNW. Uti-
lizziamo la base B = {1,t,¢2,¢3}; rispetto a questa base, i polinomi che ci interessano
hanno coordinate

—~1] 10 —6

. 4
Fy(ps2) = 1 Fa(pa)=| 4 |5
0 0

Fg(p1) =

OO

—1 0
0 1
Folg)=| | |» Fela)=|,
0 P 1

Sappiamo che una base di W & {py,pa}, per cui possiamo tralasciare pa. Quindi,
siccome grazie all'Esercizio 8.1 si ha Fg(U+W) = Fy(U)+Fg(W), per studiare U+W
e UN W dobbiamo considerare la matrice

J AN
-1 0 -10 (QO-4-1+4 S
U T I | P R SR O“Ci?‘ju‘v

Una veloce riduzione a scala mostra che rgA = 3 e che una b.ase. di ImA ‘é data
da {A!, A%, A%}; quindi le tecniche studiate nel Paragrafo 6.3 ci dicono subito che
dim(Fp(U)+ Fg(W)) = 3, dim(Fs(U)NFa(W)) = 1, e che {FB(Pl),EB(Pz)aFB(QQ)}
¢ una base di Fs(U) + Fg(W). Ne segue che dimU + W = 3., che dimUNW =1
e che {p1,p2,q2} & una base di U + W. Infine sempre le tecmch‘e del Parag‘-.rafo 6.3
mostrano che {Fi(g1)} & una base di Fg(U)NFs(W), per cui {¢1} & una base di Uunw.

Dunque adesso sappiamo come risolvere i primi due problemi (calcolo di dimen-
sione e base di uno span, e dell’intersezione e/o somma di sottospazi) in qualunque}
spazio vettoriale di dimensione finita. Ovviamente, i conti che devono essere effettuati
dipendono dalla scelta di una base.

-10 .40 @Q’f@

' & un esempio di diagramma commutativo:
. ottiene lo stesso risultato. In questo caso vuol dire che (partendo dall’angolo in alto
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EsemP10 8.3 Sia V = Ry[t] € py1, p2, ps € V gli stessi polinomi dell’'Esempio 8.1;
questa volta prendiamo come base B’ = {1,t —1,2¢2 + 4t — 6}. Ovviamente, bisogna
prima verificare che B' sia effettivamente una base di Ry[t]; ma & sufficiente osservare
che F(1), Fa(t~1) e F(2t>+ 4t~ 6) sono linearmente indipendenti in R (esercizio)
Le coordinate dei tre polinomi rispetto a B’ sono date da

VON;

0 1o ol - 2
¥ A -3 O
Fi(py) = |11, Fa(py)=1| -3, Fa{(ps) = |0 g 5 -
0 1/2 1 1

per cui senza bisogno di altri conti vediamé subito che dim Span (py, 3, p3) = 2 e che
una base ¢ data da {p1,ps}.

Diventa quindi interessante vedere cosa succede in generale alle coordinate di un
vettore cambiando base. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, e fissiamo due
basi B = {v1,...,v,} ¢ B = {v],...,v,} di V. Questo ¢i fornisce due isomorfismi
Fg, Fg:V — R", ciascuno dei quali associa a un vettore v € V le sue coordinate
rispetto alla corrispondente base. Abbiamo quindi la seguente situazione:

14 v v i— v
O U |
R™ R™ Coordinate di v Coordinate di v
rispetto a B’ rispetto a B

idy
—

A questo punto viene la tentazione di chiudere il quadrato tracciando una freccia nel

lato inferiore; si tratta di trovare un’applicazione lineare da R™ in R™ che trasformi
le coordinate rispetto a B in coordinate rispetto a 3. Ma questa applicazione esiste:
si tratta di
¥ =Fgo (FBI)—l
1l diagramma completo N T
v idy-

v
|
%

a sinistra) andare prima a destra e poi scendere & lo stesso di prima scendere e poi
andare a destra; infatti
FBOidV ZFB = \I’OFBI.

Ora, ¥ € L(R™,R"); per la Proposizione 7.4, deve esistere una matrice quadrata B

. tale che ¥ = Lp; essendo ¥ invertibile ('inversa & Fy o (Fp)~1), anche la matrice B
& invertibile.

Dunque ogni volta che abbiamo dué basi B e B’ di uno spazio vettoriale V. troviamo

una matrice invertibile B che trasforma le coordinate rispetto 2.5’ nelle coordinate
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rispetto a B. In concreto, preso un vettore v-€ V indichiamo con o = Fiz(v) € R” le
sue-coordinate rispetto a B, e con'z’ = Fp(v) € R™ le sue coordinate. rispetto a 5.
Allora si ha

z-= B, (8.1)
cioé
zy = by 4+ b,
Tr = b1 @y + - + b,
Nota che

2’ =B 2.

Si tratta ora di vedere come si trova la matrice B. La formula (5.4) ci dice che la
colonna h-esima di B & data da

B* = Lp(en) = U(en) = (Fgo (Fs')'l)(erz)' = Fg((Fs')""(en)) = Fp(v}),
cioé & data dalle coordinate di v}, rispetto alla base B. In altre parole, la-mattice ‘B
contiene per colonne le coordinate dei vettori della nuova base B’ rispetto alla vecchia
base B: In simboli, h

B = |Fa(v}) - Fa(v})

Definizione 8.1 La-matrice B viené*‘c'hiamatai&x trice di. cambiamerito.di ‘_léJ(o
di passaggio) da I3 a B": Chiaramente, B7! & la matrice di cambiamerito di base da B’
a B; cioé nella direzione inversa

Osservazione 8.1 Dire chie B contiene per colonne le coordinate dei vettori della nuova
base B’ rispetto alla vecchia base B & equivalente (perché?) a scrivere

[vg - vl | = |us - -~ |B, (8.2)
dove il prodotto & il solito prodotto righe per colonne.
ESeMP1O 8.4 Prendiamo V = Roft], B = {1,£,t?} e B’ = {1, — 1,2t> + 4t — 6).

Allora la matrice di cambiamento di base da B a B’ contiene per colonne le coordinate
dei polinomi di B’ rispetto alla base B, ciog

1 -1 —6 i
B=[0 1 4]. :
0 0 2

Le matrici di cambiamento di base compaiono, ovviamente, anche nel caso di
sottospazi di R™:
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ESEMPIO 8.5 Sia V C R3 lo spazio descritto nell’Esempio 4.12, e cor‘lsideriamo le
due basi B = {v1,v2} e B = {e1, ez}, dove i vettori v, v2 € V sono dati da

Yoot - 3 -1
» vy =1 e vg = |—1
' 0 0
Allora oo H
e = %vl + —12-'112., Nom I
ez = =3 — §uz,

per cui la matrice di passaggio da B a B’ & data da

e

Analogamente,
vy = 3e1 + ea,
Vg = €1 — €2,

per cui la matrice di cambiamento di base da B’ a B & data da

B =3 _11.

1 -1

T facile verificare che BB’ = B'B = I,.

8.2 Matrice associata a un’applicazione lineare

Torniamo ora ai problemi posti all'inizio; dobbiamo ve.dere come risolvere .quelh iela—
tivi alle applicazioni lineari. Siano V/, W spazi vettoriafh, con d1n1Y =n e d.lm w = m,
e T:V — W un’applicazione lineare; vogliamo associare a T un a,pp.hca,zm‘)n.e lineare
di R® in R™ (ovvero una matrice) da usare per rispondere a tu.t’c.x i qugsm che.‘ po-
tremmo porci su 7. L'idea & che la matrice deve fare alle coordinate dei vettori cio
fa ai vettori stessi.

cgsg;ssiamo allora una base B = {v1,...,v,} di V e una base C = {wl,‘.l.,wm}
di W. Questa volta abbiamo il seguente diagramma:

1% _1_) W v b T(’l))

e [ | |

R? R™ Coordinate di v Coordinate di T'(v)
rispetto a B rispetto a C

Anche questa volta possiamo chiudere il quadrato: se poniamo

§=FooTo(Fg)™",
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il diagramma

‘é" " \L» "
[N Ch
B

diventa commutativo, ciog

FeoT =®o Fp.

Ora, ® € L{R",R™); per la Proposizione 7.4 deve esistere una matrice A € M n(R)
tale che ® = L4.

Definizione 8.2 La 'matrice 4 & la
rispetto alle basi B e C gt

Dunque se per ogni v € V indichiamo con z € R™ le coordinate di v rispetto a B,
il vettore y = Az € R™ deve contenere le coordinate di T'(v) rispetto alla base C. Per
calcolare esplicitamente la matrice A, basta notare che, siccome le coordinate di v;

rispetto a B sono date dal vettore e;, abbi 3o e
isp Ny e da ore e;, abbiamo A 20 (T Ng‘?) ‘

A9 = La(es) = Fe o T o (Fi) ™ (e5) = Fe(T(v5)),

per cui la j-esima. colonna A7 di A contiene le coordinate di T'(v;) rispetto aC. In altri
termini, la matrice -A contiene per colonne le coordinate Tispetto_alla base di. arrivg C
dei trasformati secondo T dei vet artenza B In simboli,

T(v) - .T(vn)l = ]wl N 'wm|A~

ESEMPIO 8.6 Prendiamo V = Ry[t], W = Rslt] e sia T:V — W l'applicazione
lineare data da p(t) = t2p’(t + 1), dove P’apice indica la derivata rispetto a . Per
esempio, se p(t) =12 allora p'(t) = 2t, Pt + 1) =2(t+ 1) e

[TE))(E) = 29/ (¢ + 1) = 262(¢ + 1) = 2£° + 20,
Prendiamo come basi le solite B = {1,t,t%} e C = {1,,t%,t3}; essendo dimV = 3 e
dim W = 4, la matrice A associata a T sard una matrice 4x 3. Per trovarla, calcoliamo

i trasformati dei vettori di B:

T(1)=0, T@{) =1, T =25+22

Scrivendo le coordinate dei trasformati rispetto alla base C otteniamo:

coco
oo o
[l )
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- EseMpI0 8.7 Prendiamo A € My, ,(R). Allora A & la matrice che rappresenta
La:R® — R™ rispetto alle basi canoniche di R™ ed R™ (perché?). Se invece prendiamo
basi non canoniche, L4 pud essere rappresentata da una matrice diversa. Per esempio,
sia T:R3 — R? data da '

x
Tly|= 2:i2z.
z v
Allora T = L 4, dove . P (’ PR
' 2 0 2 B
A‘l1 -1 O‘I' bl -1
Prendiamo come basi N
1] Jo| |1 ‘
O (N S (Y18
1 0 1 - ll 3
Allora
1 0
4 1 2 0 1 2
lol=fi] =0 =s[5l  7|z|=|%|=<f]-2[3l

A,_‘m 4 —2]

-3 -2 1

A questo punto abbiamo gli strumenti necessari per rispondere a tutte le domande
iniziali. Infatti, F¢ o T = L4 o Fp ci dice esattamente {perché?) che

ImT = (Fe)"'(ImA) e  KerT = (Fp) ' (KerA);

" quindi tutte le informazigni ch? cerchiamo le possiamo recuperare esaminando A.
EsempIO 8.8 Siano V, W e T: V'— W corfie nell'Esempio 8.6; vogliamo dimensioni
e basi di Ker T e Im T Prima di tutto, si vede subito che il rango della matrice A che

rappresenta T' rispetto alle basi B e C & 2; quindi, essendo I e Fi isomorfismi,

rgT =dimImT = dimimA=1gA=2 e dimKerT =dimKerd =3~ 2=1.

Siccome le ultime due colonne di A sono indipendenti, esse formano upa base di Im A;
dunque i trasformati degli ultimi due elementi di B, cios {#,2t% + 2t}, compongono
una base di n T Infine, la prima colonna di A & nulla, cicé Ae; = O; quindi il primo
vettore di B forma una base di Ker T, la base {1}. i

1
!
i
i
i
|
1
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Possiamo formalizzare quanto ottenuto con la seguente
Proposizione 8.1 Siano V e W spazi vettoriali, con dimV = n ¢ dimW = m.
Fissiamo una base B di V e una base C di W. Allora I'applicazione T + A che
associa a un’applicazione lineare TV — W la matrice che la rappresenta rispetto
alle basi B e C & un isomorfismo fra L(V,W) e My »n(R). In particolare,

dim L(V, W) = (dim V){dim W).
Dimostrazione. Basta dimostrare che P’associazione T — L4 & un isomorfismo fra
LV, W) ed L(R",R™); infatti la Proposizione 7.4 ci dice gia che L4 — A & un
isomorfismo fra L{R™ R™) ed M., (R}, e la composizione di isomorfismi & ancora un
isomorfismo (esercizio).
Definiamo ®: L(V,W) — L(R™,R™) ponendo
S(T)=La=FeoTo(Fg)".

L’applicazione ® & chiaramente lineare; per esempio,
BT+ 8y = Feo(T+8)o(Fg)™ ' = FgoTo(Fg) 1+ FroS0(Fg)~! = &(T)+&(S).
Rimane da d\imostrare che ® & invertibile. L'inversa ¥: L(R™,R™) — L(V,W) &
U(Ly) = (Fe)'oLsoFg.
Infatti,
Vod(T) = (Fe) ' o®(T)oFg=(Fe) 'oFcoTo(Fg) toFs=T,
e analogamente ® o W(L4) = La. . O

Ovviamente, la matrice A dipende fortemente dalle basi scelte; cambiando basi,
cambia la matrice.

EseMp1O 8.9 Siano V, W e T come nell’Esempio 8.6, ma stavolta prendiamo come
base di V Vinsieme B’ = {t+1,t% +1,?+¢}; lasciamo invariata la base di W. Questa
volta i trasformati della base di partenza sono

TE+1) =12, T+ =23+22  TE>+1) =2+ 312

per cui la matrice associata &

Al

It
o= oo
NN O o
[CRE R
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Vediamo di capire come la matrice associata dipende dalle basi. Siano V' e W due
spazi vettoriali con dimV = n e dimW = m. Scegliamo due basi B, B’ di V, due
basi C,C' di W, esia T:V — W un’applicazione lineare. Indichiamo con B la matrice
di cambiamento di base da B a B’, con D la matrice di cambiamento di base da C a ('’
(in modo che D! sia la matrice di cambiamento di base da C’ a ), con A la matrice
che rappresenta T rispetto alle basi B e C, e con A’ la matrice che rappresenta T
rispetto alle basi B’ e C’. Mettendo insieme quanto visto finora, otteniamo i seguenti
diagrammi commutativi; :

v oy Iow dnow v Low
Fs,l Fgl ' lFC ch, R F‘E,l ch,
-1
R™ _[_127 R™ _li’ R™ (L_EL R™ R™ i‘_’) R™

Ora I'applicazione in basso nel diagramma a destra, La, & 'unica che pud comple-
tare il diagramma; ma se mettiamo insieme le applicazioni in basso nel diagramma
a sinistra ne otteniamo una seconda (nota che gli altri tre lati del diagramma a de-
stra corrispondono esattamente ai tre lati esterni del diagramma a sinistra). L’unica
possibilita & che le due applicazioni coincidano: quindi L4 = (Lp) Yo LsoLp,
ovvero

A'=D"'AB. (8.4)

Questo & il modo con cui cambia la matrice associata a T al cambiare delle basi.

Questa tecnica di procedere con i diagrammi & molto efficace {abbiamo finito senza
fare alcun conto) ma forse poco intuitiva. Vediamo allora di ottenere lo stesso risultato
in un altro modo. Prendiamo v € V, e indichiamo con z, ' € R™ le sue coordinate
rispetto alle basi B8 e B’. Analogamente, indichiamo con y, ¥’ € R™ le coordinate
di T(v) rispetto alle basi C e ’. Allora noi sappiamo che

z = Bz, y = Az, y = Az, y=Dy.

Quindi
Az’ =y = D 'y = D" Az = D' ABx';

siccome questo deve valere per ogni &’ € R”, otteniamo di nuovo (8.4).

EseMpIo 8.10 Verifichiamo la teoria nell’esempio che abbiamo pil volte visto in
questo paragrafo (vedi gli Esempi 8.6, 8.8 e 8.9). Con le notazioni introdotte abbiamo

0 0 0 0 0O 11 0 1 000
fooo , _Jooo B “Jo 1 0 of
A—012’A“123'B“(1)(1)1’D‘0010’

00 2 02 2 E 00 0 1

& facile quindi verificare che A’ = D-1AB.
o 40 (33 ?
S :

s Llil g

4 2]

SR/
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EseMp1o 8.11 Rivediamo ora 'Esempio 8.7. In questo caso B e C sono le basi
canoniche di R® ed R?, per cui

2 0 2 A,=104—2
1 -1 0} -3 -2 1

e di nuovo A’ = DY AB.

Un caso particolarmehte interessante & V = W, ovvero quando T:V — V & un
endomorfismo. In tal caso, tanto vale prendere la stessa base B in partenza e in arrivo,
per cui si parlerd di matrice associata a T (o che rappresenta T') rispetto alla base B.
In particolare, se A & associata a T rispetto alla base B, A’ rispetto alla base B, ¢ B
& la matrice di cambiamento di base da B a B5’, abbiamo
) A'=B71AB. (8.5)
Definizione 8.3 Due matrici quadrate A, A" € M, »(R) si dicono simili se esi-
ste una matrice B € GL,(R) tale che A’ = B7!AB (e quindi in tal caso si ha
anche A= BA'B~! = (B~")~'A'B71).

Proposizione 8.2 SiaT:V — V un endomorfismo, B una base di V' e A la matrice

associata a T rispetto a B. Allora: .

(i) se B’ &un’altra base di V, la matrice A’ associata a T rispetto a B’ & simile ad A;

(i) viceversa, se A' & una matrice simile ad A, allora esiste una base B' di V tale
che A’ rappresenta T rispetto a B'.

Dimostrazione. (i) E la (8.5).
(i) Sia B = {v1,..,un} ¢ B € GL,(R) tale che A’ = B™'AB. Definiamo
B = {v{,...,v,} tramite la

I'Ui”:zl = IUI"’UnlB’

ovvero )
v] = byyur + -+ bp1vn,

'U;_ = bln'Ul + e+ bnn.Un-

Se B' & una base di V ci siamo: infatti in tal caso B & proprio la matrice di cambia-
mento di base da B a B', e quindi A’ rappresenta T rispetto a B'.

Per dimostrare che B’ & una base, basta dimostrare che v}, ..., v,, sono linearmente
indipendenti. Ma infatti da

[s 5} Q]
O =00+ +onth = v v|| P | =|vi---v|B

Qn an
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deduciamo
o
Bl :1=0,
Qn
in quanto vy, ..., v sono linearmente indipendenti, e quindi
O"] == a'ﬂ. = 07
perché B & invertibile. O

N

Definizione 8.4 La classe di similitudine O 4 di una matrice A € M, ,(R) &
Oa={B'AB| B € GL,(R)}.

Dunque a ogni endomorfismo T: V' — V possiamo associare in maniera unica una
classe di similitudine che contiene tutte e sole le matrici-che possono rappresentare T'
rispetto a una qualche base di V. I Capitoli 14 e 15 saranno dedicati, fra le altre cose,
al problema di trovare in questa classe di similitudine una matrice particolarmente
semplice (per esempio diagonale), da cui sia molto facile leggere le proprietd di T

Infine, nota che due matrici A, 4’ € M, ,(R) sono simili se e solo se il sistema
lineare omogeneo BA' — AB = O, dove le incognite sono le n? componenti della
matrice B, ammette una soluzione in cui B risulta invertibile (perché?).

Esercizi

8.1 Sia T:V — W un'applicazione lineare, e Uy, Uz due sottospazi di V. Dimostra
che T(Ul + UQ) = T(U}) + T(UQ)

8.2 Considera i tre vettori

0 1 3
v =|2|, wve=1-1], wva=11].
0 0] 5

Dimostra che B = {v1,vs,v3} & una base di R?, e trova la matrice di cambiamento di
base dalla base B alla base canonica. ’

8.3 Considera i polinomi py (1) = #2—2t, pa(t) = 1428, pa(t) = 2—12, g1 (t) = —1+t,
go(t) = —1 + 1t —1% e ga(t) = 2t + 2. Dimostra che B = {p1,p2,p3} e C = {q1,92, 93}
sono basi di Ry[t], e trova la matrice di cambiamento di base da B a C.

8.4 Considera i polinomi py(t) = 3, pa(t) = 2+%, pa(t) = t—t*—4t%, pa(t) = 2 —¢3,
e ps(t) = t -+ 2t2. Estrai, se possibile, da {p1,... ,Ps} una base di Rylt].

8.5 Sia W C M1(R) il sottospazio
0 1/ 10 0 |1 O
Yo 1001 1lt'jp 0|/

Calcola la dimensione di W e trovane una. base.

11

/=8
W bpan(o 0
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8.6 Considera i sottospazi U = Span (p1,p2) ¢ W = Span (g2, g3) di Ra[t], dove i
polinomi p1, pa, g2 € g sono gli stessi dell’Esercizio 8.3. Calcola dimensione e base
diU+WeUNW.

8.7 Sia S:R3® — R? Papplicazione lineare rappresentata rispetto alle basi canoniche
dalla matrice

11 0
1 2 1

-

Trova la matrice A’ € M5 3(R) che rappresenta S rispetto alle basi

1) (1) |1

a=Llol,|1],[1|crR® e czz{‘(l)‘m}
ol |o] |1

8.8 Siano A, B € M3 3(R) le matrici

0 1 1 2 0 2
A=12 3 7/, B=1-1 3 -1f.
1 -3 -1 1 -1 3

Scrivi le matrici associate agli endomorfismi L4, Lp:R® — R3 rispetto alle due basi
seguenti: ’

311410 1] lo} |1
=321}, B=<|1l,[2].|0
1] =1 1=1 ol 1] |1

8.9 Sia T:R? — R? 'endomorfismo rappresentato rispetto alla base canonica dalla
matrice

13
A_l3 5."

Trova la matrice che rappresenta T rispetto alla base

5= {Js [}

8.10 Siano vy, vy, U3, Wy, wa, w3 € R3 i vettori

1 0 0 -1 0
vy = 0|, wa=|11, va=|0|, wi=|1|, we=|0], wg=[2}.
1 -1 2 2 0
Dimostra che B = {v;,v3,u3} & una base di R3, che esiste un unico endomorfi-

smo T € L{R3, R3) tale che T(v;) = w; per j = 1, 2, 3, e trova la matrice associata
a T rispetto alla base B e rispetto alla base canonica.
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8.11 Sia {Ey1, B9, B2, E2o} la base di M 2(R) descritta nell’Esercizio 4.18, e sia
T: M 2(R) — M 2(R) I'endomorfismo dato da

T(En) = T(E) = H }l, T{E)2) = T(E2) = lj :1‘

Calcola dimensione ¢ base di KerT e ImT'.

8.12 Sia T:R? — R? J'applicazione lineare data da

Ty
y—z

T|%
Y

=

Trova una matrice A € My 2(R) che non rappresenta T rispetto ad alcuna base di R2.

8.13 Sia W C IR? il sottospazio vettoriale di equazione cartesiana x; + 2z ~z3 = 0.
Trova una base B di W. Sia T:W — R* 'applicazione lineare data da

z1 T, + 29 + 223
%2 | T1— %8 + x4

z3 32y 4+ 20 + 214 |

Tq Ty — T4

Dimostra che ImT C W, per cui possiamo considerare T come un endomorfismo
di W; trova la matrice che rappresenta questo endomorfismo rispetto alla base B.
8.14 Dala la matrice
A= 11
R VI L
considera Papplicazione T: My 2(R) — Mz 2(R) data da T(X) = AX — X A. Dimostra
che T' & lineare, calcola Ker T', Im T e dimostra che M s(R) =Ker T@®ImT.
8.15 Data la matrice
. A= 1 2
T2 4

considera ’endomorfismo T Mz 2(R) — Ma2(R) dato da T(X) = AX — XA. Calcola
il rango di T, e trova dimensione e base di KerT e ImT.

8.16 Data la matrice

5 1 0
A=13 0 1},
4 -1 3

considera Pendomorfismo T Mz 3(R) — M;3(R) dato da T'(X) = X A. Trova il rango
di T e base e dimensione del nucleo di T. i

8.17 Sia T:Ry[t] ~ Ry[t] applicazione lineare data da T(p) = tp’ — 2p, dove I'apice
indica la derivata del polinomio. Trova la matrice che rappresenta T' rispetto alle
basi B, C dell’Esercizio 8.3, e rispetio alla base D = {1,1, t?}; trova poi dimensione e
base di KerT'e ImT.
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8.18 Scopri se le matrici

100 1 00
0 2 0 e 03 0
0 0 3 00 2
sono simili oppure non lo sono.
8.19 Scopri se le matrici
12 1 2 3
2 3 1 e 2 3 4
31 2 3 5 7

sono simili oppure non lo sono.

8.20 Sia T:V — W un’applicazione lineare di rango . Dimostra che esistono una
base B di V e una base C di W tali che la matrice associata a T rispetto a queste basi
sia della forma

I. O
o O

8.21 Trova un endomorfismo T:R? — R? tale che la matrice
10
00

non pud essere associata a T rispetto ad alcuna base di R2.

8.22 SiaT:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V. Supponiamo che
esista una base B di V tale che la matrice associata a T rispetto a B sia la matrice
identica. Dimostra che T = idv.

8.23 Sia P:V - V una proiezione (nel senso dell’Esercizio 7.7) di rango . Dimostra
che esiste una base di V rispetto a cui P & rappresentata dalla matrice

0o O

I, Ol

COMPLEMENTI

8C.1 Duale e biduale di uno spazio vettoriale

Nella Definizione 7.1 abbiamo introdotto il concetto di spazio duale V' = L(V,R) di
uno spazio vettoriale V; in questi Complementi vogliamo studiarlo un po’ meglio. In
particolare, vedremo qual & il vero significato della trasposta di una matrice.

8C.1 Duale e biduale di uno spazio vettoriale 169

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 7, e fissiamo una base B =.{vy,...,vn}-
Come gia detto pihi volte, ogni elemento v € V si scrive in modo unico come com-
binazione lineare degli elementi della base, v = z1v;3 + - - - + TnUn. Quindi possiamo
definire un'applicazione v}: V — R che associa a ogni v € V' la sua. i~esima coordinata

rispetto alla base B. In simboli, vj(v) = z; per ¢ = 1,...,n, o anche
v {(v)
Feg(v)=| : |.
U (v)
In particolare, .
vi{vy) = 85, (8C.1)

dove §;; & il delta di Kronecker introdotto nell'Osservazione 7.4.

E facile vedere {esercizio) che ogni v] & lineare, per cui appartiene allo spazio
duale V’. Di pili, possiamo dimostrare 1a seguente

Proposizione 8C.1 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita, e scegliamo
una sua base B = {v1,...,v,}. Allora B' = {v},...,v,} & una base di V'. In
particolare, dim V' = dim V. :

Dimostrazione. Prima di tutto, v{,...,v, sono linearmente indipendenti. Infatti,
supponiamo che si abbia

! s
a1v; + -+ oy, = 0,

dove qui O: V — R indica I’applicazione nulla. Allora (8C.1) ci dice che
0 =0(v;) = {av; + -+ + v, )(v3) = @

per j =1,...,n, e 'indipendenza lineare & dimostrata.
Prendiamo ora ¢ € V', e poniamo §; = ¢(v;) per j =1,...,n. Allora

(Brv] + - - + Bnvp ) (v5) = B; = plv;)
per j = 1,...,n; dunque il Corollario 5.3 ci da

By + -+ + By, = o,

. e B’ & anche un sistema di generatori. O

Definizione 8C.1 La base B = {v},...,v,} di V' & detta la base duale della
base B = {v1,...,v,} di V.

‘Esempio 8C.1 Prendiamo V = Ra[t]. Ci sono alcuni elementi del duale parti-

colarmente facili da definire: le valutazioni. Fissato to € R la valutazione in %o &

_semplicemente applicazione lineare vy,: R[f] — R data da

Vto(p) =p(t()) eR.
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Pili in generale possiamo usare le derivate, e per k > 0 definire la k-valutazione ut";‘
in tg ponendo

v (p) = pP(to) € R,

dove p™*) indica la k-esima derivata del polinomio p. Per esempio, se p(t) = 2t% — 2,
allora

vi(p) =p'(3) =4-3=12, V2, =" (—7n) = 4,

e cost via. In particolare, se p(t) = ag + a1t + ayt?, allora

1
w=n@), a=wxp) e =10 (8C.2)
Conside}riamo la base B = {po,p1,p2} di V data dai soliti polinomi pg = 1, p; = t,
e pp = t%. Allora (8C.2) ci dice esattamente che la base duale di V/ & data da

1

(o) =m0, () =vg,  (p2) = 5%,

dove stavolta 'apice indica che si tratta degli elementi della base duale, e non una
derivata. Se invece come base di V' prendiamo la base C = {qo, q1, g2} dove gy = 1—¢?,

q1 = (t+t%)/2 e go = (t* — t)/2, allora rispetto a questa base i polinomi di V si
esprimono

ao + art + agt? = aggo + (ag + a1 + az)qy + (ag — 4y + az)ge,
per cui la base duale stavolta & data da
(g2)" = v-1.

(‘IO), = Vo, (th)' = V1,

In questo caso le due basi individuano due isomorfismi fra V e V' diversi. Infatti la
base B individua l'isomorfismo

1 .
ag + art + a2t2 = aglg + alz/é -+ '2'(12113,
mentre la base C individua l'isomorfismo
ag + a1t + axt® — agup + ayin + agv_q.

Come conseguenza della Proposizione 8C.1, gli spazi V e V' hanno la stessa di-
mensione (ammesso che V' abbia dimensione finita), per cui pure V" = (V') il duale
del duale, ha la stessa dimensione di V.

Definizione 8C.2 Lo spazio V" = (V'Y & detto il biduale di V.
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8C.1 Duale e biduale di uno spazio vettoriale

Abbiamo visto che V e V' sono isomorfi, ma 'isomorfismo dipende dalla scelta di
una base. Invece V e V" sono isomorfi in modo canonico, ovvero esiste un isomorfi-
smo indipendente da qualunque scelta arbitraria. Infatti, definiamo un’applicazione
¥:V — V" in questo modo: a ogni v € V associamo elemento W{(v) = #,: V' — R
del biduale tale che 1,(p) = p(v) per ogni ¢ € V' {nota che gli elementi del biduale
sono applicazioni da V' in R, ciod¢ applicazioni che associano a ogni applicazione
lineare da V' in R un numero reale).

Proposizione 8C.2 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Allora I'ap-
plicazione U:V — V" appena definita & un isomorfismo.

Dimostrazione. Verifichiamo prima di tutto che & lineare. Prendiamo vy, vy € V
epe V. Allora

V(v1 +v2) () = Doy ru, (0) = (01 + v2)
= @(v1) + @(v2) = u; (©) -+ b, (9) = [Y(v1) + ¥(v2)] (),

ciog ¥(v; +va) = U{wy) + ¥{vy) per ogni v, v2 € V. Analogamente si dimostra che
¥ & omogenea, per cui & lineare.

Ora, noi sappiamo gid che dim V" = dimV; quindi per dimostrare che ¥ & un
isomorfismo ci basta far vedere che & iniettiva. Ma infatti, supponiamo che ¥ (v) = O.
Fissiamo una base B = {v,... ,'u,‘,‘} di V, e scriviamo v = zyvy + - - - + T,v,. Allora

0 = ¥(w)(v;) = vj(v) = z;
perj=1,...,n, e dunque v = O. O

Osservazione 8C.1 Se V non ¢ di dimensione finita, questa proposizione & in generale
falsa. Certo, possiamo ancora definire la ¥: V' — V" come prima, e dimostrare che
& iniettiva; sfortunatamente, perd, se V ha dimensione infinita la ¥ pud risultare
non surgettiva. La classe degli spazi vettoriali di dimensione infinita in cul ¥ & un
isomorfismo (detti spazi riflessivi) & molto importante per lo studio delle equazioni
differenziali.

A ogni sottospazio di uno spazio vettoriale & possibile associare un sottospazio
dello spazio duale (e viceversa):

Definizione 8C.3 Sia S un sottoinsieme di uno spazio vettoriale V. L'annullatore
di S & il sottoinsieme S° del duale V’ dato da

S={peV |pw) =0 vveS}

Analogamente, se R & un sottoinsieme di V' il suo annullatore °R C V & il sottoin-
sieme °R di V dato da :

R={veV]p)=0 VYyecR}
Nota che °R & I'annullatore di R nel biduale, riletto in V tramite isomorfismo ¥.

i

i
i
1
i
!
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Proposizione 8C.3 Sia V uno spazio vettoriale, e V' il suo duale. Allora:

(i) Se S & un sottoinsieme di V, allora §° & un sottospazio di V.
(i) Se R & un sottoinsieme di V', allora °R & un sottospazio di V.
(iii) Se S & un sottoinsieme di V, allora S° = (Span (S))°.

(iv) Se R & un sottoinsieme di V, allora °R = °(Span (R)).

(v) Se 8 & un sottoinsieme di V', allora °(S°) = Span (S).

(vi) Se V ha dimensione finita e U & un sottospazio di V, allora

dimU°® =dimV —dimU.
(vii)Se V ha aimensione finita e W & un sottospazio di V', allora
dim W = dim V — dim W.
Dimostrazione. (i) Siano @1, 2 € S°. Allora
.Ywes (01 + ©2)(v) = 1 (V) + P2 (V) =0+ 0 =0,

per cui @) + 3 € S°. Analogamente S° & chiuso rispetto al prodotto per scalari.
(ii) Come in (i). .
(iii) Siccome S C Span (S), & chiaro (Esercizio 8C.2) che (Span (5))° € 5°. Vice-
versa, se ¢ € §°, v,..., vy €S eon,...,op € Rsiha

plarvs + -+ agvr) = arp(v) + -+ awp(v) =04 +0=0,

e quindi @ € (Span (5))°. Ma ¢ & generico; quindi 5° C (Span (8))°, come richiesto.

(iv) Come in (iii).

(v) Prendiamo v € §° e v € S; allora o(v) = 0, per cui v € °(5°). Dun-
que S C °(5°); da (ii) e (iv) otteniamo che Span(S) C °(5°). Viceversa, pren-
diamo un elemento w € V \ Span (S). Per 'Esercizio 8C.3, esiste ¢ € Span (9)° tale
che p(w) = 1; quindi w ¢ °(Span (S)°), per cui °(Span (5)°) C Span (5), e ci siamo.

(vi) Sia {us,-..,uxs} una base di U; completiamola a una base

B = {u1,-. ., Uk, V1. -+ 1 Vn}

di V, e consideriamo la base duale B’ = {u],..., U}, Vpyps--- ,v,}. Ci basta far vedere
<che {v},1,--.,0,} & una base di U°. Prima di tutto, ogni elemento di U si scrive come

U=z Uy + -+ TR + Qvggq + o+ Ovp,
per cui vj(u) = Operognive Uej=k+1,...,m, Ciok v}y, .-, v, € U°. Inoltre, se

@ =onu) + o+ Ul g1V oo+ G e U°

si deve avere 0 = @(u;) = o; per i = 1,..., k. Quindi v}, ..-,%, formano anche un
sistema di generatori di U°, e ci siamo.
{vii) Segue subito da (vi) considerando il biduale (esercizio). O
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8C.2 Trasposta di un’applicazione lineare

Vediamo ora che relazioni ci sono fra gli spazi duali e le applicazioni lineari.

Propqsizione 8C.4 SiaT:V — W un’applicazione lineare. Allora esiste un’unica
applicazione lineare T": W' — V' tale che

¢(T(v)) = T'(¢0)(v) (8C.3)

perogniveVeype W'
Dimostrazione. Per ogni ¢ € W' l'applicazione v + ¢(T{v)) € R & lineare per
cui & un elemento univocamente individuato di V', elemento che chiameremo T"(¢y).

Iy

Dobbiamo solo dimostrare che T” & lineare. Ma infatti

T'(Ap)(v) = (M) (T(v)) = Mp(T(0))] = AT () (v)
per ogni v € V, ciod T'(Ap) = AT'(p). Analogamente si dimostra che T” & additiva. O

Definizione 8C.4 L’applicazione T": W' — V' cosi deﬁmta si dice trasposta (o
duale) dell’applicazione lineare TV — W.

Osservazione 8C.2 1l motivo del nome & che la matrice associata a T" & esattamente
la, trasposta della matrice associata a 7" Infatti, fissiamo una base B di V e una
base C di W, e indichiamo con B’ € C’ le basi duali di V' e W’. Prendiamo ¢ € W/,
e indichiamo con a = F¢r () € R™ le sue coordinate rispetto alla base C'. Se w € W
ha coordinate y = F¢(w) € R™, allora & facile verificare {esercizio) che

w(w) = pa(y),

dove ©,:R™ — R & la solita funzione definita nell’Esempio 5.9. Indichiamo con
A € M o(R) la matrice che rappresenta T" rispetto a B e C, e con A’ € My, n(R) la
matrice che rappresenta T" rispetto a €’ e 13’. Se indichiamo con z = Fp(v) € R™ le
coordinate di un vettore v € V allora la (8C.3) & equivalente a

balA2) = Paro(a).

Ma noi conosciamo gia una matrice che soddisfa questa uguaglianza: la matrice tra-
sposta. AT (vedi il Lemma 5.10). Siccome l’unica matrice che la pud soddisfare &
quella che rappresenta T rispetto a C’ e B', ne deduciamo che A’ = AT, come voluto.

Mettendo insieme annullatori e applicazione trasposta otteniamo la

Proposizione 8C.5 Sia T:V — W un’applicazione lineare fra spazi vetﬁoriali di
dimensione finita. Allora si ha ‘

KerT =°(ImT’), KerT'=(ImT)°, ImT =°(KerT'), ImT' = (KerT)".
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Dimostrazione. Siav e KerT, e ¢ =T'(¢) € ImT’. Allora

p(v) = T'(W)(v) = $(T(v)) = $(0) =0,

per cui KerT' C °(Im T"). Viceversa, se v € °(ImT”) si deve avere
0= T'($)(v) = ¥(T(v))

per ogni 1 € W', e questo implica (Esercizio 8C.1) che T'(v) = O. Essendo v generico,
questo vuol dire che °(ImT") C Ker 7', e la prima uguaglianza & dimostrata.

La seconda si dimostra nello stesso modo (esercizio); vediamo la terza. Prendiamo
w=T(v) €ImT, et € KerT'. Allora

P(w) = $(T(v)) = T'(¥)(v) = O(v) =0,
per cui ImT' C °(Ker T'). Ma ora

dimImT = dimV ~ dimKer T = dim V — dim °(Im T")

8C.4
=dimInT’ = dimW - dimKer T’ = dim °(Ker T"), (8C.4)
dove abbiamo usato il Teorema della dimensione e la Proposizione 8C.3, per cui anche
Ja terza uguaglianza & dimostrata. La quarta si verifica analogamente, e ci siamo. O

Osservazione 8C.3 Una conseguenza di (8C.4) & che un’applicazione lineare e la sua
trasposta hanno lo stesso rango.

Esercizi
8C.1 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Dimostra che o(v) = 0 per
ogni p € V' se e solo se v = O.

8C.2 Siano U, U; C V sottospazi di uno spazio vettoriale V. Dimostra che se si
ha Uy C U, allora U C Up; che (Uy + Us)° = UP NUS; e che (U3 NUL)° = Uy + U3,

8C.3 Sia U un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V, e prendiamo un
vettore w € V' \ U. Dimostra che esiste ¢ € U° tale che p(w) = 1. (Suggerimento:
completa una base di U @ Rw a una base di V.)

8C.4 Sia T:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione fi-
nita, e consideriamo la sua trasposta T": W' — V' e la trasposta della trasposta
T". V" s W"”. Dimostra che T = Uy oTo Uy} dove Uy:V — Ve Uy W — w
sono gli isomorfismi canonici. In altri termini, se identifichiamo V' e W coi loro biduali,
allora la trasposta-della trasposta coincide con I'applicazione originaria.

9

Determinanti

In questo capitolo introduciamo uno strumento fondamentale per lo studio dell’Alge-
bra Lineare: il determinante di una matrice quadrata,‘una funzione che dice esatta-
mente quando le colonne (o Je righe) di una matrice quadrata sono linearmente indi-
pendenti. Invece di definirlo direttamente con una formula, elencheremo le proprieta
che vorremmo possedesse, e faremo vedere che esiste al pilt una funzione che soddi-
sfa le nostre richieste. L’esistenza sard poi dimostrata tramite gli sviluppi di Laplace,
uno dei due metodi principali per il calcolo del determinante (Valtro & un’applicazione
dell’eliminazione di Gauss). Faemo anche vedere che il determinante del prodotto
di matrici & uguale al prodotto dei determinanti (Teorema di Binet); in particolare,
due matrici simili hanno sempre lo stesso determinante, per cui possiamo definire il
determinante di un endomorfismo come il determinante di una qualunque delle ma-
trici che lo rappresentano. Come conseguenza del Teorema di Binet otterremo anche
il Teorema di Cramer sulle soluzioni di un sistema lineare quadrato non singolare.
Vedremo anche, nel Teorema degli orlati, come calcolare il rango di matrici qualun-
que usando il determinante di sottomatrici quadrate. Infine, i Complementi di questo
capitolo sono dedicati a un’introduzione all'uso del simbolo di sommatoria.

9.1 Esistenza e unicita

Nell’Esercigio 7.19 abbiamo visto che una matrice

{ay1 G,Q
A= 1 1

< ]\42)2'(]1@)
a1 G2

& invertibile se e solo se a11a20 —a12a21 # 0. Questo vuol dire che le righe AreAq(ole

colonne A! e A?) di A sono linearmente indipendenti se e solo se anaze ~ ar2am # 0.

Abbiamo dunque trovato una funzione d: R? x R2 — R tale che i vettori v, w € R?

sono linearmente indipendenti se e solo se d{v, w) # 0: la funzione

d < u
v2

w1
Wy

D = ViWy — VWi.

—_— — L | Lo L L | L L L
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stervazione 9.1 Esiste un’altra interpretazione della funzione d: R2 x R?
d.xam.o due vettori v, w € R?, di coordinate rispettivamente (v,
sideriamo il parallelogramma P di vertici 0, v, wev+w. Per semplicita, supponiamo
che tutte le coordinate di v e w siano positive (vedi la Figura 9.1). ’

— R. Pren-
vz) e (w1, wy), e con-

Uyt w,

Wy

Figura 8.1 1l determinante come area orientata.

Se indi\chiarr.lo con R il rettangolo di vertici opposti O e v+w, vediamo dalla figura
che R puo venire suddiviso in sette parti: un parallelogramma (P), due rettangoli
congruenti (B) e due coppie di triangoli congruenti (4 e C). Quindi

Area(P) = Area(R) — 2 Area(A) — 2 Area(B) — 2 Area(C).
Siccome si ha

Area(R) = (v; + wy )(vy + wa),
Area(B) = vown,

Area(A) = wywy/2,
Area(C) = v1v9/2,

ne segue che
Area(P) = vjwy — vow; = d(v, w).

La funzione d viene cost a coincidere con l'area del parallelogramma generato da v ¢ w.
O meglio, con I'area orientata! del parallelogramma: d{v, w) = Area(P) se per andare
dawv aw si ruota in senso antiorario, come nella Figura 9.1; d(v, w) = —Area(P) altri-
menti (verifica che questo & effettivamente quanto accade). In particolare, ritroviamo
nuovamente che d si annulla se e solo se v e w sono linearmente .dipenden(,:i: infatti in
tal caso il “parallelogramma” da essi generato ha area nulla — & un segmento.

1 Riparleremo dell'orientazione nel Capitolo 10.
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11 principale obiettivo di questo paragrafo & scoprire se esiste qualcosa di analogo
in dimensione n, ciog una funzione che ci dica esattamente quando n vettori di R™
sono linearmente indipendenti?.

Per trovare questa funzione (che poi non & altro che il determinante), cominciamo
col fare un elenco delle proprieta che desideriamo abbia; l'idea & che partendo da queste
proprieta saremo poi in grado di calcolare la funzione cercata. Questo procedimento &
tipico della matematica: non sapendo se 'oggetto desiderato esiste o meno, si elencano
tutte le qualita che si vorrebbe avesse, per poi usarle come mattoni da cui partire per
costruire 'oggetto agognato. In questo caso, ovviamente, le proprieta che indicheremo
sono state selezionate con la certezza — fornitaci da pit di un secolo di esperienza —
che ci porteranno alla giusta conclusione; ma altre scelte apparentemente altrettanto
valide potrebbero condurre a risultati infausti (vedi 'Esempio 9.4).

Un’osservazione preliminare. Invece di considerare n vettori di R™ separatamente,
possiamo metterli in una matrice A e cercare una funzione d: My, »(R) — R tale che
d(A) = 0 se e solo se le righe® di A sono linearmente dipendenti. Quindi considereremo
d sia come funzione della matrice A che come funzione delle sue n righe Az,..., 4.

1l caso pili eclatante in cui le righe di A sono linearmente dipendenti & quando due
righe sono uguali. Quindi la prima proprietd che possiamo desiderare per la nostra
funzione &:

(A) d(Ay,...,A) =0 se A; = A; per qualche % 5 j.

In altri termini, d st annulla se due righe sono uguali.

Ora, se le n righe Ay,. .., A, sono linearmente dipendenti, chiaramente lo sono an-
che AA;, As,. .., A, qualunque sia X € R. Viceversa, se Ai,..., A, sono linearmente
indipendenti anche AA;, Aa, ..., A, lo sono; perd, se A diventa sempre piit piccolo in
valore assoluto allora i vettori AAj, Ag, ..., A, sono sémpre pil pericolosamente vi-
cini a essere dipendenti — diventandolo esattamente nel momento in cui A raggiunge
il valore 0. Un modo abbastanza naturale di rappresentare questo comportamento
con la nostra funzione d (e del tutto coerente con I'interpretazione di d come area
del parallelogramma vista per n = 2) & richiedere che d{A\d1, Az, ..., 4y) sia uguale
a X volte d(Aj,...,A,). Siccome & evidente che lo stesso ragionamento si poteva
applicare a qualsiasi riga, e non solo alla prima, la nostra seconda richiesta allora &

B) d(..., . ) =2xd(..., 4. ) per qualsiasi A€ Rei=1,...,n.

In altri termini, d & omogeneo in ogni riga. ‘
Dunque abbiamo richiesto che d si comporti bene rispetto al prodotto per scalari, E

rispetto alla somma? Nei capitoli precedenti abbiamo studiato a lungo le applicazioni

lineari; quindi ci farebbe piacere che anche il determinante fosse in qual modo lineare,

2 E vedremo anche come usarla per stabilire quando p vettori di R™, con p < n, dono
linearmente indipendenti.
3 Utilizzeremo le righe invece delle colonne di A per mantenere una certa compatibilita;con
Yeliminazione di Gauss.
i

Ty
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€ non st comportasse invece in strane esotiche maniere. Possiamo quindi provare ad
aggiungere alla nostra lista di desideri la seguente proprieta:

(©) d(...,Ai+ AL ) =d.(...,A§,‘..)+d(...,A§',...) per qualsiasi ¢ = 1,...,n.
In altri termini, richiediamo che d sia additivo in ogni riga. Le proprietd (B) e (C) si
possono riassumere dicendo che d ¢ lineare in ogni riga.

Vi & una funzione banale che soddisfa automaticamente queste proprietd: la fun-
zione identicamente nulla. Per escludere questo caso possiamo richiedere che d sia non
Zero su una matrice fissata. Per semplicita (e perché & quanto succede in dimensione 2)
esprimiamo ¢id aggiungendo alla nostra lista anche la proprieta

(D) d(I,) =1,
cioé chiediamo che d della matrice identica sia uguale a 1.

Osservazione 9.2 Certo, ci potrebbe far piacere che la funzione d, oltre a essere ad-
ditiva in ogni riga, ci prepari la colazione ogni mattina; sfortunatamente, saremmo
costretti a concludere che una tale funzione non esiste. Questo & un rischio che
corriamo anche con le nostre pitt miti richieste: una. funzione che soddisfi (A)~(D)
potrebbe non esserci (vedi I'Esempio 9.4 ¢ I'Esercizio 9.2). Ma qualche motivo di
speranza c's, in quanto almeno per 7 = 2 una tale funzione 'abbiamo gid trovata.

Per capire se stiamo procedendo nella direzione giusta, vediamo che conseguenze
si possono trarre dalle propriets (A)-(C).

Proposizione 8.1 Supponiamo che la funzione d: M, ,(R) — R goda delle pro-
prieta (A)~(C). Allora:

(1) Se A ha una riga nulla allora d(A) = 0.
(ii) II valore di d non cambia sommando a una riga un multiplo di un’altra, ovvero

d(...,Ai+)\Aj,...,Aj,...)=d(.‘.,Ai,...,Aj,...)

perognit# jelcR.
{iii) I1 valore di d cambia segno se si scambiano due righe qualunque, ovvero

Al Aiy Ay ) = —d(..., Ay, AL,
per ogni i % j.
(iv) Sia S una matrice triangolare superiore ottenuta da A effettuando un ’elimina-
zione di Gauss (o una riduzione a scala) con o scambi di righe. Allora
d(4) = (-1)°d(S).

(v) Se le righe di A sono linearmente dipendenti allora d(A) = 0.

Osservazione 9.3 11 numero (—1)° ¢ uguale a —1se o & dispari, ed & ugnale a +1se o
& pari.
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Dimostrazione. (i) Basta applicare la proprietd (B) con A = 0, dove A; & la riga
nulla. '
(i) Utilizzando nell’ordine le proprieta (C), (B) e (A) otteniamo

d(.‘.,Ai+)\A.7',...,A]‘,...)“—‘d(...,A@',...,AJ’,...)+d(...,)\Aj,...,Aj,...)
=d(...,Ai,...,AJ‘,...)+)\d(...,Aj,...,Aj,...)
=d(. Aiee Ayl ).

(iii) Questa volta utilizziamo nell'ordine le proprieta (A), (C) e di nuovo (A):

-

0

A(cey Ai+ Ajy o A+ AL
d(.‘.,Ai,...,A,»+Aj,...)+d(...,A]~,...,Ai+Aj,..’.)
(.. Asy Ay ) +d( A Ay

+d(y Ay A ) A A Ay )
d(c., Aiye o Ajy ) Fd( o Ay Ay )

(iv) La matrice S viene ottenuta a partire dalla rr}atrice .A tramite due tipi Qi
operazioni: lo scambio di due righe, e la sostituzione di una riga A; con una CO.Hlblt
nazione lineare del tipo A; + AA4;, con j # i. Per il punto (n¥), a ogni scambio di
righe il valore di d viene moltiplicato per —1 (cioe carnbiato di .seg.no). La secor;;ia

- operazione, invece, lascia d immutato, grazie al punto (ii). Quindi d(S) = +d(A),
dove il segno dipende dal numero di scambi di righe esattamente come asserito.

(v) Se le righe di A sono linearmente dipendenti, qualum.:lue rilezipne 2 sca.la S
di A ha almeno una riga pulla. Per (i), dunque, d(S) = 0, e il punto (iv) ci assicura
che in tal caso d(A) = 0. '

Osservazione 9.4 La Proposizione 9.1 ci dice che le operazioni e.lement.a.ri.usatel nell’e-
liminazione di Gauss (o nella riduzione a scala) possono al massimo cambiare .d1 segno
“il valore di d. Questo non & pill vero se effettuiamo altre oper'amo'm eleme.ntarl: ?e :}lz
riga A; sostituiamo la combinazione lineare AA; + pA; con # 7, allor? 1{ valore di
iene moltiplicato per ), grazie alla Proposizione 9.1.(11). e allz’x’ px:opr.let.a (B) (%us-
o & il pericolo insito nell’“eliminazione di Gauss generalizzata” di cui si era parlato
éll’Osservazione 3.6.

" Dunque la nostra funzione d, se esiste, si annulla sulle righe linearmente dlpelrll—
enti. Non & ancora quanto volevamo; a priori, potrebbe annullarsi anche su rig e
inearmente indipendenti. Sara la condizione (D) ad assicurarci ch.e ques‘to non ac-

ade; ma prima, vediamo se & possibile calcolare d con le informazioni che disponiamo,
) ; ‘
ralmeno in alcuni casi semplici. |
IQEMPXO 9.1 Sia d: My (R) — R una funzione soddisfacente le proprieta {A)-(C),
prendiamo una matrice

ai; a2
G211 O22

A= < A’IQQ(R)




180  Capitolo 9

Le righe di A possono venire scritte usando la base canonica {e1, e2} di R? come segue:
T T
Ay = an€] + arze; e Ay = azlelT + agge;

(convincitene prima di proseguire), dove el = ]1 0| ed e] = |0 1|. Allora, utilizzando
nelPordine le proprietd (B) e (C) sulla prima riga, le stesse sulla seconda riga, la
proprietd (A) e la Proposizione 9.1.(iii), otteniamo

d(A) = d(a1e] + ayzed , amel + anel)
= and(e], ane] +axnel) +apd(e], azie] + aggel)
= antan d(e], ) + anan diel, e]) + arza0: d(e], e7) + arpan d(el, eT)
= aijazz2d(e] el ) + arpan d(e], eT) '
= (a11022 — a1za21) de] , €3

= (a11022 — 012021 ) d(12).
In particolare, se vale anche (D) otteniamo
d(A) = ai1a22 — arza01. (9.1)

Abbiamo quindi ricavato una formula per calcolare d su qualunque matrice 2 x 2, uti-
lizzando soltanto le propriet (A)~(D) e le loro conseguenze. In altre parole, per n = 2
se una tale funzione d esiste & necessariamente unica, in quanto dev’essere data dalla
formula (9.1). Viceversa, la formula (9.1) effettivamente definisce una funzione d
che soddisfa le proprietd (A)}-(D), come avrai cura di verificare immediatamente (e,
del resto, & proprio la funzione con cui avevamo iniziato questo paragrafo). Dun-
que per n = 2 esiste una e una sola funzione che soddisfa le proprietd (A)-(D), il
determinante delle matrici 2 x 2.

Osservazione 9.5 11 procedimento utilizzato per ricavare la formula (9.1) pud essere
applicato anche per n > 2, e condurre cosi a una dimostrazione dell’esistenza e unicitd
del determinante in generale tramite quello che viene detto il gruppo delle permuta-
zioni (o sostituzioni). Sfortunatamente, la formula che si ottiene & piuttosto compli-
cata da scrivere e praticamente inutile per il calcolo effettivo del determinante; quindi
qui preferiamo procedere in un altro modo. Per avere un'idea del tipo di fenomeni
che si devono affrontare con questo approccio, risolvi PEsercizio 9.1.

Continuiamo con esempi del calcolo della funzione d su matrici semplici.
EseEMPIO 9.2 Sia

a1l

az2
A= .. (S ]\/[n’n(R)

ann
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una matrice diagonale (dove gli spazi bianchi sono da riempirsi di zeri). Allora utiliz-
zando ripetutamente la proprietd (B) otteniamo

- T T T

d(A) = d(a1ref ,aze;,. .. annel)
T T T
= a1 d(el 3 022€5 , ... ,a,men)
T T T

= anaxd(e;,ey,...,anmel)

- T T T

=@11022 - Gnnde],e3,...,e.)

= 011622+ G d( L)
In particolare, se vale anche (D) si ha
d(A) = 011422 Onn-

EseMpio 9.3 Sia

a1 Q12 't Qe
- 0 az :
A= 2 € My n(R)
0 - 0 an
una matrice triangolare superiore; vogliamo trovare d(A). Scriviamo A4, = A} + A7,
dove
A,1=ICL11 0o --- OI e A,l/=|0 6%12 alnl.

Allora

d(A) = d(A1, Aay ..., An) = d(A], A, ..., 4n) + (AT, A2, ..., An)
= d(A}, As,..., 4n),

razie alla Proposizione 9.1.(v), in quanto le righe A, A,,..., A, sono linearmente
ipendenti (perché?). Analogamente possiamo scrivere A; = Aj + AY, dove

,2=|O ag2 [ Ol e /2’=IO 0 Q3 CLQ,-,I.

d(A) = d(A7, Az, ..., Ap) = d(A}, A, -, An) + (A1, 455 An)
:d( llv /27“-7An)5

ﬁ‘qua,nto di nuovo le righe A}, A3,..., A, sono linearmente dipendenti (perché?).
ocedendo in questo modo arriviamo a ' .

d(A)=d( /17 /27'--114:1,):allaZZ"'annd(In), f
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grazie all’Esempio precedente. In particolare, se vale anche la (D) otteniamo
d(A) = d( 117 ,21 1Aln) = Q11022 Onn *

il determinante di una matrice triangolare superiore é uguale al prodotto degli elementi
sulla diagonale principale.

Questo & quanto ci basta per calcolare d applicato a una matrice qualunque:

Proposizione 9.2 Supponiamo che la funzione d: Myn.(R) — R goda delle pro-
prieta (A)~(C). Presa una matrice A € My.(R), siano p1,...,pn € R i pivot ottenuti
tramite un‘eliminazione di Gauss effettuata con o scambi di righe. Allora

d(A) = ('1)01)1 o Pa d(I'n) (92)

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che d(A) = (=1)7d(S), dove S & la matrice trian-
golare superiore prodotta dall’eliminazione di Gauss considerata; quindi per conclu-
dere basta utilizzare ’'Esempio 9.3. O

Corollario 9.3 Sia d: M, »(R) — R una funzione che gode delle proprieta (AY-(C),
e inoltre tale che d(I,) # 0. Allorad(A) =0see solo se le righe di A sono linearmente
dipendenti.

Dimostrazione. Se le righe di A sono linearmente dipendenti, sappiamo gia che si
deve avere d(A4) = 0. Viceversa, se sono linearmente indipendenti il rango di A4
dev’essere n, per cui i pivot sono tutti non nulli e dunque (9.2) ci dice che d(A) #0.0

Corollario 9.4 Per ogni n € N* esiste al pilt un 'unica funzione d: My »(R) — R che
gode delle proprieta (A)~(D).

Dimostrazione. Infatti, se d esiste si deve calcolare tramite (9.2). W)

Osservazione 9.6 La formula (9.2) non basta per dimostrare che la nostra funzione d
esiste. 11 problema & che, come abbiamo detto piu volte, i pivot di una matrice non
sono univocamente determinati; quindi chi ci dice che il loro prodotto lo sia? Quello
che potrebbe succedere & che effettuando un’eliminazione di Gauss la formula (9.2) dia
un valore per d(A), mentre effettuando una diversa eliminazione di Gauss la formula
dis un valore differente per d(A). Se cio accadesse, saremmo costretti a concludere
che una tale funzione d non pud esistere, in quanto una funzione non puod assumere
due valori diversi calcolata sullo stesso elemento. In altri termini, se cid accadesse
saremmo costretti a concludere che le proprieta (A)-(D) sono contraddittorie: non
possono verificarsi tutte contemporaneamente.

EsEMPIO 9.4  Se alle proprietd (A)-(D) avessimo aggiunto la

(E) Aoy Aiyee Ay ) = Al Ag An ) se T,
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(proprieta molto ragionevole, in quanto scambiare due righe non influisce sulla dipen-
denza o indipendenza lineare), avremmo scoperto che nessuna funzione pud soddisfare
contemporaneamente tutte le proprieta (A)~(E). Infatti, la Proposizione 9.1.(1ii) —
che & conseguenza solo delle proprieta {(A)~(C) — assieme alla (E) darebbe d(A) =0,
contraddicendo platealmente la (D).

Dunque la (9.2) non basta per dimostrare I'esistenza della funzione d. Per superare
questo problema, nel prossimo Teorema daremo una formula per calcolare d che non
dipende da nessuna scelta arbitraria. Ma prima ci serve una definizione.

Definizione 9.1 Sia A € M, »(R). La matrice che si ottiene cancellando la riga i
e la colonna 7 di A si chiama minore (4,5) di A, e si indica con A € Mn_lyn_l(R).

EseMp1o 9.5 Sia

1 2 -3
A=14 6 1
3 3 -2 '
Allora
|16 1 112
All““3 ___2.7 A?S_‘B 3‘7
e Cosi via.

Teorema 9.5 Per ogni n € N esiste un’unica funzione dy: Mpa(R) = R che sod-
disfa le proprieta (A)—(D). Questa funzione & data da di(A) = a;y sen =1, e da

dn(A) = a11dn—1(An) — ao1dn1(An) + - + (1) anidn (An1)

= Z(—l)"“andn_l(/;“) (9.3)
1=l

sen > 1.

Osservazione 9.7 Per informazioni sul simbolo di sommatoria 3 vedi i Complementi
a questo capitolo.

Osservazione 9.8 La formula (9.3) & un esempio di formula ricorsiva (o induttiva); la
funzione dy,, che dipende dal parametro n, viene calcolata in termini di dn—1, la quale a
sua volta viene espressa in termini di dn—2, cosi via. Eseguendo un numero sufficiente
di passaggi si riconduce il calcolo di dy, al calcolo di da che sappiamo perfettamente
come eseguire, grazie all’Esempio 9.1; e quindi, risalendo pazientemente, ot\;;eniamo
anche un valore unico per dn. In altri termini, (9.3) definisce effettivamente una
funzione dn: My o (R) — R; tutto quello che dovremo fare & verificare che soc,;'ldisﬁ le

proprieta {A)~{D) qualunque sia n € N*. ]

|

Dimostrazione. Procediamo per induzione su 7. Per n = 2 sappiamo gia cl?e esiste

un'unica funzione do: Ma 2(R) — R che soddisfa le proprieta (A)-(D), la funzione
da(A) = anjaze — G12021- (9.4)

|
|
1
j
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Siccome in questo caso
Anr = |az], A = laz |, Asy = |ara, Az = |ap],

ponendo dy (’a[) = a per ogni matrice |a| € My 1(R), vediamo che le formule (9.4) e
(9.3) coincidono.

Supponjamo allora che esista un'unica funzione d,_;: My 1m—1{R) — R che sod-
disfi (A)~(D), e definiamo d,,: M, ,,(R) — R tramite la (9.3). Dobbiamo dimostrare
che anche questa. d,, soddisfa le proprieta (A)-(D).

Cominciamo dalla pid facile, la (D). Come si verifica subito, il minore (1,1) della
matrice identica I,, & esattamente la matrice identica I,,_;. Inoltre, siccome gli ele-
menti della prima colonna di I,, successivi al primo sono tutti zero, soltanto il primo
addendo della formula (9.3) & non nullo, e otteniamo

dy(Iy) =1 g {(Tp) 40+ +0= dne1(lo1) = 1,

perché, per ipotesi induttiva, d,_; soddisfa la proprieta D).

Passiamo a (C). Supponiamo che la riga in cui avviene la somma sia la riga jo.
Consideriamo tre matrici:

Al ‘ A.l A]
B=|Au+AL |, A =|4L, A=A
A”' A,, An

voghamo dimostrare che d,(B) = dy(A") + d,(A”). Per far cid dobbiamo descrivere
gli element; della prima colonna e i minori (¢,1) di B in termini dei corrispondenti
oggetti di A’ e A”. Prima. di tutto,

bil = {ajl " Seiy#'?:n;

Q51 -+ G5 Se L= jo.

Per i minori, invece, avviene un fenomeno complementare. Infatti il minore Bjy ¢
uguale al minore Aj,, {che a sua volta & uguale al minore A% |}, mentre i minori Bj,
con i # joy differiscono dai minori A}y e A} solo nella riga proveniente dalla riga jo.
che & rimasta una somma. Ricordando che, per ipotesi induttiva, d,_; gode della
proprieta (C) otteniamo

aidn—1(AL) + das (A7) se 1 # jo

(@1 + @il do—a(A50) = [a),1 +af, daa (Af) sei= jo

bv’,ldu—l(Bil) = {
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Dunque abbiamo

dy(B) = by dpy(Bn)+ -+ (—1)"”“().,-”1 du_r(Bj)
o (=1 dy i (Bad)
=ap[d- (A +do (AVD] A+ + (=1)+! [”'.I'iu'l + “L’i/..ll d—1 (A1)
+-ot (_1)1'44’1:71[flu—l(Ain) + (ll)—l(AII:I)]
= [an duoa (A7) + -+ (1)l dy o (Af)
4o (=" d,,_,(Af,l)]
+ [un dy i (AT + -+ (=1)Hnt! (1",-2, e (Afi"‘,)
o (=1 ayy di (A7)
=d,(A) +d”',(A")’
e ci siamo.

La dimostrazione di (B) & analoga. Suppomiamo che la moltiplicazione per A
avvenga nella riga in; questo ci porta a considerare dne matrici:

A, A

A= Aiu ' B= )\Aiu
All A”
vogliamo dimostrare che d,(B) = M, (A). Per far cid dobbiamo di nmuovo descrivere

oli clementi della prima colonna ¢ i minori (7,1} di B in termini doi corrispondenti
oggetti di A. Prima di tutto,

)\a;“| se 1 = i().

a1 se i # iy
1),'] =

Per i minoti avviene auovamente un fenomeno complenientare. Infatti il minore'B,-“]
i uguale al minore A;,,. mentve i weinori B;y con i # 4y difleriscono fla.v. mtinori Ay
solo nella riga proveniente dalla riga 7, che & ancora una tiga moltiplicata per A
Ricordando che. grazie all'ipotesi induttiva. d,,_, gode della propricta (B) ottentamo
s1bito o
) L gy = Lo (B) = D di () s
bid, - i) = e
e l( " )\a‘inl drl—l(Ain[) 8¢ 2=,
Dunque
d'n(B) = bl 1 du—l (BI'I ) + (_1)’“’Hbiul du— 1 (Br“l)
+.o+ (_1)I‘+Il)ul dlr—l (Bn| )
= Xan duoy (Ap) + -+ (=D Aag da i (Ai)
R (_1)’l+l>\a'ul dn~l(Aul)

= Ad,{A).
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€ ci siamo.

’ Rimane da dimostrare la proprietd (A) — e finalmente vedremo a cosa serve
Valternarsi dei segni nella formula (9.3). Prendiamo una matrice A con due righe
uguali, la 49 e la jo; in altri termini, supponiamo A, = Aj,. Dobbiamo dimostrare

.che d,,‘(A) = 0. Se ¢ # 4y, jo anche il minore A;; ha due righe uguali; per ipotesi
induttiva, dn-1(A:) = 0. Quindi la (9.3) si riduce a

dn.(A) = (—1)i0+lai01 Ono1(Ai1) + (—1)j“+1ajnl dn_1(Ajp1)-

Prima di tutto, essendo le righe iy e Jo uguali, abbiamo a;,; = aj,;. Inoltre, Aigr
¢ Ajy1 hanno le stesse righe, disposte in ordine djverso. Per I'esattezza, si ha una
situazione di questo genere:

A ’
in—1 in—1

4 'Y
Afpa Al = Ajn
: Al
— . to+1
A""] - Al ’ Aj01 = . )
Jo—1 : .
L= Al ’
A]o Alo jo—1
! ’
AJ'0+1 Ajn+1

Iy

dove A[ non & altro che la riga A4; di A privata del primo elemento. Dunque, per
trasformare Ajq1 in A1 basta scambiare A} con, nell'ordine, A1y Aj g e cosi via
finoa A% _;. In questo modo effettuiamo jo — g — 1 scambi di righe (in quanto siamo
partiti da ég + 1 e siamo arrivati a ig + (jo — o) — 1). Dunque la Proposizione 9.1.(iii),
che per ipotesi induttiva vale per dp_1, ¢i da dp—1(Ain) = (=1)~0 ", 1 (A1),
per cui

dn(A) = (1) a551 dn1(Ai1) + (1) a1 dnor (Ajor)
= (1) (=1)7 0 0500 doy (Agr) + (=11 g1 dn (Ajor)
= (=1 (ajo1 dn-1(Ajo1) — @jo1 dn-1(Aj1)) = 0.

O

Definizione 9.2 La funzione definita dall’equazione (9.3) si chiama determinante,
e viene indicata con det: M, ,(R) — R.

EsempIO 9.6 Sia

N SN

€ M4’4(R);

W= O W
IR BN
[N NI S
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vogliamo calcolare il determinante det A. Utilizzando la formula (9.3) si ha

7 6 3 4 2 1 4 2 1 4 2.1
det(A) =3det|1 2 4|—0det|1 2 4|+det|7 6 3|—3det|7 6 3
1 -2 4 1 -2 4 1 -2 4 12 4

2 4 6 3 6 3|1

—3[7det 9 4|—-det _9 4.+det 9 4l

6 3| ... l2 1 2 1]

+[4 _9 4I—7det -2 4|+det 6 3.

6 3 2 1 2 1]

—3[4det 9 4l—-7det 2 4|+det 6 3

=3[7 16 — 3018 +[4-30 ~7- 10+ 0] — 3[4 - 18 — 7- 6 + 0]
= 300 + 50 — 90 = 260. .

Altrimenti, possiamo effettuare una eliminazione di Gauss (con ulteriori scambi di
righe se necessario) su A e applicare la Proposizione 9.3. In tal caso otteniamo

34 2 1 11 2 4 1 1 2 4
07 6 3 ., 07 6 3 . 0 7 6 3
11 2 4 3 4 2 1 0 1 —4 -11
31 -2 4 3 1 -2 4 0 -2 -8 -8
11 2 4 11 2 4 11 2 4
— 0 1 -4 -1 . 01 -4 -11 . 01 —-4 -1
0 7 6 3 0 0 34 80, 0 0 34 80
0 -2 -8 -8 0 0 -16 -30 0 0 0 130/17

Abbiamo effettuato due scambi di righe, per cui di nuovo

det(4) = (—1)?1-1-34-(130/17) = 260.

9.2 Sviluppi di Laplace

Dungque abbiamo dimostrato 'esistenza e l'unicitd della funzione determinante, e ah-
biamo dato due modi per calcolarla: tramite I'eliminazione di Gauss, o tramite la
formula (9.3). Vediamo ora qualche conseguenza di quanto ottenuto finora. |
Prima di tutto, & chiaro (esercizio) che la dimostrazione del Teorema 9.5 pud essere
adattata in modo da dimostrare anche che
n
det(A) = (—1)1“@1]- det(A]j) A+ (—1)"+ja,,j-det(Anj) = Z(—l)"“"]aijfdet(Aij)

i=1

qualunque sia 1 < j < n. Questa formula si chiama sviluppo di Laplace de];determi—

" nante lungo la colonna, j-esima. Vi & uno sviluppo analogo per righe: ‘
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Proposizione 9.6 Sia A ¢ My n(R)el <i<n. Allora

det(A) = (—1)i+1ai1 det(A“) R o (—1)i+"ain det(Ain) = Z(—l)i+jaij det(Aij)

=1

)

(sviluppo di Laplace del determinante Iungo la riga i-esima,).
Dimostrazione. Sia A; = a“ef +oee 4 aine,f la riga i-esima. Allora

det(A) = det(A1,..., A;,..., Ay)
= a; det(Al,...,eT,...,An) + ~~+aindet(A1,...,e,7;,...,An) (9.5)
= a;1det(B1) + - + aip det(By),
dove
Ay
A
Bj=| el |€M,.(R).
Ainr
An
Ora, se nella matrice Bj sottraiamo opportuni multipli della i-esima, riga (che & e}") a

tutte le altre righe, otteniamo una matrice C; di uguale determinante e la cui j-esima
colonna & e;. Per Vesattezza,

ann ot 41,501 0 Q1441  * Q1a
Gie),] Gl 0 Gi-lj41 **° Qj—1p

Ci=| 0 0 1 0 0
i1l 0t Gl -1 0 Qit1541 't Gip1m

Qn1 v Qn 51 0 On,j+1 e Gnn

Calcolando ora det(C;) con lo sviluppo di Laplace lungo la colonna j-esima, solo un
addendo & diverso da zero, per cui

det(Bj) = det(Cj) = (—1)i+j det(Az-j). (96)
Mettendo insieme la (9.5) e la (9.6) abbiamo la tesi. | 0
Dunque per calcolare il determinante possiamo sviluppare sia per righe che per

colonne. Del resto, avevamo gia visto che il numero di righe linearmente indipen-
denti di una matrice & uguale al numero di colonne linearmente indipendenti; quindi
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& ragionevole che una funzione creata per misurare quanto le righe sono linearmente
indipendenti dia risultati analoghi anche per le colonne. Anzi, i risultati sono esatta-
mente uguali: :

Corollario 9.7 Sia A € M, ,(R). Allora
det(AT) = det(A).

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Per n = 2 basta guardare la for-
mula. Supponiamo sia vero per n—1; per dimostrarlo per n, basta osservare (esercizio)
che la trasposta del minore Ay; & esattamente il minore (i,1) della trasposta AT, e
che Pelemento di posto (¢,1) di AT & a,;. Allora se calcoliamo il determinante di AT
sviluppando lungo la prima colonna si ha

det AT = i(—l)“‘lali-det((AT)“) = i(-l)i:*lau det((41:)7)

i=1 i=1

= Z("l)i+lali det(Ay;) = det A4,

=1

grazie all'ipotesi induttiva e alla Proposizione 9.6. 0

Osservazione 9.9 Quale metodo conviene utilizzare per calcolare un determinante di-
pende dalla situazione. In generale (ciod per matrici senza particolari caratteristiche)
Peliminazione di Gauss & il metodo pitl efficiente, quello che richiede il minor numero
di conti. Altre volte, invece, pud convenire usare gli 'sviluppi di Laplace. Per esempio
questo & il caso per matrici con molti zeri (le cosiddette matrici sparse): una scelta
saggia delle righe o colonne lungo cui sviluppare pud ridurre notevolmente il numero
dei conti necessari.

- EsEMPIO 9.7 Vogliamo il determinante di

6 0 0 27 0
1 0 0 0 0
A=[0 -1 0 0 0
0 3 0 4 1
2 0 1 0 V2

La terza colonna ha un solo termine non nullo, al posto (5,3); quindi sviluppando
lungo la terza colonna otteniamo

0 27
det A = (—1)%+3 det 0

S OO
—_—0o 0O

0
-1 0
3 4
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A questo punto possiamo sviluppare lungo la prima colonna (ma anche lungo la
quarta, o la seconda riga, o la terza riga) ottenendo

0 2710
det A= —det{~1 0 0.
3 4 1

Infine, uno sviluppo lungo la prima riga fornisce

det A = —(—1)'+2
de (-1)'*227det 3 1

-1 o‘

risultato ottenuto essenzialmente senza aver dovuto fare alcun conto.

ESEMP}O 9.8 Con un po’ di allenamento s'lmpara anche a semplificare il calcolo del
determinante con qualche saggia applicazione della Proposizione 9.1.(ii) e dell’Eser-

ci'zio 94 L’idea & di creare pili zeri possibile, in modo da semplificare drasticamente
gli sviluppi di Laplace. Prendiamo per esempio

3 3 0 2
{1 0 1 0
A=14 o 21of

3 3 0 4

Sottraendo la terza colonna dalla prima otteniamo

3 3 0o 2
_ 0 0 1 0

det A = det -3 -1 -1 ol
3 3 0 4

A questo punto possiamo sviluppare lungo la seconda riga ottenendo

3 3 2
det A= —det|—3 -1 0f.
3 3 4

Sommando la seconda riga alla prima ¢ alla terza otteniamo

0 2 2
det A= —det|—3 -1 0},
0 2 4

e quindi, sviluppando lungo la prima colonna,

2 2

det A = —3det 2 4

|-

Ovviamente, questo era solo uno dei possibili modi di procedere; tentane altri, per
verificare che otterrai sempre det 4 = —12.
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Osservazione 9.10 Un buon modo per ricordarsi i segni negli sviluppi di Laplace & di
visualizzarli in una scacchiera infinita:

..l__ —
-+ -+
+ -+ -

+
-
+

Quindi partendo dall’angolo in alto a sinistra (segno +) si procede in orizzontale o
verticale di un elemento alla volta, cambiando segno a ogni passo, fino a giungere
all’elemento (e quindi al segno) corrispondente al minore desiderato.

Un'altra conseguenza dell’esistenza e unicitd del determinante & il fatto gid pitt
volte annunciato che il prodotto dei pivot di una matrice quadrata &, a meno del
segno, indipendente dall’eliminazione di Gauss usata: °

Corollario 9.8 Siano py,...,pn € R i pivot ottenuti tramite un’'eliminazione di
Gauss di una matrice quadrata A € M, »(R). Allora

1+ pn| = | det A].

In particolare, il modulo del prodotto dei pivot non dipende dall’eliminazione di Gauss
effettuata, ma solo dalla matrice A. ’

Dimostrazione. Segue subito dall’esistenza e unicitd del determinante e dalla Pro-
posizione 9.2. ‘ m]

Osservazione 9.11 Abbiamo visto nell'Osservazione 9.1 che il determinante delle ma-
trici 2 x 2 misura l'area orientata del parallelogramma generato dalle righe della
matrice. Quando (nel Capitolo 13) parleremo del prodotto vettore in R® vedremo che
il determinante delle matrici 3 x 3 misura il volume orientato del solido (un paral-
lelepipedo inclinato) generato dalle righe della matrice. In realtd, questo accade in
ogni dimensione: con le appropriate definizioni (che non daremo) si pud dimostrare
<che il determinante delle matrici n x n misura il volume n-dimensionale del “solido”
n-dimensionale generato dalle righe della matrice. Per questo a volte si diqe che il
determinante & I’elemento di volume n-dimensionale.

9.3 Teorema di Binet ;
Abbiamo visto che il determinante & lineare in ciascuna riga ¢ dunque, grazie al
Corollario 9.7, in ciascuna colonna (perché?). Viene quindi naturale chiedersi come
sl comporta rispetto alle operazioni proprie dello spazio delle matrici Mnn(R)

Rispetto alla somma di matrici si comporta molto male, come illustrato negli
Esercizi 9.11 e 9.12: il determinante della somma di matrici ha poco a che vedere con

. 1 - e s
a somma dei determinanti. Le cose migliorano rispetto al prodotto per scglarl, in
i
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quanto (Esercizio 9.13) si ha det(AA) = A™ det A per ogni matrice A € M, ,(R). Ma
il determinante rivela tutta la sua potenza in connessione con il prodotto di matrici,
come mostra il fondamentale Teorema di Binet:

Teorema 9.9 (Binet) Se A, B e My o (R) allora
det(AB) = (det A)(det B). (9.7)

Dimostrazione. Cominciamo supponendo che det B = 0; in particolare, grazie al
Corollario 9.3, le righe (e quindi le colonne) di B sono linearmente dipendenti. Allora
esiste un vettore v € R” non mullo tale che Bv = 0; quindi (AB)v = O, ciog anche Ia
matrice AB &singolare. Ne segue che anche le righe della matrice AB sono linearmente
dipendenti, per cui det(AB) =0, e (9.7) in questo caso & verificata!.

Supponiamo allora che det B # 0. Dunque possiamo considerare la funzione
[ My o (R) - R definita da

det(AB)
4y = det(B) -

Se dimostriamo che f soddisfa le proprieta (A)-(D), l'unicita del determinante impli-
cherd f(A) = det(A), e avremo la tesi.
Cominciamo, al solito, col dimostrare che f soddisfa (D). Si ha

_ det(I,B) _ det(B) _
fI) = det(B)  det(B) L

e la prima & verificata.
Passiamo a (C). Supponiamo che la riga. jo-esima di A sia somma di due vettori,
cioé che

Ajn = Al’ + A”

Jo Jo®

Allora la riga jy-esima di AB & pure somma di due righe,

(AB_)j(l = A_’i(,B + A,7/UB
Siccome il determinante & additivo rispetto alle righe, det(AB) si decompone in una
somma; quindi altrettanto succede per f(4), e la proprieta (C) ¢ verificata.
La dimostrazione della propriets, (B) & del tutto analoga, per non dire pil semplice
(esercizio). Rimane la proprieta (A). Se la matrice 4 ha due righe uguali, anche la
matrice AB le ha; quindi det(AB) =0 e f(A) =0, come dovevamo dimostrare. [J

4 In questo ragionamento abbiamo abbondantemente utilizzato il Teorema 7.7,
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Corollario 9.10 Sia A € M, »(R). Allora A & invertibile se e solo se det(A) # 0, e

in tal caso )

= det(A)"

det(A™)

Dimostrazione. La matrice A & invertibile se e solo se le sue righe sono linearmente
indipendenti se e solo se det A # 0. Infine il Teorema 9.9 ci dice che

det(A4) det(A™") = det(AA™") = det(l,,) = 1,

per cui det(A~!) = (det A)~1, O

1 determinante cj fornisce anche un altro metodo per risolvere un sistema quadrato
di matrice non singolare, il Teorema di Cramer:

Corollario 9.11 (Cramer) Sia Az = b un sistema quadrato di ordine n con ma-

trice non singolare. Allora I'unica soluzione v = (vi,...,v,) € R™ del sistema & data
da
, det Bi
Yi=1,...,n vi:detA’

dove B; ¢ la matrice ottenuta sostituendo in A alla colonna t-esima la colonna b dei
termini noti, cioé A }
Bi= Al ... AT p AR Lo,

Dimostrazione. Indichiamo con X; la matrice ottenuta sostituendo nella matrice
identica alla colonna i-esima il vettore v, ciog

Xi='€1 Tt €41 U E€i41 v Enl.

Allora si ha Av == b se e solo se

Prendendo il determinante di entrambi i membri e applicando il Teorema di Binet

troviamo
det Bi = det(AXl) = (det A)’Ui,

in quanto det X; = v;, e ci siamo.
EsempPio 9.9 Vogliamo trovare la soluzione del sistema

—z+3y+2z2=0,

r+22=1,
{z+7z=1,
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applic:fmdo il Teorema di Cramer appena dimostrato. Si calcola subito det A = 15
per cui la matrice 4 & invertibile. Poi ’

1 1
-1 0
1 1

1 01
-1 3 0
1 01

By =

S =
O W o
-~ = N
oy
N
i
~N o~
L
i

quindi det By = 15, det By =5edet By = 0. e la soluzione & data da
‘ 1
v=11/3
0

Vi e un‘alltvra conseguenza del Teorenia di Binet che sard di fondamentale impor-
tanza in seguito.

Corollario 9.12 Se 4 ¢ My (R) e BeGL, (R) si ha

det(B™'AB) = det 4.

Dimostrazione. Infattj
det(BT'AB) = det(B~") det(A) det(B) = (det B) ™! (det B)det A = det A.

]

s f?l.u?que due matrici che appartengono alla stessa classe di sinilitudine (vedi la
e. 11.17,.1011@ 8.4) hanno lo stesso determinante. Questo ci permette di dare Ia seguente
definizione: :

Deﬁmglone 9.3 Sig‘ TV -V wmn endomorfismo di uno spazio vettoriale 1 dj
dlme.nslone n. Allora il determinante i T & dato da det 4, dove 4 e M, (R) & la
matrice che rappresenta T rispetto a una qualsiasi base di V. '

0 Per Ia Proposizione 8.2 ¢ il Corollario 9.12 i} determinante di un endomorfismo non
1peucl§ dalla base scelta, per cui & ben definito. Vedremo pilt avanti conie assieme al
rango sia una delle caratteristiche pilt importanti di un endomorfismo.

9.4 Teorema degli orlati

AVevamo anticine nr R s e . .
(e zimo anticipato nella Nota 2 che & possibile utilizzare il determinante per vedere
) bt A5 Ton [ - .
lEluanco 1 \et(.gn .c\h R" (con p < n) sono linearmente dipendenti. Inn realt. possiamo
are qualcosa di pit: possiamo usare il determinante per trovare il rango di una matrice

qualunqgue, anche rettangolare. Questo & il contenuto del Teorema degli orlati, che
enunceremo fra poco.

Peﬁnizion‘e 9.4 Sia A e ALy n(R); una sottomatrice (quadra.ta) di ordine p di A
€ una matrice quadrata A’ ottenuta considerando solo p righe e colonne fissate di 4
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Se alla sottomatrice A’ aggiungiamo un’altra riga e un’altra colonna di A diremo che
stiamo orlando la sottomatrice.

EseEmMPIO 9.10 Se

A=

—— O e

o W o

~1 = B
=

allora una sottomatrice di ordine 2 ottenuta considerando solo la prima e la seconda
riga, e la seconda. e la terza colonna, & .

Possiamo orlare A’ aggiungendo la terza riga e, per esempio, la prima colonna; questo
ci fornisce la sottomatrice di ordine 3

1.0 2
A"=10 3 1].
107

Teorema 9.13 (degli orlati) Sia A € M. (R) una matrice. AllorargA =r se e
solo se esiste una sottomatrice A’ di ordine r di A non singolare. e tutte le sottomatrici
di ordine v+ 1 di A ottenute orlando A’ hanno determinante nullo.

Dimostrazione. Supponiamo rg A = r. Allora tutte le (r + 1)-uple di colonne di A
sono linearmente dipendenti; in particolare, quindi, qualunque sottomatrice di or-
dine 7 + 1 ha determinante nullo. D’altra parte, esiste una sottomatrice quadrata
di A di ordine r con determinante non nullo. Infatti, siccome rg A = r esistono
7 colonne di A linearmente indipendenti. La matrice formata da queste colonne ha
rango r; quindi deve avere anche r righe linearmente indipendenti. Considerando que-
ste righc e queste colonne otteniamo una sottomatrice quadrata di ordine r e rango r,
e quindi di determinante non nuilo.

Viceversa, supponiamo che esista una sottomatrice 4’ di ordine = di A non sin-
golare, e tale che tutte le sottomatrici di ordine 7 + 1 ottenute orlando A’ abbiano
determinante nutlo. Supponiamo, per assurdo, che il rango di A non sia 7 vogliamo
giungere 8 una contraddizione. Prima di tutto, Pesistenza di una sottomatrice di
ordine r non singolare ci assicura che A conticne almeno r colonne linearmente indi-
pendenti. In particolare, il rango di A non puo essere inferiore a r; dovendo .essere
diverso da r, & per lo meno uguale a r + 1. :

Siccome rg A > r + 1, possiamo trovare una r 4 I-esima. colonna da aggiungere
alle r colonne di A’ in modo da ottenere ancora un insieme di colonne linearmente
indipendenti. La matrice formata da queste colonne ha rango  + 1; quindi possiamo
trovare una riga che aggiunta alle r righe di A’ formi un insieme di righe linearmente
indipendenti. In questo modo abbiamo identificato una sottomatrice non singolare di
ordine r 4 1 ottenuta orlando A’, contro Uipotesi. La contraddizione deriva dajl’aver
supposto rg A # r; quindi si deve necessariamente avere rg A = r, e abbiamo ﬁd’ito. 0

|
|
i
i
|
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EseEMPIO 9.11  Vogliamo trovare il rango della matrice

1 0 1 1
31 -4 2
A=40 7 T -7
2 1 3 1
72 9 5

Siccome non & la matrice nulle, il rango & almeno 1; considerando la prima. riga
e la prima colonna, troviamo una sottomatrice di ordine 1 non singolare, |1[ La
sottomatrice di ordine 2 nell’angolo in alto a smxstra ha determinante

10

det 3 1'—1;&0

quindi il rango & almeno 2. La sottomatrice di ordine 3 nell’angolo in alto a sinistra
ha determinante

10 1
det|3 1 —4|=56+£0,
07 7

per cui il rango & almeno 3. Per stabilire se il rango & 3 oppure 4, dobbiamo orlare
questa sottomatrice e calcolare i determinanti degli orlati. Ci sono solo due modi per
orlarla: aggiungendo la quarta riga e la quarta colonna, o aggiungendo la quinta riga
¢ la quarta colonna. Nel primo caso otteniamo

1 0 1 1 10 1 2 1 0 1 2
3 1 -4 31 ~4 =2 3 1 -5 -2
detly 7 7 _g=dtlg 7 7 o[y 7 o o
2 1 3 1 2 1 3 4 2 1 2 4
11 2
=~T7det{3 —5 -2|=0
2 2 4
Analogamente,
1 0 1 1
31 —4 2
det 07 7 —7 =0,
7 2 9 5

percuirg A =3.

Chiaramente il teorema degli orlati non & il metodo pill efficace per calcolare il
rango di una matrice (la riduzione a scala & molto pitt efficiente), ma pud comunque
essere utile in alcune situazioni particolari (per esempio matrici con molti zeri, in cui
& facile calcolare determinanti; ma vedi anche il Capitolo 10).
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Esercizi

9.1 Dimostra, utilizzando il metodo dell'Esempio 9.1, che esiste una e una sola
funzione d: M3 3(R) — R che soddisfa le proprietd (A)~(D).

9.2 Dimostra che non esiste alcuna matrice A € My 2(R) tale che A = A4, A% =1,
det A > 0 e lay; +agn| # 2.

9.3 Calcola il determinante delle seguenti matrici:

1
02 7 2 1 -2 ;;;3
0 0 m, 1 -2 1,

s 1 3 3 3 4 4
300 - - 5 6 7 8

9.4 Dimostra 'equivalente per le colonne della Proposizione 9.1.(i)— —(iii). Pil pre-
cisamente, dimostra che se una matrice ha una colonna nulla il suo determinante &
zero; che scambiando due colonne il determinante cambia di segno; che sommando a
una colonna un multiplo di un’altra colonna il valore del determinante non cambia.

9.5 Siano z, y, z € R tali che

det

O =8

——

W N W
i
o

Calcola. i determinanti delle seguenti matrici:

3z 3y 3z T Y z T Y z
/2 1/2 14, 1 2 5 |, Jd2+2zx 242y 4+2z).
0 1 3 2z 1+2y 3422 1 0 -1

9.6 Calcola, con pili tecniche, i determinanti delle seguenti matrici:

12 3 4 1 -1 1 1
210 5 1 -1 -1 -1
3 01 -1 11 -1 -1
210 2 1 1 1 -1

9.7 Siano a, b, c € R. Dimostra che

11 1
det|la b cl=(b=a)c—a)c—b)
a®? v

9.8 Siano a, b, c € R. Calcola i determinanti delle seguenti matrici:

11 1 11 1
a b cf, a? b2 . )
ad ¥ 3 at v :
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9.9 Siano a4, ay, a3, aq € R. Calcola il determinante della. matrice

11 1 1
ay ap az  ay

2 2 2 2]
ay a; a; a;

w

3 3
ay a3 a3 aj

e trova una generalizzazione per il caso di n 2 4 numeri.

(Suggerimento: moltiplica.
ogni riga per a; e sottraila dalla successiva. )

9.10 Sia A € M,,, (R) una matrice della forma

BlC
Oo|D

A=

)

con B € M, p,(R), C ¢ Mpn-n(R), D € Mp_hn-n(R) e b < n. Dimostra che
det A = (det B)(det D). (Suggerimento: procedi per induzione su h).

9.11  Trova due matrici A, B ¢ M3.2(R) tali che det A + det B # 0 =det(A + B).
9.12  Trova due matrici G, D € M;.2(R) tali che det(C + D) = det(C) + det(D).
913 SedeM,, (R)ere R, allora dimostra che det(AA) = A™ det(A).

9.14 Sia 4 € M, ,(R) una matrice antisimmetrica, cio® tale che A” = —A. Dimo-
stra che se n & dispari allora det 4 = 0,

9.15 SiaAe M, .(R)el< 1, 7 < n. Dimostra che

- EREYET y_J0 se i # 7,
,‘Z—;( ) a”"det(A”"')_{detA se i = j.

(Suggerimento: se i # J & il determinante di una matrice con due righe uguali.)

9.16 Se A ¢ M, »(R), la matrice cofattore di A & la. matrice Cof(A) che al po-
sto (4,7) ha il numero (—1)i+ det(A;;). Dimostra che A - Cof(4) = (det A)I,. In

particolare, se A ¢ invertibile dimostra che A~! = (det A)~?Cof(A). (Suggerimento:
usa 'Esercizio precedente.)

9.17 Sia A € M, ,(R). Dimostra che det (Cof(A)) = (det A)~1. (Suggerimento:
usa I'Esercizio precedente e il Corollario 9.10.)
9.18 Sia
11/2 1/3 1/4
A= |12 173 174 175
T3 14 175 16|
1/4 1/5 1/6 1/7

Dimostra che A & invertibile e calcolane I'inversa.
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9.19 Risolvi usando il Teorema di Cramer i seguenti sistemi lineari:

~z+2z =1, Y2z = -2,

T+Ty+32=2, {m+2y+3z='1’
{3m+y+z=1; 2z +3y +4z = 0.

9.20 Risolvi usando il Teorema di Cramer il seguente sistema:

888445z + 887112y = 1,

887112z + 885781y = 0.
{Nota per i patiti delle calcolatrici tascabili tuttofare: se la tua cal@latri@ ¢ in grado
di risolvere direttamente i sistemi lineari, prova con questo. I risultati potrebbero
sorprenderti. .. )

9.21 Sia A € M, ,(R), e sia T: M, ,(R) — n,n(R)\ dato da T(X) = AX — X A.
Dimostra che det T = 0.

9.22 Sia A € Mn»{(R), e sia T: M, ,(R) — M, ,(R) data da T(X) = AX. Dimo-
stra che det T" = (det A)™.

9.23 Sia T:Rglt] — Rslt] 'endomorfismo T'(p) = p’. Calcola det T

9.24 Calcola il rango delle seguenti matrici:

0 -1 2
S W |
31400 g6 o

9.25 Calcola, al variare di ¢t € R, il rango della seguente matrice

t+1 1 1
t+2 241 2.
2 11

'COMPLEMENTI

9C.1 Sommatorie

i . ve a;
In questo testo ci troveremo spesso a dover usare somme del t.lpo ay+- 4oy, .dfzi e j
& un numero (o un vettore, o una matrice, o altro ancora) dipendente da.urij m1 © 7;7
che di solito & un numero intero variabile in un certo insieme, per esempio da 1“;
Per trattare questo tipo di somme & stata introdotta una notazione abbr.evn:tta molt
i
comoda: la sommatoria .
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Nella sua versione piti semplice, > si ntilizza come segue:

n
Za.i = Z e =ay+ - +a,.
j=1

1<5<n

Ma sono possibili anche costruzioni pit complesse, come

2 : aj =ag+ax+ag+-+ag,.
ngi<2n
T v

Questa stessa somma poteva anche essere scritta in modo pill compatto come

n
§ Ay = g a2,

h=0 0<h<n

In questo paragrafo cercheremo di descrivere brevemente come utilizzare al meglio
il simbolo di sommatoria, indicandone le principali proprieta e studiando qualche
esempio. Cominciamo con la definizione generale del simbolo di sommatoria

Definizione 9C.1 Se R(j) & una condizione coinvolgente il numero intero j (per
esempio “—3 < j < 3", oppure “0<j<rej pari”), allora. il simbolo

> g

R(j)

indica la somma di tutti gli a; per cui intero j soddisfa la condizione R(j). Per con-
venzione, se nessun intero j soddisfa la condizione R(j) si assume che la sommatoria
valga zero. A volte scriveremo anche Y r(j) @5 un’altra possibility, se R(j) & della
formaa <j< B, e

B
Zaj.
j=a

L'indice j & chiamato indice muto della sommatoria. L’indice muto serve soltanto
all'interno del simbolo di sommatoria, e non ha alcun significato intrinseco — vedi la,
proprietd (B) pill oltre. Tipici indici muti sono h, 4, j, k, 1, talvolta accentati o con
indici a loro volta.

Osservazione 9C.1 In questo libro utilizzeremo il simbolo di sommatoria solo per
indicare somme finite. In altre parole, la condizione R(j) sard sempre soddisfatta
soltanto da un numero finito di interi j. Il simbolo di sommatoria serve anche per

indicare somme infinite (ovvero le serie), ma la loro definizione e uso sono argomenti
di Analisi.

Le principali proprieta del simbolo di sommatoria sono quattro.
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(A} Proprieta distributiva, che riguarda il prodotto di sommatorie:

Z ay ] | Z bk = Z Z (J.],b;_» ] - (901)

R(h) S(k) Ry \S(E)
Per esempio,
2 3
S ) { bk ] = (01 +a2)(bitba+ by)
h=1 =

= (ayby + arba + arby) + (agbi + asbs + azby)

2 3
= Z | Z anbi:

h=1 \Ak=] N

Di solito, le parentesi nelle “somme multiple” come quella sul lato destro di (9C.1)
vengono tralasciate: invece di 3 gy (ZS(M a,,k) si scrive ) popy 2og(r) Mk

(B) Cambiamento di variabile. L'indice muto di una sommatoria ¢, ap.punto, muto,
per cui non si lamenta se gli viene-cambiato il nome. In altri termini, si ha

Noan=d a=7 a, (9C.2)

R{h) R(K) R(s)

e cosi via, dove k, s e simili sono tutti indici non altrimenti presenti\ nella cgnd1—
zione R o nei termini ay, {per intenderci: se aj = n¥, oppure se I:Z(k) & l?, 1'ﬁla,z101le
“1 < k < n”, non possiamo usare n. come indice muto). Ma si puo fa.re. di pilt: data
una condizione R(h), indichiamo con A Vinsieme degli h € Z che socldlsfanlo q’u(‘est...a
condizione. Una permutazione degli iudici & una funzione p: Z - Z tal;a c]he a 1esttel 1;
zione pl,-1(4): " (A) — A & bigettiva. In altre pa.ro}e, per ogni h E', (exilgsTs lirci
uno e un solo & € Z tale che p(k) = h. Allora se p ¢ una permutazione cegh Inc
per la condizione R(h) si ha

Za;, = Z Ap(k): (903)

R(k) R(p(R))
Infatti, su entrambi i lati di (9C.3) sono presenti gli stessi addendi. T casi pilt comuni

di permutazione degli indici sono del tipo plk) = +k :t.c, dove ¢ & un intero fissato
che non dipende da k. Per esempio, se p(k) =k — 1 abbiamo

Z ap = Z Qp—1 = Z Qo) = Z Ap—1:

1<h<n 1<h—15n 2Lk L1 2<hLn+1

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato (9C.2).
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(C) Proprieta commutativa. Quando effettuiamo una somma, 'ordine in cui con-
sideriamo gli addendi & irrilevante. Quindi

Z Z Api = Z Z Aht. (9C.4)

R(Rh) S(k) S(kY R(h)

Per esempio,

DD o= (am +ap) = Doam+ Y an= 3y > ank

R(h) 1<k<2 R(h) R(h) R(k) 1<E<2 R(h)

Potrebbe capitare anche un caso piil generale, in cui la condizione S(k) dipenda anche
da h — e quindi sar scritta S(h, k). In tal caso la {9C.4) diventa qualcosa del tipo

Do em= > aw, (9C.5)

R(h) S(h,k) S(k) R (h,k)

dove S'(k) & la condizione “esiste un intero A tale che sia R(h) che S(h,k) sono
verificate”, e R'(h, k) & la condizione “sia R(h) che S(A, k) sono verificate”.

Un esempio per chiarire. Se R(h) & la solita condizione 1 < h < n, ed S(h, k) &
la condizione 1 < k < h — ovvero stiamo sommando gli elementi in basso a sinistra
rispetto alla diagonale principale della matrice (ans) — allora la condizione (k) &
“esiste un intero h taleche l < h<nel <k <h”, ciod semplicemente “1 < k < n”,
mentre la condizione R'(h,k) & “devono valere sia 1 < h < nchel <k < h”, ciog
“k <h <n”. Quindi

Z Z Ghke = Z Z Ghk- (9C.6)

1<h<n 1<k<h 1<k<n k<h<n

{D} Manipolazione del dominio. Se R(h) e S(h) sono due condizioni, abbiamo

Z ap + Z ap = Z ap + Z Gh, (9C.7)

R(h) S(h) R(h) o S(h) R(h) e S(h)

dove “R(h} 0 §(h)" vuol dire che & soddisfa R(h) oppure soddisfa S(h), mentre “R(h)
e S(h)” vuol dire che h soddisfa sia R(k) che S(h). Per esempio, se m < n si ha

Z ap + Z a) = Z ar | +am,.

1<k<m m<k<n 1<k<n

Se poi non capita mai che R(k) ed S(h) siano simultaneamente verificate, allora la
seconda sommatoria sul lato destro di {(9C.7) semplicemente scompare.
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Vediamo ora qualche esempio di applicazione di queste regole.

EsemMP1o 9C.1 La somma di una progressione aritmetica. Prendiamo a, b € R
ed n € N. Allora:

a+(a+by+ -+ (a+nb) = Z (a -+ hb)
0<h<n

= > f(at(n-hp)= D ((2a+nb)—(a+hd)

0<n—h<n 0gn—h<n

= > (2a+nb)— Y (a+hb)
0<hgn 0<h<n
= (n+1)(2a +nb) — Z (a + hd),
0<h<gn

grazie a: (9C.3) assieme a (9C.2); il fatto che le condizioni 0 < n—h < n” e
“0 < h < n" sono verificate dagli stessi interi A; e il fatto che la prima sommatoria
nella penultima riga & semplicemente la somma di n + 1 addendi che non dipendono
da h. Ma ora se confrontiamo la. prima e ]"ultima riga e dividiamo per 2 otteniamo la
formula cercata:
bn(n + 1)

Z (a+hjb)=a(n+1)‘+ 5

0<h<n

Esempio 9C.2 La somma di una progressione geometrica. Prendiamo @, = € R
conz # 1, ed n € N. Allora

3 k
at+ax+ - +ax" = Z azr
. 0<k<n

=aqa -+ Z az®

1<k<n

=a+zx Z az®?

1<k<n

a4 Z az®

0<k<n—1
=a+z Z az® — ax™,
0<k<n
grazie a, nell’ordine: (9C.7); un caso moltoparticolare di (9C.1); {9C.3); ?(90.7).
‘Confrontando la prima riga con |’ultima otteniamo 1

(1—-x) Z az® = a(l — z™),

0<k<n
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e quindi la formula cercata:

Esempio 9C.3  Sia

S1=Z Zahak=z Zahak=2 Zahaky

0<h<n 0<k<h 0<k<n k<h<n 0<h<n h<k<n

dov<.a abbiamo usato (9C.6) e (9C.2). Se chiamiamo Sp quest’ultima sommatoria,
abbiama_S; = S e quindi

125,

I

S1+ 8 = Z Z apoy + Z apay

0<h<n \0<k<h h<k<n

]

Z ahak‘*“ahah‘ == Z Z anayr + Z apap

0<hsn \0<k<n . 0<h<n 0<k<n 0<h<n

I I
M i
s s
+
I
g
I
S
8
+
g
N

grazie a, nell’ordine, (9C.7), (9C.1), e (9C.2). Abbiamo dunque ricavato la seguente
identita:
2

Z Zahak=% Zah + Zaf,,

0<h<n 0<k<h 0<h<n 0<h<n

Esgmp1o 9C.4  Un altro simbolo che si utilizza spesso assieme alle sommatorie & il
delta di Kronecker é;; introdotto nell’Osservazione 7.4. Ricordo che §;; & dato da

6ij={0 se i 7§,

1 sei=j.
In particolare si ha
Z bjbs; = by,
J=1

e quindi otteniamo formule del tipo

n n n n n
S ety =D Yoty = Y
i=1  j=1 i=1

i=1j=1

| 10

reometria affine

In questo capitolo torniamo a occuparci della geometria del piano e dello spazio.
Vedremo come identificare le posizioni reciproche di punti, rette e piani usando sia
equazioni parametriche che equazioni cartesiane: si trattera semplicemente di appli-
care in questa situazione particolare la teoria sviluppata finora (in particolare sard
utile il Teorema di Rouché-Capelli). Discuteremo anche i cambiamenti di coordi-
nate affini e introdurremo il concetto di orientazione. Infine, i Complementi a questo
capitolo sono dedicati alle affinitd e ad alcuni cenni di geometria proiettiva.

10.1 Equazioni di rette e piani

Vogliamo applicare quanto visto finora allo studio della geometria affine del piano e
dello spazio. La geometria affine! si occupa delle posizioni reciproche di rette e piani
(e triangoli, e pentagoni, e cosl via) nello spazio A3 e nel piano A2. 1l nostro obiettivo
& dare criteri operativi per risolvere problemi del genere di “decidere quando due rette
sono sghembe”, “trovare il piano passante per tre punti non allineati”, o “scoprire se
quella retta e quel piano sono paralleli”.

Fissiamo una volta per tutte un sistema di riferimento affine RA(O, Ay, Az, A3)
in A%, in modo da poter identificare A® con R® tramite le coordinate {come indicato
nel Paragrafo 2.2). In questo modo punti, rette e piani di A? diventano sottospazi
affini di R3 di dimensione 0, 1 0 2 rispettivamente. Per semplicita tipografica in questo
capitolo le coordinate dei punti di R2 ed R® verranno talvolta scritte per riga invece
che per colonna: (1,2) € R?, o (zo, ¥, 20) € R® e cosi via.

Come visto nel Paragrafo 6.5, un sottospazio affine L di RR3 pud venire rappresen-
tato tramite equazioni cartesiane o tramite equazioni parametriche. Per comoditd di
lettura, riportiamo qui le definizioni adattate alla situazione attuale.

L

1 L'aggettivo “affine” serve a distinguerla dalla geometria “metrica” di rette e piani che
affronteremo nel Capitolo 13, e dalla geometria “proiettiva” discussa nei Comple@enti a
questo capitolo. Vedi anche il Paragrafo 10C.1 per un’ulteriore precisazione del termine
“affine”.

}
i
|
i
i
i
i
|
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Definizione 10.1 Se L & lo spazio delle soluzioni de! sistema,

Az = b, (10.1)

dove A € M, 3(R) e b € R?, diremo che (10.1) & un’equazione cartesiana per L. La
dimensione di L & 3—rg 4, e il sottospazio di glacitura di L & lo spazio V delle soluzioni
del sistema omogeneo Az = O.

Come gia discusso nei Paragrafi 6.4 e 6.5, di solito si scelgono le equazioni carte-
slane in modo che rg A = p, ciot in modo che non vi siano equazioni inutili (il che
equivale a richiedere'che L4 sia surgettiva, o che il sistema Az = b abbia soluzione
qualunque sia b € R?). Quindi un piano nello spazio sara descritto da un’equazione e
una retta da due. Ma vediamolo in dettaglio.

(a) Equazione cartesiana di un piano nello spazio: L’equazione

{arc+by+cz=d§ (10.2)

rappresenta un piano in R?, ammesso che la matrice A = la b c| abbia rango 1 (il che
equivale semplicemente a richiedere che almeno uno dei coefficienti a, b, c sia diverso
da zero). I coefficienti a, b e ¢ si dicono parametri di glacitura del piano. I parametri
di giacitura non sono univocamente determinati; P'equazione

(Aa)z + (Ab)y + (Ac)z = (Ad)

identifica lo stesso plano qualunque sia A € R con X 5 0 (vedi anche 1"Esercizio 10.1).
(b} Equazioni cartesiane di una retta nello spazio: 1l sistema.

{azv+by+cz=d, §

10.3
dr+by4cz=d, (10.3)

rappresenta una retta in R3, sempre che la matrice

a b ¢

A= a Yo

abbia rango 2. In questo modo abbiamo rappresentato la retta come intersezione di
due piani: il plano ax+by +cz = d, e il piano ¢’z + by + ¢’z = . Come vedremo nel
Paragrafo 10.6, la condizione rg A = 2 equivale a richiedere che i due piani non siano
paralleli. Inutile dire che la matrice A si guarda bene dall’essere unica: una retta &
intersezione di infinite coppie distinte di piani.

Osservazione 10.1 1! numero minimo di equazioni necessarie per descrivere un sotto-
spazio affine & dato dalla dimensione dello spazio ambiente meno la dimensione del
sottospazio. Dunque per descrivere una retta (dimensione 1) nel piano (dimensione 2)
basta un’equazione (e non ne servono due, come accadeva nello spazio). Quindi nel
piano R? Pequazione

azT + by =c (10.4)
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rappresenta (ammesso che almeno uno dei due coefficienti a e b sia dive'rso da,' Z€T0)
una retta. In particolare, l’insieme rappresentato da delle equazioni cartesiane dipende
dallo spazio ambiente. In R?, equazione (10.4) rappresenta una retta; in R3, la stessa
equazione rappresenta un piano.

Passiamo ora alle equazioni parametriche.
Definizione 10.2 Se L.& l'insieme dei punti P € R® della forma

P =Py + Bt, (10.5)
al variare di ¢ € R?, dove Py € R% e B € M3 4(R), diremo che (10.5) & un’equ.azione
parametrica per L. Il sottospazio L ha dimensione rg B, e il sottospazio vettoriale V
di giacitura di L ha equazione parametrica P = Bt.

Anche le equazioni parametriche vengono di solito scelte in modo che rg B = g,
cioé in modo che mon «ci siano variabili inutili (il che equivale a richiedere che Lp
sia iniettiva, cio# che ogni punto del sottospazio affine corrisponda a: ur.zo e un solo
valore dei parametri). Dunque questa volta il numero dei parametri dlpende. dalia
dimensione del sottospazio, mentre il numero delle equazioni (tre in R3, due in R?)
dipende dall’ambiente. Ma vediamolo in dettaglio.

(a) Equazioni parametriche di una retta nello spazio: le equazioni

Y= 10+ mi, (10.6)

{:1:::120-'—”,
z = zg + ni,

- detto vettore direttore della retta, non sia il vettore nullo. Le tre coord-inate I, m
ed n del vettore direttore si chiamano parametri direttori della re.t.ta. tharamente,
non sono univocamente determinati; i vettori v e v sono vettori dn'etto’rl della stessa
retta, qualunque sia A € R con X # 0. Anche il punto Py = (o, %o, 2q) sl guayda. bene
dall’essere univocamente determinato: pubd essere sostituito da un qualunque altro
punto della retta (vedi P'Esercizio 10.3).

(b) Equazioni parametriche di un piano nello spazio: le equazioni

A

l 4
z =z +1s+U't,
y = yo +ms +m't, oppure P =FPy+s|\m|+t m/’ (10.7)

2=z +ns+n't, n n
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al variare di s, ¢ € R rappresentano un piano nello spazio, ammesso che la matrice

I v
B=\m m

n n'

abbia rango 2 (ovvero che abbia colonne linearmente indipendenti). I due vettori

che formano una base del sottospazio di giacitura del piano, sono detti vettori di
giacitura del piano. Non sono unici: possono essere sostituiti da una qualunque altra
base del sottospazio di giacitura, e Py pud essere un qualunque punto del piano.

Osservazione 10.2 Le equazioni parametriche di una retta nel piano non sono molto
diverse da quelle di una retta nello spazxo semplicemente, sono due invece di tre. Per
la precisione, sono della forma

{(B=(I}Q+lt,

l
Y=o +mt, oppure P-_P0’+t’m’

al variare di ¢ € R, sempre supponendo che il vettore

V= y
m

detto vettore direttore della retta, non sia il vettore nullo.

Tecniche per passare da equazioni cartesiane a equazioni parametriche e viceversa
nel caso di rette e piani sono descritte negh Esercizi 10.4-10.7.

10.2 Punti e rette

Dopo aver rivisto come rappresentare punti, rette e piani, passiamo a discutere in che
posizioni reciproche si possono trovare.

(A) Una retta e un punto. Iniziamo nel piano. Dato un punto Py = (z0, yo) € R?,
vogliamo tutte le rette che passano per quel punto. Le equazioni parametriche sono
immediate: se P = P+ tv sono equazioni parametriche per la retta r, ponendo ¢ = 0
vediamo che Py appartiene alla retta. Quindi le rette che passano per P, sono tutte
e sole quelle di equazioni

{z=x0+tl, (10.8)

Yy =yo +tm,

qualunque siano I, m € R.
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Anche le equazioni cartesiane sono recuperate facilmente. Vogliamo che Py appar-
tenga alla retta, ciod che le sue coordinate siano soluzione dell’equazione ax + by = c.
Quindi azo + byo = ¢, per cui I'equazione cartesiana della generica retta per Py &-

a{x — zo) + by — yo) = 0. (10.9)

Definizione 10.3 L’insieme delle rette del piano passanti per P, si chiama fascio
di rette di centro Py.

Passiamo ora allo spazio. Dato un punto Py = {zo, %o, 20) € R3, vogliamo tutte le
rette che passano per quel punto. Le equazioni parametriche si ottengono esattamente

come prima, e sono

T =z + tl,
{ y = yo + tm, (10.10)
2 = zg + tn,

N

qualunque siano I, m, n € R.
Solito discorso anche per le equazion cartesiane. Questa volta troviamo

a(z ~ 20) + b(y — yo) + ¢(z — 20) = 0,
{a’(z - :;Jo) + ¥ (y -—(;;0) +d(z—29) = 0. (10.11)

Definizione 10.4 L’insieme delle rette dello spazio passanti per Py si chiama. stella
di rette di centro Py.

(B) Una reita e due punti. Com’s noto, per due punti distinti passa una e una
sola retta; vogliamo trovarla., Cominciamo di nuovo nel piano. Vogliamo la retta che
passa per i punti distinti Py = (z9,v%) ¢ P, = {z1,11) € R% Usando le equazioni
parametriche dobbjamo trovare [, m € R tali che il sistema nell'incognita. ¢

2y = zo + t, (10.12)
{1 = Yo +tm,

abbia soluzione. In questo caso [ ed m si trovano facilmente a occhio {vero?), ma visto

. che utilizzeremo lo stesso procedimento molte volte in futuro vediamo di risolvere il
problema con tutti i crismi. Abbiamo un sistema lineare di cui vogliamo soltanto

sapere se ha soluzione. B quindi naturale utilizzare il Teorema di Rouche—Cape]ll
(Corollario 5.9), che dice che il sistema (10.12) ha soluzione se e solo se

! Ty — To

1=1g m Y1~ Yo

l—-r
ml = T8

i

Questo accade se e solo se la matrice sulla destra & singolare, cioé se e solo se
l(yl — y()) - m(a:l - :L‘()) =0 (1013)

(2 il determinante della matrice). Una soluzione di questa equazione (tutte le} altre
sono dei multipli, per cui ci forniscono la stessa retta) & [ = z; — 29 e m = Y11~ ¥yo-
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Dunque la retta passante per Py e Py ha equazioni parametriche

{z = xq + (z1 — T0)t,

y =1y + (41 — o)t (10-14)

Osservazione 10.3 La tecnica utilizzata per risolvere questo problema pud essere rias-
sunta come segue: la condizione posta (passaggio per il punto Py) si traduce in un
sistema dipendente da parametri (I ed m) che deve avere soluzione; il Teorema di
Rouché-Capelli fornisce allora una condizione necessaria e sufficiente in termini di
ranghi di matrici; a sua volta questa condizione pud essere espressa in termini di
determinanti, e quindi in un certo numero di equazioni lineari nei parametri. La
soluzione di queste equazioni ci fornisce la soluzione del nostro problema.

Vediamo ora le equazioni cartesiane della retta per due punti. Richiedendo che la
generica retta del fascio (10.9) passi per P} otteniamo la condizione

a(zy — zo) + by — w0) = 0;

quindi risolvendo quest’equazione troviamo che la retta passante per Py e Py ha
equazione cartesiana

(11 = yo)(= — z0) — (21 — 0)(y — 30) = 0. (10.15)

Passiamo ora ad A3; vogliamo la retta passante per i punti Py = (%0,%0,20) &
Py = (zy,%1,2;) € R%. In termini di equazioni parametriche, vogliamo che il sistema

y1 = Yo +tm,
21 = 2o +tn,

{zl = zg + tl,

abbia soluzione. Per il Teorema di Rouché-Capelli questo accade se e solo se

I x—xp
rglm ni—%|=1
n  zZ1— 2

che, grazie al Teorema degli orlati, avviene se (ma vedi anche I’Esercizio 10.15)
Uyy = yo) = m(z1 — o) =0

! 10.16

{ l(Zl - Z[)) - n(a:l - IEQ) = (), ( )

Questo sistema ha soluzione [ = z; —zp, M =y1 —~Yo €N =21 — 20 (o multipli), per
cui la retta per Py e P; ha equazioni parametriche

z = zg + {z1 — Zo)t,
¥ = yo +(y1 — vo)i,
z = zp+ {21 — z0)t.

(10.17)
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Per le equazioni cartesiane conviene procedere in modo lievemente diverso, evi-
tando di ricorrere al sistema (10.11) in quento dipendente da troppi parametri. Noi
sappiamo che un punto P = (2,7, 2) € R® appartiene alla retta passante per Pye Py
se e solo se il vettore P — Py & un multiplo del vetiore P, — Po; questo & un altro modo
di esprimere il sistema (10.17). In termini di matrici, questo accade se e solo se

r—=Tg X1 — ZTo
rgly—yo Wi—Yo|=1L
z—ZzZp 21— 20

Utilizzando il Teorema degli orlati (Teorema 9.13) a partire da una coordinata non
nulla di P;— Py otteniamo le due equazioni tartesiane cercate. Per esempio, se z; =+
le equazioni sono

{V(yl — y0)( — 20) — (21 — o) (v — yo) = 0, (10.18)

(21 — 20)(z — z0) — (1 — x0)(z — 20) = 0.

BEsempio 10.1 Vogliamo equazioni parametriche e cartesiane della retta passante
per i punti Py = (1,0,1) ¢ P, = (1,1,2). Le equazioni parametriche sono date

da (10.17):
=1,
i
o lz=1+41.

Per le equazioni cartesiane, non possiamo utilizzare (10.18) in quanto z; = 1 = zg.
Ma y;—yo = 1 # 0; quindi il Teorema degli orlati ci fornisce come equazioni cartesiane

{zur?
r =L

10.3 Punti e piani

Passiamo a vedere le relazioni fra piani e punti — ovviamente, solo nello spazio.

(C) Un piano e un punto. Dato un punto Py = {z0,Y0, %0} € R3 vogliamo tutti i
. piani che passano per quel punto. Si procede esattamente come per le rette, per cui
" troviamo

z = x0 + 8l + ¢,

y = yp + sm+tm/, (10.19)
2= zp+ sn +tn,
come equazioni parametriche, e
a{z — z0) + by —yo) + c(z — 20) =0 (10.20)

‘come equazione cartesiana.

‘Definizione 10.5 Llinsieme dei piani passanti per Py si chiama stella di fpiani di
‘centro Po. :
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(D) Un piano e due punti. Dati due punti Py = (zo, %0, 20) € P1 = (z1,%1,21) € R?
con Py # P,, vogliamo tutti i piani che contengono questi due puntiZ. Per le equazioni
parametriche, conviene ragionare come segue: il piano 7 contiene sia Py che P; se e
solo se contiene P ed & parallelo al vettore P, —Py. Dunque possiamo prendere P; — P
come uno dei vettori di giacitura del piano, e le equazioni parametriche sono

T = g9+ S(il?l — (E()) + tl,
¥ =yo+ s(y1 — yo) +tm,
z=z0+8(z1 — z0) + tn,

per tutti gli I, m, 7€ R tali che

ry—x9 1
8| Y1 —Y% m|=2
21 — 2p n

I parametri di giacitura di questo piano devono soddisfare (perché?) l'equazione
a(a:l — !L‘()) -+ b(yl - y()) + C(Zl — 2:0) =0.

Per esempio, se z; # zg possiamo ricavare ¢ in funzione di a e b e, dopo aver molti-
plicato per z; — zy, otteniamo come equazione cartesiana la

a(z1 — 20)(z — o) + b(21 — 20)(y — yo) — {alzy — o) + blyy — y0))(z — z0) = 0.

Esempio 10.2  Vogliamo 'equazione cartesiana di tutti i piani contenenti i punti
Py = (-1,0,1) e P, = (1,1,1). 1 parametri di giacitura di questi piani devono
soddisfare ’equazione -
2a+b=0,

e quindi come equazione cartesiana troviamo
alr+1) —2ay+¢(z— 1) = 0.

(E) Un piano e tre punti. Dati tre punti non allineati Py, P; e Py = (z2,y2, 20) € R?
vogliamo il piano che passa per questi tre punti. Prima di tutto notiamo che i tre punti
non sono allineati se e solo se (perché?) i vettori Py — Py e P, — Fy sono linearmente
indipendenti (vedi anche I'Esercizio 10.9). Dunque possiamo prenderli entrambi come
vettori di giacitura, e otteniamo le equazioni parametriche cercate:

T = xqg + s$(z1 — xg) + t{z2 — 20),

y = yo+ s(y1 — vo) + t(y2 — o),
z = zq+ S(Z] — 2(]) +t(22 — Z())A

2 Ovvero che contengono la retta passante per Py e Py; vedi (H) piu oltre.
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Per le equazioni cartesiane, i parametri di giacitura sono le soluzioni del sistema
{ a(zy —~ x9) + by — o) + ¢(z1 — 20) = 0, \
a(zg — o) + by2 — %0) + ¢(z2 — 20) = 0.

Ma ¢’ un modo pil elegante per ottenere le equazioni cartesiane. Un punto P € R3
appartiene al piano passante per Py, P, ¢ P, se e solo se il vettore P — Py appartiene
al sottospazio di giacitura, che & generato da P) — Py e P, — Py. Quindi P = (z,y, 2)
appartiene al piano se e solo se i tre vettori P— Py, P, — Py e Py — Py sono linearmente
dipendenti, cio¢ se e solo se .

T—Tyg X1— Ty Tp—ITo

det/y—~y y1—% v2—w0|=0.
zZ—2p 21 — 2y 22 — 29

Sviluppando il determinante troviamo 1'equazione cartesiana cercata.

EsemP10 10.3  Vogliamo 1'equazione cartesiana del piano passante per Py = (1,0,0),
P, =(0,0,1) e P, = {1,1,1). Per quanto visto 'equazione &

z—1 -1 0
dett y 0 1/=0,
z 1 1

ciod —z +y—z=—1.

10.4 Rette e rette

Vediamo ora le posizioni reciproche di due rette.
(F) Due rette. Per fissare la terminologia ci serve una definizione.

Definizione 10.6 Diremo che due rette ro ed ry (sia nel piano che nello spazio)
sono incidenti se si intersecano in un punto; parallele se non si intersecano ma hanno
vettori direttori paralleli (ciog linearmente dipendenti); coincidenti se sono la stessa
retta; e infine sghembe se non sono né incidenti né parallele (e dunque in particolare
hanno vettori direttori linearmente indipendenti).

Vogliamo stabilire quando due rette sono incidenti, parallele o sghembe. Comin-
ciamo supponendo che entrambe siano date in forma parametrica, la retta ro dalle
equazioni P = Py + tug, e la retta r; dalle equazioni P = P, + sv;. Se siamo nel
piano, Py e P, saranno punti del piano, e vy, vy vettori di R?; nello spazio, saranno
invece rispettivamente punti dello spazio e vettori di R®. Le due rette sono paral-
Jele {0 coincidenti) se e solo se i vettori direttori sono linearmente dipendenti, ciog

-rglvo v1| =1

{condizione di parallelismo).
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Vediamo ora quando le due rette si intersecano (in uno o piii punti). Se P € roNry,
il punto P deve potersi scrivere sia come Py + tvp per un determinato valore di ¢, sia
come Py +sv; per un determinato valore di s. Quindi le due rette v ed 7y si intersecano
se e solo se il sistema Py + tvp = Py + sv; ammette soluzione. Applicando il Teorema
di Rouché-Capelli otteniamo

rg|vo vy le rette si intersecano;
rgjvg vy Pop— Py| =

g : .
rgivg v1| + 1 le rette non si intersecano.
g

Supponiamo che rg|vo v1| = 1. Allora la condizione rg[’uo vy Py— P1| = 1 implica che
le due rette si intersecano, necessariamente in una retta, per cui sono coincidents. Se
invece rg|vg vi Po — Py| = 2, non si intersecano per cui sono parallele.

Supponiamo che rg|vp vy| = 2. Allora la condizione rg|lvg vy Py — Py| = 2 implica
che le due rette si intersecano, necessariamente (perché?) in un punto, per cui sono
incidenti. Se invece rg|v0 vy Py — P1| = 3 le due rette non sono né parallele né
intersecantisi, per cui sono sghembe.

Quanto abbjamo ottenuto pud venire riassunto dalla tabella seguente:

rglug vy Po ~P1| =1 fg]vo v Py — Pi|=2|rglvgvy Po— Py| =3

rglvo v1[ =1{ Rette coincidenti Rette parallele Impossibile

rglvg vy | = 2 Tmpossibile Rette incidenti Rette sghembe

Osservazione 10.4 Nel piano la matrice |vp v; PO—Pl] ha solo due righe, e quindi non
pud mai avere rango 3. Per questo motivo nel piano due rette sono sempre parallele
o incidenti (o coincidenti).

Passiamo ora al caso in cui le due rette siano descritte da equazioni cartesiane,
cominciando con il piano. Supponiamo che la retta ro abbia equazione agz +boy = co,
e che la retta 7y abbia equazione ajz + byjy = ¢;. Le due rette (sono distinte e) si
intersecano se e solo se il sistema

apT + boy = co,
a1z + by = ¢,

ammette un’unica soluzione. Questo a sua volta accade, come sappiamo, se e solo se

ag by

det ay by

# 0.

Dunque le due rette sono parallele (o coincidenti) se e solo se
agby — a1bg = 0

(condizione di parallelismo).
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Infine, le due rette sono coincidenti se e solo se sono parallele e s'intersecano, -che
accade se e solo se

2

ap by co

=1
ay b] (4] !

rg

ovvero se e solo se le due equazioni sono una multiplo dell’altra.

Nello spazio, invece, la retta ro ha equazione Agx = by, e la retta r; ha equa-
zione Ayx = by, dove Ag e A; sono matrici 2x 3 di rango 2, e by e by sono vettori di R2.
I sottospazi di giacitura delle due rette hanno rispettivamente equazione Agz = O
e Ajz = O. Le due rette sono parallele (o coincidenti) se e solo se questi due sistemi
omogenei hanno le stesse soluzioni. Sicgome entrambi hanno una retta di soluzioni,
le due rette sono parallele se e solo se il sistema, di quattro equazioni in tre incognite

on = O,
A1$= O,

ammette soluzioni diverse da = = O, che accade se ¢ solo se

Ag

A =2

g

(condizione di parallelismo; stiamo usando il Teorema 5.7).
D’altro canto le due rette si intersecano se e solo se il sistema

140:D = bOv
{Aﬂ: iy (10.21)

ammette soluzioni, il che accade se e solo se -

A() bo
A] by

Ao
Ay

rg =TIg )

se i ranghi di queste matrici sono diversi le rette sono parallele o sghembe.
Anche stavolta possiamo riassumere quanto trovato in una tabella:

.| 40 bol| _ Ao boj_ Ao bol _ 4
1Ay b| 2 8 Ay by 3 e A b
rg ﬁo =2 Rette coincidenti Rette parallele Impossibile
1 . ‘
Ig :io =3 Impossibile Rette incidenti Rette sghembe
1 |

‘

EseMPIO 10.4 Date le rette 7o ed 71 di equazione cartesiana

. T-y+z=1, . z+y+z=0, ;
To: lzty—2z=1, 1 3z+y+2=2,
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vogliamo stabilire in che posizione reciproca si trovano. Siccome

1 -1 1 1 -1 1 1

- 1 gt 1 11
1 1 1 1 1 1 o
3 1 3 1 1 2

le due rette sono incidenti.

10.5 Rette e piani

Puntiamo ora i riflettori sulle relazioni fra piani e rette.

(G) Una retta e un piano. Consideriamo una retta r di equazioni parametri-
che P = Py + sup e un piano m di equazioni parametriche P = P, + tuy + t'u,.
Abbiamo due possibilita:

— Se detlvg N vgl # 0, allora il sistema

Py + svg = Py +tv, + t'vy (10.22)

nelle incognite s, ¢ e ¢ ammette un'unica soluzione. Questo vuol dire che la tetta
¢ il piano sono incidenti: si intersecano in un punto.

— Se invece det] vy vy v2] = 0, il sisterna (10.22) o non ha soluzioni — nel qual caso
la retta e il piano sono paralleli —, oppure ha una retta di soluzioni — nel qual
caso la retta r & contenuta nel piano. In particolare, retta e piano sono paralleli
se e solo se

rglvg v v Py — Pll =3#£2= rglvo v vzl.

Supponiamo invece che la retta r abbia equazioni cartesiane Agz = bo, e che il
piano 7 abbia equazioni cartesiane o7z = d, dove o € R? & il vettore dei parametri
di giacitura del piano. I due sono paralleli se e solo se il sistema quadrato

{ on = O,
aTz =0,

ammette soluzioni diverse da x = O (perché?), il che accade se e solo se

Ao

det CVT = 0.

In questo caso, la retta & contenuta nel piano se e solo se

Ag boj|_
g 0lT dit— 2.
Invece .
0
det OZT 75 0
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se e solo se il piano e la retta sono incidenti.

Esempio 10.5 Consideriamo la retta r e il piano 7 di equazioni cartesiane

srytz=l L sryy+8a=2.
c—-y+2z2=0,

Siccome
1 1 1 11 11
rg|l -1 1j=2=rgjl -1 1 0f,
3 1 3 . 3 1 3 2

la retta r & contenuta nel piano .

Vi & un altro caso che vale la pena considerare. Supponiamo che il piano 7 _abbia

equazione cartesiana az + by +.cz = d, e che la retta r abbia equazioni parametriche
P = 5;“)5’0;2 In tal caso, la retta e il piano sono paralleli se e solo se il vettore

direttore vg_= (I,m,n) della retta appartiene al sottospazio di giacitura del piano,
cioé se e solo se

al +bm+cn=0 (10.23)

(condizione di parallelismo). In questo caso, la retta & contenuta nel piano se e solo
se inoltre Py € 7, il che accade sé e solo se

d = axg + byy + czp.

(H) Un piano e una retta. Data una retta r, vqgliamo trovare tutti i‘pia.ni chfe la'u
contengono. Cominciamo come al solito supponendo che la retta r abbia equaz.lom
parametriche P = Py + tvg, con Py = (%0, %0, 20) € vo = (lo,fno.,nq)- Se un piano
contiene 7, il vettore vp pud venire preso come un vetto're ‘dl glamtur.a del piano.
Quindi tutti i piani contenenti 7 sono descritti dalle equazioni parametriche

T Zo lo l
y| =y l+t{mo|+s|m (10.24)
z 20 g n

al variare di [, m, n € R in modo che si abbia

lgm
rgi Mo myj=2.

i) n

Supponiamo invece che la retta r sia data da equazioni cartesiane, ‘

az + by +cz =d,
dr+by+cdz=d.
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Per quanto visto in (G), il piano di equazione cartesiana a”z+b"y+c”z = d” contiene
la retta r se e solo se
a b ¢ d
rgja V¥ J d|=2,
ll” bll CII d“
cioé se e solo se esistono A, u € R non entrambi nulli tali che

14 ’

a a a

b b b
"’ =A ¢ + u c
4" d d'

Dungque tutti i piani contenenti r sono descritti dall’equazione cartesiana
Maz + by + c2) + p(a'z + by + ¢'z) = M + pd’

al variare di (A, ) € R? con (), u) # (0,0).

Definizione 10.7 L'insieme dei piani passanti per la retta r si chiama fascio di
piani di asse r.

(I) Un piano, una retta e un punto. Vogliamo trovare il piano contenente una. retta.
data r e passante per un punto Py = (z1,¥1, 2) non appartenente alla. retta. Suppo-
niamo che la retta abbia equazioni parametriche P = P, + tvg, con Py = (zg, yo, 20)
e vg = (lo,mo,n0). Ricordando la forma delle equazioni parametriche dei piani del
fascio di asse r, vediamo subito che dobbiamo trovare I, m, n € R tali che il sistema.

P = Py + tvg + sv . (10.25)
abbia soluzione, dove v = (I,7,n). Chiaramente, v = P, ~ Py & una possibilita (la
soluzione & ¢ = 0, s = 1). Viceversa, supponiamo che (10.25) sia soddisfatta per qual-

che sq, tg € R. Siccome per ipotesi Py non appartiene alla retta r, la differenza P; ~ Py
non pud essere un multiplo di vy, per cui s¢ # 0. Dividendo per s troviamo

v= AP, — Py) + v

per qualche A, 4 € R con A = 1/sg # 0. Inoltre, qualunque scelta di A€ R* e p € R
ci fornisce lo stesso piano, in quanto

Span (vo, A(P1 — Pa) + pwvg) = Span (v, P, ~ Pp) .
In conclusione, esiste un unico piano contenente r e Py, di equazioni parametriche
P =Py +tug + s(P1 — Py).
Supponiamo invece che la retta r sia data dalle equazioni cartesiane

ax + by + cz = d,
dz+by+cz=d.
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L’unico piano del fascio di asse 7 che contiene il punto Py & quello per cui i parametri A
e u del fascio soddisfano 1'equazione

(az1 +by1 4+ cz1 — )X+ (a'zy + by + 'z —d Y =0

(nota che, siccome P; ¢ r, i coefficienti di questa equazione non sono entrambi nulli).
Quindi il piano ha equazione cartesiana.

(a'zy + by + 21 —d ) az+by +cz —d) — (azy + by + ez —d) @'z + by +z—d') = 0.

(L) Un piano e due rette. Vogliamo vedere quando (e se) esiste un piano contenente
due rette diverse rg ed 1. Come vedremo, questo piano esiste sempre tranne nel caso
in cui le rette sono sghembe.

Supponiamo che le equazioni parametriche delle rette siano P = Fy + tvg e

P = P) 4 su; rispettivamente, e distinguiamo due casi.
— rgl'uo 'u1| = 2: le rette sono incidenti o sghembe. Perché un piano 7 contenga
sia 7o che 7y deve contenere sia Py che Pj, e il sottospazio di giacitura deve
contenere sia vy che v;. Siccome vy e vy sono per ipotesi linearmente indipendent;i,
possiamo prenderli come vettori di giacitura di 7, che ha quindi

P =Py + sup 4ty (1026)
come equazioni parametriche. Questo piano contiene anche P (e quindi entrambe
le rette) se e solo se il sistema Py = Py + svp + tv) ha soluzione, il che accade se e
solo se rgIPO -~ Py v vll = rglvo vy I, per cui le rette sono incidenti. Dunque se vp
e v; sono linearmente indipendenti ésiste un piano che contiene ro ed r; se e solo
se le due rette sono incidenti, e in tal caso il piano ha (10.26) come equazioni
parametriche.

rg|'u0 'ull = 1: le rette sono parallele (e distinte, per ipotesi). In questo caso basta
prendere il piano 7 che contiene ry e Py, di equazioni parametriche

P = Py + svg+ (P, — Po);

infatti 7 contiene automaticamente anche ry (perché?).
Vediamo ora il caso in cui g ed 7y siano date da equazioni cartesiane

aoT + boy + coz = do, {a1m+b1y+clz=d1,:
7o : E j
" Vabe + bpy + cpz = do, dyz+ Wy +ciz=dj,
| piano che le contiene entrambe (se esiste) dev'essere un piano comune ai due fasci

1i asse rispettivamente r¢ ed r1. Questo accade se e solo se esistono Ag, po, A1j #1 € R
ion tutti nulli tali che le due equazioni (

Ao{ao® + boy + coz) + pofapz + boy + cpz) = Aodo + ody, :

(10.27)
Ar(arz + by + ¢12) + i (afe + by + ¢j2) = Mdy + mdl,
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siano uguali (vedi I'Esercizio 10.1). Confrontando i coefficienti rispettivamente d; z,
Y, z e i termini noti, vediamo che g sua volta questo succede se e solo se il sistema

% 8y —a; —a}| Ao 0
b() b(’) —'b] -—b; Mo — 0
0 c —ei —ci| M| T (o (10.28)
do dy —dy —d}| | 0

ammette soluzioni diverse dalla, soluzione ‘nulla. Questo accade se e solo se la ma-~
trice dei coefficienti ha rango strettamente minore di 4, il che — ricordando (Fy —
equivale a dire che le rette non sono sghembe. Infine, il piano cercato ha come equa-

zione cartesiana la seconda delle (10.27), dove Ao, Ho, M e U1 sono soluzione del
sistema, (10.28).

Esemp1o 10.6 Vogliamo I'equazione cartesiana del piano contenente le rette inci-
denti dell"Esempio 10.4. Risolvendo il sistema

Il =1 =3) 0
=11 -1 -1l o
Io=1 =1 -1\ T o
11 0 —2/|wl lo
troviamo (per esempio) A} = —] ¢ #1 = 1, per cui il piano cercato ha equazione

cartesiana z = 1.

10.6 Piani e piani
Concludiamo con le posizioni reciproche di due piani.

(M) Due piani. Una definizione & di rigore.

Definizione 10.8 Diremo che due piani 7y e m sono incidenti se si intersecano in
una retta; paralleli se non si intersecano o coincidono (cioe sono lo stesso piano)

Supponiamo che j due piani g e m abbiano equazioni Parametriche rispettiva-
mente P = Py + sy + twoe P =P+ sy + t'w;. Ci sono due possibilita: se

rg]vo Wy U1 w1| =2

i due piani hanno lo stesso sottospazio di giacitura, e quindi sono paralleli. In parti-
colare, sono coincidenti (perché?) se e solo se

rglvo wo v wy Py — Pll = 2.

Se invece

rglvg wy vy w;l =3,
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i due piani sono incidenti; infatti in tal caso il sistema
!
P0+sv0+tw0 = P1 +S,’U1 4+t wy
ha sempre una retta di soluzioni.

Supponiamo ora che i due piani abbiano equazioni cartesiane agz + bo}l —l—cozS: do
€ a1z + byy + c1z = d; rispettivamente. Anche stavolta ci sono due possibilita. Se

ag bo L)
a b o

g

’

- T e
(condizione di parallelismo) i due piani hanno lo stesso sottospazio di giacitura,
quindi sono paralleli. In particolare, sono coincidenti se e solo se

ap bo () do

=1 .
a1 b o d

rg

invece
Se ag bg Co

a b o

g

¥

- o . iomi. per

il sistema composto dalle equazioni dei due piani ammette una retta di soluzioni, p
cui i piani sono incidenti. . ‘ o ‘ e che

annto visto finora ovviamente non esaurisce le questioni di geomettr‘la aii‘ﬁtipo e

ive i i esaustiva

¢ ibi i i : descrive in maniera abbastanza 0 di
¢ possibile porsi (e risolvere), ma . 1L tpo di
tegniche che vengono utilizzate. Concludiamo questo paragrafo con un esempi
come si possa risolvere un altro problema di questo genere.

- Esemp1O 10.7 Vogliamo equazioni parametriche € cartesiane del piano passante per
N L J3 . =3
il punto Py = (1,0,1) e parallelo alle rette

:L‘Zt, 21’+Z=11
T qY=2 2 2y-z=3
z =1+ 3¢,

La retta ro ha equazioni parametriche

$=_Zsy
y:2+2$,
2:1+4S.

indi il piano cercato ha equazioni parametriche

$=1+t_251
y = 2t + 28,
Z=1+3t+431

v dunque equazione cartesiana 2(z — 1) — 10y + 6{z — 1) = 0, ovvero

z—5y+3z=4.
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10.7 Sistemi di riferimento affini

Tutto il discorso fatto finora si basa sull’aver fissato una volta per tutte un sistema di
riferimento affine RA(O, A;, A2, A3) in A3. Ma che succede se cambiamo sisterna di
riferimento? Ovviamente, cambieranno le coordinate. Come abbiamo gld accennato
nel Paragrafo 2.2, a volte pud essere utile scegliere un sistema di riferimento costruito
ad hoc per il problema da esaminare; sorge quindi spontaneo il problema di come
mutano le coordinate passando da un sistema di riferimento a un altro. Abbiamo
gid esaminato la questione nel Paragrafo 8.1 nel caso degli spazi vettoriali, in cui
cambiava la base ma I'origine rimaneva la stessa. Cambiando sistema di riferimento
affine, invece, muoviamo anche I’origine, per cui la situazione & lievemente djversa.
Ricordiamo brevemente le definizioni.

Definizione 10.9 Un sistema di riferimento affine RA(O, A1, As, A3) in A® consiste
in una quaterna ordinata di punti non complanari O, A, A4y, A3 € A% 1i primo
punto O & l'origine del sistema di riferimento. Siccome i quattro punti sono non

[ AT AT A . . 3
complanari, i tre vettori OA4;, OA; e O Az formano una base dello spazio vettoriale V.-

Le coordinate associate a questa base si chiamano coordinate affini rispetto al sistema
di riferimento affine RA(O, A;, Ay, A3).

Figura 10.1 Le coordinate affini.

Per I'esattezza, un punto P € A? ha coordinate affini (z;, 24, x3) € R3 se e solo se
(vedi la Figura 10.1)

——y

P=.’610—A_1)+:1:2574-2’+$35:4—;;.

Siano R = RA(O, A1, Ay, 43) e R’ = RA(O', A}, A}, A}) due sistemi di riferimento
affine in A%, Prendiamo un punto P € 43, vogliamo vedere che relazione intercorre
fra le sue coordinate rispetto a R e quelle rispetto a R'.
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Siano (c;,ca,c3) le coordinate di O' rispetto a R (ovviamente, O’ ha coordi-
nate (0,0,0) rispetto a R'), cioe

00 = c; OA; + 204+ c3 043 = |54, OAy OAs|0

dove
(5]

c=lc| € R3,
c3

e il prodotto & il solito prodotto righe per ‘colonne.

!
A
SATEe P
Iy \
7 \
A2 \\
)
O( \‘ ,
As |
1
S
oL P
| \
P \
Az ﬁ “
)
...... t > T
O A, 1

*
A S

. saop2
Figura 10.2 Cambiamento di coordinate affini in A”.

Consideriamo ora il sistema di riferimento affine R* = RA(O‘, A’{t {13\, A§) ;ﬁttenugz
traslando Porigine di R in O (vedi la Figura 10.2, dove per sem'phc,xta &ra g.;Jra @
la situazione in A%). I punti A} sono ottenuti traslando i punti A tramite il ve

00 ciot
tore — , cloe
OA; = 04 - 00,

. . ;
per j = 1, 2, 3. Siccome i quattro punti O', Ay, A, e Aj non erano complanlar;
anche i punti O, A}, A3 e A3 non lo sono, in quanto loro traslati; ne segue che

3

vettori {OA},0A};, 0A3} sono una base dello spazio vettoriale Va. annto \{isto n:l
Paragrafo 8.1 ci fornisce allora una matrice B € GL3(R) — la matrice di cambiamento
di base — tale che

—— — —
\‘071? 04} O4} =\o,41 OAs OA3|B.

Prendiamo allora il nostro punto P € A3 di coordinate z = (:r:l,xg,azs)*‘n?pet.to
‘4R, ez = (z},zh,x}) rispetio a R'. Il punto P viene traslato nel punto P” tramite
¢ 3 - 3 :
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. ——
il vettore —OQO’, in modo che

——
OP* = OB - 00.
Dun i i i *
que le coordinate di P* rispetto a R* sono le stesse di P rispetto a R', per cui

—— = >
OA 04, OAy|s =204 +a;04 + 504 = OF = 00 + OF*

—

—
00"+ O4; + 043 + 2, OA}

i

0%, o0& OR|e+[os oz omle

i

loz, oz 07| (¢ + Be').

Quindi
z = Bz +¢, (10.29)
ciog
Ty = by + b‘12$,2 + b3zl + 1,
T2 = by + boaxh + bosal + ¢y, {10.30)
3 = b1 7] + baaxh + bsax} + 3.

Dgzl(]\(lie un cambiamento di coordinate affini consiste in un’applicazione lineare se
ul . . . . g
guita da una traslazione (combinazione che rivedremo nei Complementi a questo ca-

pitolo quando parleremo di affinitd). Per compl i i
i . etez i i
biamento inverso, che & dato da, ? 7, Tiportiamo qul anche il cam-

! — —
z' =B g — B¢,

Osservazr?ne 10.5 Fin qui abbiamo ragionato in 4%, ma ovviamente la stessa ar-
gomentazione si applica in A2 i i
» con una coordinata in meno. La relazione (10.29)

rimane identica, con B € GL 2 il si
imane ide , 2(R) e ¢ € R?, mentre il sistema {10.30) perde una riga

{931 = b2} + bigzh + ¢1, *
Ty = bz + boawh + 0o

10.8 Orientazione

La formula (10.29) ci permette di introdurre un’ulteriore definizione.

D,eﬁmzmne, 19.10 Due sistemi di riferimento affine R = RA(O, Ay, Ag, A3) ¢
R = RA(O', A7, A5, A}) hanno la stessa orientazione (diremo anche :che ’son:) 63 ni-
versi) se l.a.matrice B del cambiamento di coordinate affini da R a R’ ha det rq i
pante positivo; diremo che R e R’ hanno orientazione opposta (sono contravere'n:_‘
invece det B < 0. La stessa definizione si applica nel caso del piano. i
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Per capire meglio di cosa stiamo parlando, fissiamo un sistema di riferimento
ey )

affine R, = RA(O,A;, A2) in A% Rispetto a R, la base {v; = OA1,v2 = OAz}
di V% ha come coordinate i vettori della base canonica {e;, ez} di R?. Nel disegno
usuale, in cui Je ascisse vengono messe in orizzontale dirette verso destra e le ordinate
in verticale dirette verso I'alto, per passare da e; a ey bisogna effettuare una rotazione
in senso antiorario. . '

Consideriamo invece il sistema di riferimento affine Ry = RA(O, A2, Ay), con la

et e

stessa origine® ma con i vettori di base {v; = OAs, v = OA,} scambiati. Stavolta
per passare dal primo al secondo vettore di base bisogna ruotare in senso orario. La

matrice del cambiamento di coordinate &
0 1
5=|i

che ha determinante —1; quindi i due sistemi Ry ed R2 hanno orientazione opposta.

R 2 , Rs
u, I vl] Y {
Y Uy Uy

Figura 10.3 Orientazione in A%,

Se ora in Ry sostituiamo A; col suo opposto rispetto a O otteniamo (vedi la

— —
Figura 10.3) un sistema di riferimento affine Ry con base {v1 = OAz,v2 = —0A41}.
Le matrici di cambiamento di base B; da Ry a Rz e B, da Ry a Rj sono date da

0 -1

1 0

1 0],
0o -1

B] = l ‘ e BQ = l
- dunque Ry e Ry hanno orientazione opposta, mentre R1 € R3 hanno la stessa orien-
tazione. E infatti per passare dal primo al secondo vettore di base in Rg bisogna
ruotare di nuovo in senso antiorario.

Riassumendo, in A? il succo del concetto di orientazione & due sistemi di riferi-
mento affine hanno la stessa orientazione se e solo se per passare dal primo al secondo
vettore di base si effettua una rotazione che ha lo stesso senso in entrambi i casi?.

In A? la situazione & analoga, anche se espressa in maniera lievemente diversa.
Nei disegni usuali, la base canonica {e1,e2, €3} di R3 viene rappresentata nella stessa

O anche un’altra: & evidente che V'orientazione non dipende dall’'origine scelta.

Sia chiaro che noi non abbiamo dimostrato questa affermazione; per farlo dovremmo de-
nire rigorosamente il concetto di “senso di rotazione”. Qui ci siamo limitati a far vedere
ome sia plausibile identificare orientazione e senso di rotazione.
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pollice a v,
indice
Uy
medio medio
h
Mano sinistra Mano destra

Figura 10.4 Orientazione in .4°.

posizione in cui si trovano, nel’ordine, il medio, 'indice e il pollice della mano sinistra
se cerchiamo di tenerli perpendicolari (vedi la Figura 10.4).

Allora due sistemi di riferimento affine in .43 hanno la stessa orientazione se e solo
se i tre vettori della base dei due sistemi sono disposti come medio, indice e pollice
(nellordine) della stessa mano, destra o sinistra che sia.

Esercizi

10.1  Dimostra che due equazioni cartesiane az + by +cz = d e 'z + bVy+dz=d

descrivono lo stesso piano se e solo se esiste A € R non nullo tale che a’ = Aa, b’ = \b,
' =Xed =M\

10.2  Che insieme viene descritto da equazioni cartesiane del tipo Az = b, dove
AeGL;R),zeR* e b e R3?

10.3 Dimostra che le equazioni parametriche
T=1+4+1, z =4 —2s,
{y:—?—-t, e {y=—5+25,
z=3+2t, z=9—4s,
descrivono la stessa retta.

10.4 Seaz-+by = c&'equazione cartesiana della retta r nel piano, dimostra che I _ab ’
& un vettore direttore per r.

10.5 Se
T = I+ lt,
Y =yo +mt,

sono equazioni parametriche per una retta r nel piano, dimostra che
mx — ly = maxg — lyg

€ un’equazione cartesiana per r.
10.6 Se

at + by +cz =d,
dz+by+cdz=d,
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sono equazioni cartesiane per una retta r nello spazio, dimostra che

b
b ¢ a ¢ —det| @
| = det ¥ ool m = —det o ol n = det o b
sono parametri direttori per r.
. e
1078 z = zo+ sl +1l',
y = yo +sm+tm/,
7= zp sn At
sono equazioni parametriche per un piano 7, dimostra che
m m I — det | ! v
a = det n o nl b=——detn s c=det|

sono parametri di giacitura per m.
10.8 Dimostra che tre punti del piano Py = (za,y0), P = (z1,91) € Pa = (T2, 2)
sono allineati se e solo se

T1— % T27Z0) _ .

Yy1i—Y Y2 — Yo

det

(Suggerimento: i tre punti sono allineati se e solo se esistono v € R2ety, ts € R tali
che P; — Py =tju per j = 1, 2.)

10.9 Dimostra che i punti Py = (0,%0,20), P = (z1,91,21) € P2 = (w2, Y2, 22)
dello spazio sono allineati se e solo se

1 — Ty T2 Xo
gty — Yo Y2~ Yo
2 — 2 Z3 — 29

IA
o

- = (Z2,¥Y2,2
10.10 Dimostra che i punti Po = (IO’yOsz')’ P = (z1,01,21), P2 = (2292 2)
¢ Py = (z3,Y3, 23) dello spazio sono complanari se e solo se

Ty — %y T2—%o T3 —T0
det{ys —yo v2—% Ys—%| =0
z1 — 20 zZ9 — 20 z3 — 20
10.11 Verifica che le definizioni di parallelismo fra ¥ette fa/o pia]r;i f(iia;te.t ?:;Hg ;)Z—l
finizioni 10.6, 10.8 e nel Paragrafo 10.5 sono casi particolari della Definizio .
parallelismo fra sottospazi affini.

i ; ta 7 si chiama fascio
10.12 L'insieme delle rette del piano parallele a una retta data

ioni i = tv
improprio di rette di asse 7. Se la retta 7 ha equaziom paramet{lcbedEQ eP](})g ;}-SO r:)(;
dimostra che le rette di equazioni parametriche P = Q+tug al variare di

tntte e sole le Tette del fascio improprio di asse 7.
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10.13 Se la retta r del piano ha equazioni cartesiane az + by = ¢, dimostra che le
rette di equazioni cartesiane ax + by = k al variare di k € R sono tutte e sole le rette
del fascio improprio di asse 7.

10.14 Dimostra che il sistema

{m(x ~ o) = Uy — vo),
n(y — yo) = m(z — zg),

al variare di [, m, n € R descrive tutte le rette della stella di centro Py = (20, Yo, 20)
escluse quelle parallele all’asse z e all'asse .

10.15 Nel calcolo delle equazioni parametriche di una retta per due punti nello
spazio, se 1 = &g il sistema (10.16) ci dice solo | = 0, lasciando m ed n liberi.
Eppure anche in questo caso la retta passante per i due punti & unica, ed & data
ancora da (10.17). Cosa sta succedendo, e perché?

10.16  Dimostra che la retta passante per i punti Py = (,1,3) e P, = (x,0,2) dello
spazio ha equazioni parametriche
T =,
{ y=1-—~t¢
z=3—1,

T =,
Yy—z=—2.

10.17 Trova equazioni parametriche e cartesiane del piano in A% passante per i
punti Py = (0,1,0), P, = (—1,0,0) e P, = (0,0,1).

10.18  Perché nelle tabelle del Paragrafo 10.4 due caselle descrivono situazioni im-
possibili?

ed equazioni cartesiane

10.19 Date le rette di equazioni parametriche

=3+t T =21,
Tt {y=——1——t, Ty {y=1+t,
z =2+ 2, z=2+1,
decidi se sono parallele, incidenti o sghembe.

10.20 Siano r; ed rp due rette del piano di equazioni cartesiane rispettivamente
017 + by = c; e asx + by = ¢p. Dimostra che l'insieme delle rette di equazione
cartesiana

Marz + biy) + plaaz 4 bay) = Aey + pey
al variare di A\, p € R, con (), i) # (0,0), & il fascio di centro il punto d’intersezione

di 71 ed 72 se le due rette s'intersecano, o il fascio improprio di asse 7y (0 72) se le
due rette sono parallele.

Esercizi 229

10.21 Date le rette di equazioni cartesiane

. z+y=0, o m,..y:—-l’
To: z+2y+z2=0, T z+5y+2=0,

stabilisci se sono parallele, incidenti, sghembe o coincidenti.

10.22 Dati il piano 7 e la retta r di equazioni cartesiane

r+y=0,
r—z=1,

m: 2x+3y—z=4, -~ 7 {

determina se sono paralleli o incidenti e trova 'eventuale punto di intersezione.

10.23 L’insieme dei piani paralleli a un piano dato 7 si chiama fascio improprio di
giacitura w. Supponiamo che 7 abbia equazioni parametrithe P = Py + svy + tvs ed
equazione cartesiana ax + by + cz = d. Dimostra che i piani del fascio improprio di
giacitura 7 sono descritti dalle equazioni parametriche P = @ + sv; + tvg al variare
di Q € R3, e dall’equazione cartesiana ax + by + cz = k al variare di k € R.

10.24 Siano m e my due piani di equazioni cartesiane a;x + by +c1z = dy e
as + bay + 2z = dy rispettivamente. Dimostra che 'insieme dei piani di equazione
cartesiana

Aarz + by + €12) + p{apx + bay + cp2) = Ady + pdp
al variare di A, p € R, con (A, p) # (0,0), & il fascio di asse la retta d’intersezione

di my e 7y se i due piani s’intersecano, o il fascio improprio di giacitura m (o 72) se i
due piani sono paralleli.

10.25 Trova equazioni parametriche e cartesiane del piano in A% passante per il

patto Py = (1,0,1) e contenente la retta di equazioni cartesiane

r+y+z=3,
z—y—z=0.

10.26 Trova le equazioni cartesiane e parametriche del piano (se esiste) che contiene
le rette di equazioni cartesiane

3z —y+z=0 {—m—y+2z=0,
z+y+z=0, z—z=0.

10.27 Trova equazioni parametriche e cartesiane della retta passante per il punto Py
di coordinate (0,7,1) e parallela alla retta di equazioni

3z +y+2z=4,
2r+y+z=4.
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10.28  Sia fissato un sistema. di riferimento affine Ry in A3, e considera i punti di
coordinate affini (rispetto a Ro)

1 0 1 1
O =|0f, Aj=|1{, A,=|1], 4,=]|1],
1 1 0 1
0 ~1 1 1
O"=|2{, Af=]1], Aj=|0|, A/=|0
0 -1 2 0

Dimostra che R’ = RA(O', A}, A}, Ay) e R" = RA(O", A, Al}, AY) sono sistemi di
riferimento affini, trova la formula di cambiamento di coordinate affini da R’ a R , e
determina quali dei tre sistemi Ry, R’ ed R” hanno la stessa orientazione.

10.29 Diremo che due basi di uno spazio vettoriale V hanno la stessa orientazione
se la matrice di cambiamento di base ha determinante positivo; che hanno orienta-
zione opposta altrimenti. Dimostra che “avere la stessa orientazione” & una relazione
d’equivalenza sull’insieme delle basi di V, e che l'insieme quoziente & composto da

due soli elementi (vedi il Paragrafo 2C.2 per le necessarie definizioni).

COMPLEMENTI
10C.1 Affinita

Possiamo ora descrivere meglio lo scopo della geometria affine: consiste nello studio
delle cosiddette proprieta affini, ciot di quelle proprieta dei sottoinsiemi di A3 (o0 A2,
o A') che non dipendono dal sistema di riferimento affine usato per descriverli. Per
esempio, “essere una retta”, oppure “essere parallela a un dato piano” o “intersecare
una data retta” sono tutte proprieta affini; “avere la terza coordinata nulla”, invece,
non & una proprietd affine (come puoi agevolmente verificare).

Una domanda abbastanza naturale a questo punto, stimolata anche dal fatto che
finora ci siamo sistematicamente rifiutati di parlarne, &: la distanza fra due punti &
una proprietd affine oppure no? Per rispondere, consideriamo il caso di due punti P
e P, in A!, ciod sulla retta. Fissiamo un sistema di riferimento affine R = RA(O, Ay)
in A! in modo da poter scrivere

Dunque in questo sistema di riferimento la “distanza” fra P; e P, & data da jz2 — 1]
In un altro sistema di riferimento affine R’ = RA(O', A}) invece la “distanza” fra P,
e P, sara data da |z5 — z}|, dove stavolta 7} e z} sono le coordinate affini di P,
e P rispetto a R'. Per quanto visto nel Paragrafo 10.7 (adattato al caso di .A!)
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esistono b € R* e ¢ € R tali che

zp = bzy +¢ e To = bxh +c.

Quindi non appena |b| # 1 le “distanze” |zo — 71| e |z — z}| risultano diverse, per
cui la distanza fra due punti non & una proprietd affine.

Questo risultato suggerisce perd un'altra possibilitd. Consideriamo anche un terzo
punto P, di coordinata z3 rispetto a R e xj rispetto a R’. Siccome abbiamo di
nuovo 3 = bz§ + ¢, vediamo subito che

T3~ T xh — )
23—z xh— )

non appena P, # P;. Dunque il rapporto (z3 — z1)/(z2 — z;) & una proprieté affine
dei tre punti P;, P, e P; presi in quest’ordine; diamogli un nome.

Definizione 10C.1 Siano Pi, Py, P3 € Al tre punti della retta. Il rapporto sem-
plice (P, P, P3) € RU {00} di Py, P e P3 (presi in quest’ordine e con Py # Py) &

T3 — X1

(P, P, P3) = (10C.1)

Ty — I ’
"dove z; & la coordinata di P; (per j = 1,2,3) rispetto a un qualsiasi sistema di
riferimento affine su A! {infatti abbiamo appena visto che il quoziente (10C.1) non
dipende dal sistema di riferimento in cui viene calcolato). Se invece Py = Pp # :P3
poniamo (P, P2, P3) = oo. Infine, il rapporto semplice (Pi, Pz, P3) non & definito
se P = Py = P5.

Un modo per capire il significato geometrico del rapporto semplice (e il motivo
ver cul non dipende dal sistema di riferimento) & contenuto nel seguente

Lemma 10C.1 Siano O, Py, Py, P; € A! quattro punti della retta, con Py # P».
llora si ha (P, P, P3) =t € R se e solo se

OP, = OP, +t(OP, — OP,).
Dimostrazione. Siccome Py # P,, esiste un unico ¢ € R tale che

OP, —~ OP, = t(OP, — OPy); (10C.2)

dobbiamo verificare che ¢ = (Py, Py, P;). Fissiamo un sistema di riferimento af-
fine RA(O,A,) rispetto a cui P; ha coordinata z;, per j = 1, 2, 3. Allora (10C.2)

—

(23 —21)04A; = i(z2 — 21)04s,
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Studiando gli spazi vettoriali ci siamo soffermati a lungo sulle applicazioni lineari,
cioé su quelle funzioni che conservano la struttura dj spazio vettoriale (ovvero le
operazioni di somma e prodotto per scalari). Analogamente ora siamo interessati alle
funzioni che conservano le propriets, affini, come l'appartenenza o il rapporto semplice.
Non esamineremo perd la situazione nella sua massima generalitd (in particolare, non
considereremo il caso di spazi affini di dimensione maggiore di tre, o di applicazioni fra

spazi affini di dimensione diversa), limitandoci invece a, quanto descritto nelle seguenti
definizioni:

Definizione 10C.2 Una retta affine (piano affine, spazio affine) & semplicemente
una copia di A" (rispettivamente, di A% o A%). Per esempio, una qualunque retta
contenuta in A3 & una retta affine.

Definizione 10C.3 Un’affinits fra due rette affini r ed ' & una funzione biget-
tiva p:r — 7/ che conserva i rapporti semplici, cioé tale che

(P, @(P2), o(Pr)) = (Py, Py, B)

per qualunque tripla di punti Py, Py, P; € r non tutti coincidenti. Un’affinita fra
due piani affini 7 e 7' & una funzione bigettiva @p:m ~ n’ che manda rette in rette
e tale che ristretta a ogni retta r C = sia un’affinita fra r e la sua immagine o(r).
In particolare ¢ conserva i rapporti semplici di punti allineati. Infine, un’affinits fra
due spazi affini T e 3’ & una funzione bigettiva ¢: & — %' che manda piani in piani ¢
tale che ristretta a ogni piano # C X sia un’affinita fra 7 e la sua immagine ¢(r). In
particolare, ¢ manda rette in rette e conserva i rapporti semplici di punti allineati.

Dalla definizione risulta chiaro che le affinitd conservano alcune delle proprieta
affini (I'appartenenza, il rapporto semplice, I'essere una retta); vedremo fra un istantc
che le conservano proprio tutte, giustificando quindi il nostro interesse per loro.

Cominciamo con le affinita fra rette.

Proposizione 10C.2 Sia g:r — v un'affinita fra le rette affini v ed /. Fissiamo
un sistema di riferimento affine R = RA(O, Ay) sur, e uno R/ = RA(O', A7) suv'.
Allora esistono b € R* e ¢ € R tali che

YPer y=bxr+c, (10C.3)
dove z & la coordinata di P rispetto a R e y & la coordinata di @(P) rispetto aR’. In
particolare, la funzione ¢ conserva tutte le proprieta affini. Viceversa, ogni @:r — 1’
che in coordinate & descritta da (10C.3) con b # 0 & un’affinita.

Dimostrazione. Sia ¢ € R la coordinata di (O) rispetto a R', e d € R la coordinats

di ¢(A,) rispetto a R’. Essendo  iniettiva, il numero b=d — ¢ & diverso da zero.
Prendiamo ora P € r qualunque; siccome  conserva i rapporti semplici, si ha

(O7A17P) = (‘P(O)HP(AI)NP(P))’
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ovvero, usando il riferimento R in r e il riferimento R’ in r’,

-0 wy-—c

"1-0"d~¢
cioe y = bz + ¢, come voluto. In particolare, siccome (10C.3) ha la stessa espres-
sione di un cambiamento di coordinate affini, e le proprietd affini sono esattamente
- quelle conservate da tali cambiamenti di coordinate, ne segue che ¢ conserva tutte le
proprieta affini.
Infine, una w:r — r’ data in coordinate da (10C.3) & chiaramente bigettiva (in
quanto b 7 0) e conserva i rapporti semplici (esercizio), per cui & un'affinita. ]

Osservazione 10C.1 Attenzione a non confondere affinitd e cambiamenti di coordi-
nate, nonostante abbiano la stessa espressione. In un’affinitd, i sistemi di riferimento
sono fissi e sono i punti che si muovono: il punto P di coordinata z va a finire nel
punto p(P) di coordinata y. Invece, nei cambiamenti*di coordinate i punti sono
fermi e cambia. il sistema di riferimento: il punto P ha coordinata z rispetto a R, e
coordinata z’ rispetto a R’.

Passiamo ora alle affinitd del piano. Ci serve un lemma:

Lemma 10C.3 Sia : 7 — 7’ un'affinita fra piani affini, e O, A}, Ay € 7 tre punti
non allineati. Allora anche ¢(0), (A1), p(Az) € 7' sono non allineati.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che ¢(0), (A1) e p(As) siano allineati,
& consideriamo la retta r passante per O e A;. Ora, @ manda rette in rette; quindf
(r) & la retta che contiene (0) e @(A;). In particolare, p(As) € w(r), per cui
esiste P € r tale che p(P) = ¢(4;). Ma O, Ay e Aynon sono allineati; quindi As ¢ 7,
¢ dunque P 3 Ay mentre per ipotesi @ & iniettiva, contraddizione. ]

Proposizione 10C.4 Sia p:m — #' un'affinjta fra i piani affini v e n'. Fis’sianllo
’

un sistema di riferimento affine R = RA(O, Ay, As) suw, e uno R' = RA(O’, A}, A})

su 7', Allora esistono B € GLy(R) e ¢ € R? tali che

VPern y= Bz +e¢, (10C.4)
Hove z = (1, 232) sono le coordinate di P rispetto a R € y = (y1,¥2) I(:I‘ COf)rdinate
| o(P) rispetto a R’. In particolare, ¢ conserva tutte le proprieta affini. Viceversa,

ni p:m — 7’ che in coordinate & descritta da (10C.4) con B € GLy(R) é un’affinita.

mostrazione. Siano (c1,¢z) le coordinate di ¢(O) rispetto a R/, e (dij,da;) le
ordinate di p(A;) rispetto a R/, per j = 1,2.

Un punto P; € w di coordinate (x1,0) sta sulla retta passante per 0 e Ay
quindi ©(P;) deve stare sulla retta passante per ¢(0) e p(A;). Siccome il rapporto
wemplice fra O, A; e P, & proprio x,, si deve avere ((p(O),Lp(Al),cp(Pl)) =g;. 1
ima 10C.1 allora ci dice che ¢(P;) deve avere coordinate

dyj ~c
dyy —co

T
Co
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Analogamente un punto di coordinate (0, 22) ha per immagine un punto di coordinate

C1
C2

dig — ¢
das — ¢

Ora, Paffinitd v manda rette in rette per ipotesi, e conserva il parallelismo in quanto
bigettiva; dunque in particolare manda parallelogrammi {n parallelogrammi. Se P € 7
ha coordinate (z1,z2) allora & il quarto vertice del parallelogramma determinato da O
e dai punti P, di coordinate {z1,0) e P, di coordinate (0, z2). Ne segue che p(P) 2 il
quarto vertice del parallelogramma di vertici ©(0), p(P1) e p(Py), cioe

p(0)o(P) = p(0)p(Py) + p(0)p(P).

In coordinate questo diventa (perché?)

yl_Clz{Cl tz d11—01_01}+{01 tz dlz—cx_cl}
Y2 cy ca dy — ¢z Cc2 c 2 ldas — c|f’
ciog
Vij_|[du—ea diz—c = ¢
Ya do1— ¢y dyp—cl |72 2
Ponendo
B=|fu—a di~a

)

day—co dyp—cy
abbiamo dimostrato (10C.4), perché I'Esercizio 10.8 implica B € GL3(R) in quanto
©(0), p(A1) e w(As) non sono allineati grazie al Lemma 10C.3.

Il fatto che ¢ conserva tutte le proprietd affini si dimostra esattamente come nel
caso delle affinita fra rette. Infine, se w:m ~ 7' & data in coordinate da (10C.4),
allora ¢ & bigettiva perché B ¢ GLo(R); manda ovviamente rette in rette; e ristretta

a qualunque retta si esprime in coordinate nella forma (10C.3). Quindi ¢ & un’affinity
fra i due piani. O

Con considerazioni analoghe si risolve anche il.caso dello spazio:

Proposizione 10C.5 Sia ¢:T — Y un’affinita fra gli spazi affini ¥ e X&', Fis-
siamo un sistema di riferimento affine R = RA(O, A1, A2, 43) su T, e un secondo
R' = RA(O', A}, Ay, AL) su S, Allora esistono B € GL3(R) e c € R® tali che

YPeX y= Bz +ec, (10C.5)

dove x = (z1,z2,3) sono le coordinate di P rispetto a R, e y = (y1,ya,y3) sono le
coordinate di y(P) rispetto a R'. In particolare, @ conserva tutte le proprieta affini.

Viceversa, ogni : ¥ — X! che in coordinate & descritta da (10C.5) con B € GL3(IR)
& un’affinita.

Dimostrazione. Si procede come per la Proposizione 10C.4, usando parallelepipedi
al posto dei parallelogrammi. i
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10C.2 Geometria proiettiva

In questo paragrafo vogliamo introdurre i concetti di base della geometria proiettiva,
con Pobiettivo di mostrare come nascano in modo naturale dalla geometria affine.

La geometria proietiiva, come dice il nome, ha a che fare con le proiezioni; comin-
clamo allora a studiare queste ultime, nel caso del piano affine.

Definizione 10C.4 Siano r; e r; C A2 due rette distinte del piano, e rg C A% una
terza retta, incidente sia ry che ro. La proiezione parallela di direzione rodar, aryé
I'applicazione ¥,: 71 — 72 che a ogni punto P € 1 associa I'intersezione ., (P) € ry
di 73 con la retta passante per P e parallela a ro.

'Definizione 10C.5 Siano ry e v, C A? due rette distinte del piano, e Py € A?
un punto che non appartiene né a ry né a ro. La projezione centrale di centro Py
‘da ry a vy & Papplicazione 1p,: 71 — 72 che a ogni pqnto5 P € 7y associa 'interse-
: zione 1p, (P) € 13 di r; con la retta passante per Py e P.

. Vediamo come si esprimono in coordinate queste proiezioni. Fissiamo un si-
. stema di riferimento affine ® = RA(0,%7) in A2, un sistema di riferimento af-
“fine Ry = RA(O1,4;) in 71 e un altro Ry = RA(O2, A7) in 7o. Per j =1, 2,
- indichiamo con

0; =

dlj
dgj

¢ coordinate rispetto a R dei punti che compongono il riferimento R;. In particolare,
n vettore direttore di r; ha coordinate

C1j
€24

’ Aj:

dlj -~ Cij
dzj - C25

€1j
€25

)

par cui un punto P € ry di coordinata z rispetto a R; avra coordinate

cu1 +enz
c21 +€enw

petto a R, e un punto Q € ry di coordinata y rispetto a Ro avra coordinate

c1z + e12y
Co2 + exy

Hipotto a .
niziamo con lo studiare la proiezione parallela ,,. Indichiamo con

U1
V2

V=

Omeglio, 2 quasi ogni punto; come vedremo, c'& un problema, e per risolverlo saremo
etti a considerare la geometria proiettiva.
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Figura 10.5 La proiezione parallela.

le coordinate rispetto a R di un vettore direttore di ro. Preso (vedi la Figura 10.5)

un punto P € r; di coordinata z (rispetto a R1), i punti della retta per P parallela
a rg hanno coordinate

cu +enz +tuy
Ca1 + ez + vy

al variare di ¢ € R, per cui la coordinata. y (rispetto a Ry) del punto 4, (P) deve
soddisfare il sistema o

{ Ci1 +enz + tvy = ¢ + egay,

C21 + e21Z + tvg = ¢ + eapy,
ovvero

{612?,' —uit = {c11 — c12) +eqz,

22y — vt = (cp1 — c22) + eny .

Siccome a noi interessa solo il valore di y, possiamo applicare il Teorema di Cramer
{Corollario 9.11) ottenendo

y= (viea; — vpe1)T + [0y (c21 — c22) — vafery — 012)].
)

vVi€zz — V2€12

nota che viez; — vaeyy, viegy — vaeqn # 0 in quanto 7o non & parallela né a r; né a ro.
Dungque in coordinate la proiezione parallela & data da una formula del tipo

:cHy=a:c-l{-ﬁ

con a # 0, per cui (Proposizione 10C.2) & un’affinita fra le due rette.

Consideriamo invece (vedi la Figura 10.6) la proiezione centrale p, di centro il
punto Py di coordinate
z

PO =
T2

rispetto a R. Preso un punto P € r; di coordinata z (rispetto a R;), i punti della
retta per P e Py hanno coordinate

z1 + e + enz — z)
T2+ t{car + enx — z5)
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Ty

- ' O1

b

[e]
"/}PO(P)
70, A, \ T

Figura 10.6 La proiezione centrale.

al variare di ¢t € R, per cui la coordinata y (rispetto a Ry) del punto ¥p,(P) deve
soddisfare il sistema

e1oy — (c11 — T1 +enz)t = x1 — &igy
€20y — (C21 — T2 + ez} = Ty ~ Ca2.

" Siccome a noi interessa solo il valore di y, possiamo di nuovo applicare il Teorema di
Cramer ottenendo

_ [ell(:l:z - 022) - €21 (.’1}1 — 612)]37 + [(ml — 612)(3"2 - C21) - (ml - Cll)(IZ - 622)]
v= (er1€22 — €12€21)x + [e12(w2 — co1) — e22(w1 — c11))] .

Dunque la proiezione centrale & data in coordinate da

(10C.6)

per cui non & un’affinita’; vogliamo studiarne le proprietd, nel caso pit interessante
in cui r; ed r, non siano parallele.

" Prima di tutto, la presenza di un denominatore in (10C.6) ci avvisa che la proie-
gione centrale non ¢ definita su tutta la retta r;. Geometricamente era prevedibile:
iccome 71 ed 7, non sono parallele, esiste un punto P° € ry (di coordinata z = —§ /v
sercizio) tale che la retta passante per lui e Py sia parallela a rz, per cul ¥p, (Pf°)
on esiste.

Dungque la proiezione centrale & definita soltanto su r; \ { P{°}; vediamo se & almeno
niettiva. Di nuovo, geometricamente & immediato: supponiamo che Py, Pp € r siano
ali che 9p,(P1) = Q = Yp(P). Siccome Py # @, la retta s passante per Py
Q & unica, e interseca r; sia in P, che in P,. Se P fosse diverso da Py, questo
implicherebbe s = rq, e quindi Py € 71 contro Vipotesi; quindi P; = P2 e ¢¥p, &
niettiva.

‘Rimane da vedere se 1p, & surgettiva. Siccome 7, ed 3 non sono parallele, esiste
n.punto P§° € ro {di coordinata y = a/v; esercizio) tale che la retta per Py e P5°
in parallela a 71; quindi P$° non pud essere immagine di alcun punto di r;.

meno che sl abbia 7 = 0, che accade se e solo se r1 ed r2 sono parallele.
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Tutto cid & piuttosto fastidioso. Siamo partiti da una tranquilla operazione geo-
metrica, e ci siamo trovati costretti a tener presente tutta una serie di eccezioni. Per
vedere se & possibile evitarlo, esaminiamo pilt accuratamente la, situazione. Pren-
diamo un punto P & 7, \ {P°}, e facciamolo avvicinare a PP; 'immagine 1p, (P)
si allontana sempre di pill su 73, fino a fuggire all’infinito quando P raggiunge P,
Analogamente, se Q € ry 'intersezione fra ) e la retta per Py e @ tende ad allonta-
narsi all'infinito ogni volta, che Q si avvicina a P§°. Questo suggerisce di eliminare
tutte le eccezioni aggiungendo un “punto allinfinito" ©0; a ciascuna delle rette T; per
poi definire 1p, (P°) = oo, e Ypy(co1) = P, In questo modo otteniamo una vera
applicazione bigettiva da 7y = r, U {001} a7y = 1y U {00,).

Dunque ci siamo trovati a dover mettere u
punto che si raggiunge andando all’infinito (in
In un certo senso, & come considerare la nostra retta una sorta di circonferenza di
raggio infinito. Per capire meglio la strutturs dell'oggetto che abbiamo costruito,

esaminiamo (per esempio) ry supponendo per semplicitd che R sia stato scelto in
modo che la retta abbis. equazione y=1.

n punto in pill a ciascuna retta, un
una qualunque delle due direzioni);

Figura 10.7 Le coordinate omogenee.

Ogni punto P € r, determina una e una. sola retta del fascio F di centro l'ori-
gine O; viceversa, ogni retta di F (tranne guarda caso, una sola, quella parallela a 1)
interseca r; esattamente in un punto. Dunque abbiamo una corrispondenza biunivoca
fra i punti di 7; e le rette del fascio F tranne una; associando quest’ultima al punto
all’infinito co; otteniamo una perfetta corrispondenza biunivocs, fra 7) ed F (vedi la

"Figura 10.7). Ora, una retta del fascio ha equazione parametrica

{;::;’; (10C.7)
con (vy,v2) # (0,0); due equazioni
. {m=tv1, {z=tv{,
y = tug, y = tvj,
descrivono la stessa retta se e solo se V7 = vy e vh = vy per qualche A # 0. Inoltre,

Ia retta di cquazione (10C.7) interseca 71 nel punto (v1/vg,1) tranne quando vy = 0,
caso in cui abbiamo Ja retta y = 0 che “interseca” 1 nel punto all'infinito co;.
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Possiamo esprimere queste osservazioni in modo lievemente diverso. Diremo chie
due vettori v, w € R* \ {O} sono equivalenti, ¢ scriveremo v ~ w, se esiste un A eR
tale che w = v (e quindi v = A~'w). In altre parole, v ~ w se e solo se appa.r.tengono
alla stessa retta per 1'origine. Si verifica facilmente che ~ & una relazione d’equwal?nza
{vedi il Paragrafo 2C.2), e chiaramente ¢’ una, corrispondenza biunivoca fra il fascio F
e I'insieme quoziente R? \ {O}/~ (e quindi fra questo insieme ed 71)-

Definizione 10C.6 L'insieme quoziente P*(R) = R? \ {O}/~ si chiama retta pro-
iettiva. Se m:R*\ {O} — PY(R) & I'applicazione quoziente e (v1,v2) € R%2\ {0},
scriveremo [v1:vg] al posto di w(vy,vy)r la coppia (vi,v2) # (0,0) contiene le coor-
dinate omogenee del punto [v;:vq] € P! (R). Chiaramente, [v;:vy] = [Av1: Avg] per
ogni A € R*. Se vy # 0, il rapporto v, /vy viene detto coordinata non omogenea Qel
punto proprio [v;:vy]; il punto [1:0] (I'unico per cuj vy = 0) & detto punto all'infinito
(o punto improprio) della retta proiettiva, e verra indicato con co.

Osservazione 10C.2  Sia f:R — P}(R) Papplicazione data da f(z) = [z:1]. Si vede
subito che f & iniettiva e che f(R) = P}(R)\ {co}. Quindi in un certo senso la retta
proiettiva pud venire considerata come la retta reale a cui si & aggiunto un punto.

Nella corrispondenza biunivoca fra #; e P! (R) ottenuta passando -trax,rllite, 'il fa_-
scio 7 al punto (x,1) € 7, viene associato il punto [z:1], e al punto all’infinito il
punto di coordinate omogenee {1: 0]; quindi P*(R) riproduce esattamente la .struttura
dell’insieme 7y. In particolare, la coordinata affine z non & altro che lfx cp?rdlnata non
omogenea. della retta proiettiva; se vogliamo considerare tutti i pllmtl di 71 allo stesso
modo, senza fastidiose eccezioni, conviene quindi utilizzare coordinate omf)genee.‘

Torniamo ora alla nostra proiezione centrale Yp,:f1 — T, che abblamo visto
essere espressa in coordinate non omogenee dalla (10C.6). Se indichiaon con [z1: zq)
le coordinate omogenee in #; e con [y1:92] le coordinate omogenee in 72, la (10C.6)
puo venire scritta

n _alzi/z)+ B8 _ ax + P

v2 (@/z2)+6 e+ bz

ovvero
'l/lPO([ZElZ 1‘2]) = [O!SK1 + Bxo:vz) + 6.’1:2], (IOCS)

. P
‘e questa espressione da il risultato corretto (controlla) anche per i punti all’infinito!
noltre, se consideriamo la matrice (non singolare; esercizio)

a B
asfe ]

‘vediamo che

vv e R?\ {0} Yp, (1(v)) = 7 (La(v)),

ove m:R? \ {O} — P'(R) & Papplicazione quoziente. In altre par;)le, la proiezione
entrale € ottenibile tramite un’applicazione lineare invertibile di R2.
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Definizione 10C.7 Una proiettivita P:PHR) — PYR) della retta proiettiva &
un’applicazione della forma, (10C.8) con &b — By # 0, ciot tale che A e GLy(R).

Osservazione 10C.3 Le affinita possono essere considerate come particolari proietti-

vitd: quelle della forma (10C.8) con « = 0, cioé tali da mandare il punto all’infinito
in se stesso.

Dunque abbiamo completamente chiarito la struttura di una proiezione centrale:
€ una proiettivita. Vogliamo ora esaminare brevemente che proprieta geometriche
possiede. Abbiamo visto che le affinita conservano i rapporti semplici; e le proiettivita?
Sia ¢:P'(R) — PY(R) una proiettivitd, e consideriamo tre punti propri Py, P; e P,
di coordinate non omogenee ry, Ty e x3 rispettivamente. Supponiamo per il momento
anche che le immagini dei P; siano punti propri, in modo da poter utilizzare (10C.6).
Allora un conto veloce mostra che

(4P VP BB = 2220 5y p, ),

Dunque il rapporto semplice non & conservato, ma viene moltiplicato per un fattore.

Viene dunque la tentazione di prendere un quarto punto P, e considerare qualcosa
del tipo

(P, Ps, By) w4~w2/x4~11 (10C.9)

(P2, Py, Py) ~ 73— 29

Se riscriviamo questa formula in coordinate omogenee otteniamo la seguente

{123—:31.

Definizione 10C.8 Siano P, P P Pe P}(R) quattro punti distint;. Suppo-
niamo che le coordinate omogenee dj Pj siano v; € R\ {0}, perj = 1,... ,4. Allora
il birapporto [Py, Py, P;, Py] dei quattro punti {nell’'ordine) &

det|vy vy detv; vy
Pl — . .
[Pla P21P31 4] det'vg 'USI det"Ul 'U3'

(10C.10)
Poniamo poi

(P, Py, Ps, Py) = [Py, Py, Py, Py] = 1,
(Pr, P, P, Py) = [Py, Py, Py, Py) = 0,
[Pr, Py, Py, Py] = [Py, Py, Py, Py) = oo:

in questo modo il birapporto & definito per ogni quaterna di punti in cui non ve ne
siano tre ugunali.

Osservazione 10C.4  Utilizzare le coordinate omogenee per definire degli oggetti sulla
retta proiettiva richiede una certa attenzione. 1] punto ¢ che se vy € R?\ {0} ci da
coordinate omogenee per il punto Py € PY(R) e definiamo qualcosa utilizzando le coor-
dinate di vy, questo qualcosa non deve cambiare se moltiplichiamo tutte le coordinate
per un numero A # 0, in quanto anche il vettore \v fornisce coordinate omogence
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" dello stesso punto Py. Nel caso in questione, se per j = 1,...,4 prendiamo coordi-
nate omogenee v; dei punti P; e scegliamo dei numeri ); # 0, la fonula (10C,10)
deve dare lo stesso risultato sia usando v; che usando A;v; come coordinate omogenee

. di P;. Fortunatamente, abbiamo

det|Mun Akve| = An Ak det]vn vk,

e quindi (10C.10) fornisce effettivamente lo stesso risultato qualsiasi va{ore assumano

-1 A; € R*. Invece, il “rapporto semplice” det|v; v}/ det|v; v2| non & ben definito
su P*(R) in quanto v

: det[/\lvl Asvs| _ Az detfu; s det|v, 'U3'

detI/\1U1 Aava] Y det[vl vz[ det[m 'Uzl

non appena Az # As.
La (10C.10) scritta in coordinate non omogenee si riduce alla (10029),\per cui §
"-molto ragionevole che il birapporto sia conservato da qualsiasi proiettivita. Il}fattl
-la (10C.8) <i dice che se v; sono le coordinate omogenee di P;, allora Je coordinate
omogenee di 1(F;) sono date da Av;. Siccome

det'Avh A’Uk' = (det A) detlvh ’Ukl

esercizio), il birapporto & conservato. ‘ o
" Le proprietd del birapporto sono molte e mirabili; per esempxc:, non & 'dxﬂ‘icél‘e
dimostrare (esercizio sulla falsariga della Proposizione 10C.2) che un a,.pphcazxoneMx—
ttiva o: PL(R) — P(R) & una proiettivita se e solo se conserva il bxrap.por.go.. a
\ noi ora preme procedere in una direzione diversa, per giungere a definire il piano

davvero necessario aggiungere un punto diverso per ciascuna re'tta? Esaminiamo
vamente la corrispondenza fra il fascio F e la retta r; che cxlaveva portato a
entificare la struttura proiettiva di 7;. Se prendiamo una .retta. 7 paral]el:i a,ﬁ'rl‘ e
vetiamo il procedimento, vediamo che la retta di F as.socxata. al punto all'in mt]o
1 & la stessa che veniva associata al punto all’infinito di 7. _Vxene. dunque .natura e
ponsare che il punto all’infinito di 7] sia lo stesso di quello dlirl; in un certo senso
tlamo dicendo che due rette parallele si “intersecano” all’infinito. . .
Questa idea viene rafforzata ripetendo per il piano la Cf)struzmne che ci a\;e\(?
rtato a definire P*(R). Identifichiamo il piano R? col piano affine mp di R3 di
uazione cartesiana z = 1. A ogni punto di 7o corrisponde una e una sola retta della
5 ella S di centro I'origine; rimangono fuori soltanto le rfette fie] pxam? z =0, che per
'ﬁlogia col caso della retta corrispondono ai punti al].’mﬁn'ltq del piano . Ma 1836
andiamo all’infinito lungo due rette parallele r; ed ro di 7, in S ﬁmam(? in entrambi
hsi sulla stessa retta, I'unica parallela a r; ed r9. Quindi di nuovo viene napurale
‘gnare lo stesso punto all’infinito a rette parallele. o

ormalizzando questa costruzione otteniamo il piano proiettivo.
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Figura 11.1  Le coordinate polari.

(vedi la Figura 11.1); in particolare, se z # 0si ha tand = y/z. La coppia (p,9) &
chiamata coordinate polari del vettore (o punto del piano) v € R2.™™
Osservazione 11.1 Tl modulo dell’origine & ovviamente 0, ma. il suo argomento non &
univocamente determinato, per cui le coordinate polari non sono definite nell’origine.
Inoltre, se all'argomento dj » = {(z,y) € R? sommiamo un multiplo intero di 2,
otteniamo un numero #’ che soddisfa ancora le condizioni z = pcos @’ e y = psinf’;
con un lieve abuso di linguaggio, chiameremo “argomento di z” anche un tale ¢'.

EseMPIO 11.1  Prendiamo v = (2, -2). Allora v ha modulo p=+/224(~2)2 =22
¢ argomento 6 = 77 /4 (in quanto si deve avere tan § = ~1ecosf > 0).

Dunque un vettore v, di coordinate polari (p1,6,) € R+ x [0,27) ha coordinate
cartesiane

(Z1,31) = (p1 o861, py sin ;) = p1(cosfy,sinb;).

In un certo senso, le coordinate polari suddividono il vettore in una componente sca-
lare, il modulo, e in una componente di rotazione, 'argomento. Questo suggerisce
un’idea. Per far agire (per esempio, con un prodotto) il vettore v, su un altro vet-
tore vy, possiamo ruotare vy di un angolo ¢, e moltiplicarlo per p;, in modo da tenerc
presenti entrambe le componenti di v, (vedi la Figura 11.2). Se v, ha coordinate
polari (py,85) potremmo quindi definire il prodotto fra v; e v, ponendo

v V2 = P10 (005(01 + 02), sin(61 -+ 02))

11.1)
= p102 (cos 01 cos 03 ~ sin B, sin 02,5106 cos f, + cos by sin 02). (
In coordinate cartesiane, (11.1) si scrive

(1, 31) - (22,92) = (z120 — Y1¥2, T1y2 + T3 ). (11.2)

Questo & esattamente il prodotto che cercavamo.
Proposizione 11.1 (R?, +, *) & un campo.

Dimostrazione. Che R2 con la somma usuale sia un gruppo commutativo & ormaj pill
che ben noto. Le proprietd distributive si verificano immediatamente: infatti basty
(perché?) notare il fatto, evidente guardando la (11.2), che le applicazioni v — v - 1,
€ v+ ¥y - v sono lineari, qualsiasi siano v;, v, € R2.
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Uv2
0 + 6,
6| 42 U
6,
I
0 6,
Figura 11.2 1 prodotto in coordinate polari.

1l vettore (1,0) & chiaramente elemento neutro per il prodotto. L'associativita se-

(1,91) - (x2,92)] - (23, ¥3) = (2122 — Y1v2, T1y2 + T2v1) - (T3, Y3)

= (#1272 — y1y2)Ts — (T1Y2 + T2y )y, (T122 — Y192)Ys + T3 (2192 + T291))
(z1(z223 ~ y2us) — y1{Zays + Taya), 21 (T2ys + z3ya) + y1 (a3 — Y2u3))
{(z1,91) - (z223 — yays, Tays + z3y2)

= (z1,1) - [(z2,y2) - (23, ¥3)].

inverso di (z, y) deve avere modulo inverso e argomento opposto, comefx vede s\ubxto
i (11.1); siccome cos(—8) = cos @ e sin(—8) = —sin 8, otteniamo che l'inverso &

-1 T -y
(xly) = 2 +y2’x2 +y2 ’

me si verifica subito anche con (11.2). Infine la commutativita del prodotto &

nizione 11.2 Il campo C dei numeri complessi & R? con la somma usuale e
to prodotto.

considerare I'applicazione T:R — C data da T'(z) = {z,0). -Gua.rdando (11.2)
'a evidente che questa T' & un isomorfismo fra R e l'asse delle ascisse, nel senso
b conserva tutte le operazioni:

Vz,ye R  T(z+y)=T(z)+T(y) e T(zy)=T(z) T(y).

tjuesto motivo d'ora in poi considereremo R direttamente come un sottqmswme
dentificandolo con l'asse delle ascisse tramite T. In particolare, scriveremo
'z al posto di (z,0).
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Definizione 10C.9 Due vettori v, w € R?\ {0} si dicono equivalenti, e scrive-
remo v ~ w, se esiste A # 0 tale che w = Av. L’insieme quoziente P?(R) = R\ {O}/~
si chiama piano projettivo. Se mR®\ {0} — P*(R) & l'applicazione quoziente
e (v,v2,v3) € R®\ {0}, scriveremo [v3:v2:vg] al posto di m(vy,ve,vs); la tripla
di numeri (v;, v, v3) contiene le coordinate omogenee del punto {v1: vy:vg] € PY(R).
Se vy # 0, i rapporti (vy /vy, vz/vs) vengono detti coordinate non omogenee del punto
proprio [vy: va: vy]. I punti con vy = 0 sono chiamati punti all’infinito (o punti impro-
.pri) del piano proiettivo.

Osservazione 10C.5 Possiamo immergere R? in P2(R) tramite I’applicazione iniet-
tiva f:R%2 — P2(R) ‘data da f(z,2,) = [1:22: 1). L'immagine di f & costituita dai
punti propri di P*(R), che quindi formano una copia di R?. Poi abbiamo un’altra
applicazione iniettiva g:P'(R) — P%(R) data da g([v1:v2]) = [v1:v:0]; I'immagine
di g sono i punti impropri del piano proiettivo, che quindi compongono una retta
proiettiva. Per questo motivo, I'insieme dei punti impropri di P2(R) & detto retta al-
Iinfinito. In particolare, P?(R) & l'unione di un piano affine e di una retta proiettiva,
o anche (Osservazione 10C.2} di un piano affine, una retta affine e un punto.

Identifichiamo allora il nostro piano R? con I'insieme dei punti propri di P2(R), e
siar; unaretta di equazione cartesiana azy +bxz+c = 0. Questo vuol dire che il punto
proprio [vy:va: v3] € P2(R) appartiene a r, se e solo se a{vy fvg) + b{vefug) + ¢ = 0,
cioe se e solo se

avy + bus + cuy = 0.

Questa equazione & soddisfatta anche da uno (e da uno solo) punto improprio: il
punto [~b: a: 0], che & quindi il punto all'infinito di r,. Se r} & una retta parallela a 1,
questa ha equazione cartesiana ax; +bra+ ¢’ = 0 per qualche ¢’ € R (Esercizio 10.13).
per cui il suo punto allinfinito & ancora [—b: a: 0], confermando I’idea informale che
due rette parallele debbano avere lo stesso punto all’infinito. In particolare, due retie
del piano proiettivo si intersecano sempre (eventualmente in un punto all’infinito).

Questa breve introduzione alla geometria proiettiva termina qui. Ci siamo limitati
a scalfire la superficie dell’argomento, sia perché le proprietad geometriche del pianc
proiettivo sono tante e interessanti, ma soprattutto perché nell’ultimo secolo lo studio
degli spazi proiettivi di dimensione qualunque (definiti come nella Definizione 10C.0
sostituendo'R” — o addirittura uno spazio vettoriale qualsiasi — allo spazio R*) ha
assunto un'importanza inimmaginabile prima, diventando P'ambiente principe della
Geometria Algebrica. Ma tutto cid decisamente esula da quanto possiamo trattare in
questo testo.

11

I numeri complessi

Jome gia accennato nella Nota 2 del Capitolo 2 e nella Nota 3 del Capitolo 4, pern > 3
non & possibile definire un prodotto che, assieme alla somma usuale, renda R™ un
campo. Su R? invece si pud fare, e si ottiene il campo C dei numeri complessi, di
i studieremo le prime proprietd in questo capitolo. Dopo aver definito in maniera
reometrica il prodotto e descritto alcune altre operazioni tipiche dei numeri complessi
{medulo, parte reale e immaginaria, coniugio), ci concentreremo sulla proprietd alge-
brica che maggiormente distingue i numeri complessi dai numeri reali: ogni numero
»mplesso non nullo possiede esattamente n radici n-esime distinte. Questo & un caso
pirticolare del celebre Teorema fondamentale dell’algebra, che verrd presentato nel
Paragrafo 11.3. 1l capitolo si conclude con la versione complessa dell’unico risultato
ded Capitoli 3-9 che non vale in un campo qualunque, la Proposizione 5.11. 1 Comple-
enti & questo capitolo contengono un'introduzione alla teoria algebrica dei polinomi
‘coefficienti in un campo, teoria che sara utilizzata néi Complementi al Capitolo 14,
na dimostrazione del Teorema fondamentale dell’algebra.

1.1 Definizione

me annunciato, il primo obiettivo di questo capitolo & definire un prodotto in R2
¢ far cid dobbiamo esaminare pill in dettaglio la struttura dei vettori del piano.

ofinizione 11.1  Sia v = (x,y) € R? un vettore non nullo (considerato come un
tore applicato nell’origine). Allora il modulo (o lunghezza) di v & il numero positivo

o] = Vo T o7

rgomento di v & invece quell’angolo 8 € [0, 27), misurato in radianti, tale che

p=

z = pcosé e y = psiné,

x

cosf = e sinf =
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Il campo C, essendo R? sotto mentite spoglie, & uno spazio vettoriale di dimen-
sione 2 su R. La base canonica di C su R & data da {(1,0),(0,1)}. Il vettore (1,0) &
I'unitad moltiplicativa di C, e come appena detto verrd indicato semplicemente con 1.
11 vettore (0,1), detto unitd immaginaria, verrd invece indicato sempre con i. Nota
che

i2=4i-4=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = ~1

(infatti se ruotiamo ¢ di /2 radianti andiamo a cadere esattamente su —1), cioé i &
una soluzione dell’equazione z? 4+ 1 = 0, che su R non ne aveva nessuna!!

Utilizzando le due unita 1 e ¢ possiamo scrivere i numeri complessi in una forma
pill comoda per i’ conti. Infatti un generico numero complesso (a,b) pud venire ora
€spresso come

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0,1) =a-1 +b-i=a+1b,
che & il modo con cui spesso vengono presentati i numeri complessi. Questa notazione &
comoda perché per fare calcoli con essa basta utilizzare le solite proprietd (associativa,
distributiva, eccetera) e ricordarsi che 2 = —1. Per esempio, ritroviamo le formule
per il prodotto e P'inverso come segue:

(a+ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i{ad + be); (11.3)

1 a—1b _ a—1b _a—ib
a+ib  (a+ib)(a—ib) o —iab+iab—i22 a2+ b2’

(11.4)

EseMPIO 11.2 Pilt che un esempio & un esercizio. Controlla che le seguenti opera-
zioni siano esatte:

(3 4+ Ti)(2 — 26) = (6 + 14) + i(—6 + 14) = 20 + 8%;
o 2+ 7t 2—m L2+
N _ ]= . - .
(1 +4)(2 —mi) (1+z)4+7r2 4+7r2+z4+7r2,
1 Co1—i 1 N
2Z+‘1-_F—Z-——2’L+~“2"'"—2(1+3’L),
2
~1+4V3\ _ —1—iV3
2 - 2

Definizione 11.83 Se z = a + ib € C & un numero complesso, la parte reale Re -
di z & il'numero reale a, mentre la parte immaginaria Im z di z & il numero reale 0.
Se Re(z) = 0 (cioé se z == ib), il numero complesso z si dice immaginario puro. Infine,
it modulo di z & il numero reale |z] = va? + b2,

La formula dell'inverso invita a considerare anche un’altra definizione.

! Un’altra soluzione & —i; ne riparleremo.
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Definizione 11.4 1l complesso coniugato di un numero complesso z = @+ € C
& il numero complesso Z = a — ib. L’applicazione ~:C — C che associa a un numero
complesso il suo coniugato si chiama coniugio. -

Le proprietd del coniugio e del modulo sono riassunte nelle prossime due Proposi-
zioni.
Proposizione 11.2 Siano z, 21, 22 € C numeri complessi. Allora:
(i) % = zo;
(i) 20+ %o = 2Rexo;
(ili) zp — Zp = 2iIm 2p;
() BTz =5 +7
V) IHm=7A
- (vi) Z_l—/—zo—)= 1/z5 se zp # 0;
(vii) Zg = 2o se e solo se zp € R;
(viii) Zg = —z0 se e solo se zp & immaginario puro;
(ix) zoZp = |20]® > 0, e 20%5 = 0 se e solo se zp = 0;
®) 7" =%/l

' Dimostrazione. (i), (i), (iii) e (iv) seguono immediatamente dalla definizione. La (v)
-8 ottiene notando che il coniugio consiste nel cambiare segno alla parte immaginaria
. (ciod alla y), e guardando quindi la (11.2).

La (vi) & conseguenza della (v), mentre (vii) e (viii) sono di nuovo ovvie. Per
In (ix), se 2o = a + b si ha

2075 = (a + ib){a — ib) = a® + b + i(—ab + ba) = a? + b2,
o ci siamo. Infine la (x) segue dalla (11.4). 0

Proposizione 11.3 Siano z, 21, 22 € C numeri complessi. Allora:
) |20 20, e |zo] = 0 se e solo se zp = 0;
0 1%l = |zol;
(i) |Rezo] < J20], | Im 2] < l20] € |20] < [Rezo] + | 1m zol;
v) {z12] = |21] - 12l
11/20] = 1/120} se 20 # 0;
Vi) |21 + 22| < |21] + |22] (disuguaglianza triangolare);
vii) |21 + 22| = Hz;] - ]zzH.

Nmostrazione. La (i) segue dalla Proposizione 11.2.(ix), mentre la (ii) & ovvia.
20 = a + ib, la (iii) dice semplicemente che

lo] £ Va2 + b2, bl € Va? + b2,

1e si verificano subito elevando al quadrato.

a2 +b? < la] + bl
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Per la (iv) basta notare che

IZIZQ'Q = (zlzg)(z?z‘) = (zlz)(wﬁ) — 12112'2212.

La (v).sz.egue subito da (iv); rimangono la (vi)ela (vit).
Scriviamo % = % +dy; per j = 1, 2. Elevando a] quadrato, vediamo che (vi)

e (vii) valgono se e solo se si ha,
sl =1zl < b4 2o < (o 4 g,

ciog se e solo se

2 2
(@ +98) + (23 4+ 92) - 2@+ )3 +92) < (o, + 22) + (31 + )2
S+ + (@ +42) + 2V (= + y2) (23 +42) .

Sviluppando i conti vediamo che questo accade se e solo se

. 2
VE +uD(EE + 12) < 2y, + V12 </ (af + y2) (23 + 42),
che equivale a
[Z122 + y195] < VS +uD)(@d + 2).

A sua volta, elevando al quadrato vediamo che questo succede se € solo se

2.2 2.2
1+ U1y + 2y, < 2203 + 395 + 4203 + 422,

che equivale a
0< (zryn ~ $2y1)2,

che (finalmente!) & vera, E quindi abbiamo dimostrato (vi) e (vii). O

Osserv.izmr.re 11.2 Te definizioni Sono state scelte in modo che |wy — wy | sia esatta-
mente la dlstfxnza euclidea fre% 1 punti w; e wy del piano {come puoi facilmente verif-
care).. Quindi se nella Proposizione 11.3.(vi) prendiamo A1 = W3- wy e 29 =y —
otteniamo e

[ws ~ wy| < fwg — Wal + jwy — w,|,
per cui nel triangolo di vertici Wi, W2 e w3 la lunghezza dj un lato & minore o uguale

a.lla somma .delle lunghezze degli altri due. Per questo motivo la Proposizione 11.3.(vi)
si chiama, disuguaglianza triangolare. .
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-11.2 Potenze e radici

“Abbiamo visto che la relazione fra coordinate polari e coordinate cartesiane & espressa,
dalla formula
' (z,y) = p(cosd,sin ).

Analogamente, un numero complesso z = x -+ 4y pud venire scritto in forma trigono-
.metrica come

z = |z|(cos 0 + isin 9). (11.5)

Il prodotto e il quoziente si scrivono bene in forma trigonometrica: se zj € C ha
‘coordinate polari (p;, ;) per Jj=1, 2, allora

2122 = p1pa{cos(6, + 82) + isin(6, + 62)),

21 ﬂ _ .. _
e (cos(8; — 63) + isin(6, 62)).

(11.6)

Una conseguenza importante delia (11.6) & la formula di De Moivre:

VneN 2" = p"[cos(nf) + isin(nd)).

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Se n = 1 la formula & ovvia. Sia
vera per n — 1; allora 2"~ ha modulo p™~! ¢ argomento (n — 1)8, per cui la (11.6)
mplica )

2" =z2""" = pp" Heos(0 + (n — 1)) + %sin(O +(n—1)8)]
p"[cos(nd) + isin(ng)).

1l

n particolare, quindi

Noi sappiamo che ogni numero reale z ha due radici n-esime reali se n & parie x
:positivo, una sola se n & dispari (e z & qualunque), e nessuna se n & pari e z &
ligativo. Sui complessi, la situazione cambia drasticamente. Abbiamo gia trovato
i6 radici quadrate di —1, ciog i e —3; quindi in particolare (perché?) sui complessi
i numero reale diverso da zero ha esattamente due radici quadrate distinte. M
le un risultato molto piu forte, conseguenza della formula di De Moivre: '
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Proposizione 11.5 Sia w € C* un numero complesso diverso da zero, en > 1. Al-
lora esistono esattamente n radici distinte n-esime 20, ...,2n—1 diw. Per la precisione,

se w = p(cos f + isinf) allora
. {0+2k
in (———W>] (11.8)
n

2 = p/" [cos (w) +1is
n
perk=0,...,n -1, dove p'/* indica I'unica radice n-esima reale positiva di p.
Dimostrazione. Prima di tutto, grazie alla formula di De Moivre abbiamo
(z2)" = p[cos(ﬁ + 2knm) + isin(6 + 2k7r)] = p(cosf + isinf) = w

per k. =0,...,n—1, per cui z,... 1 Zn—1 sono effettivamente radici n-esime di w.
Viceversa, se z = r(cos ) + isin 1) & tale che 2™ = w, si deve avere

n

r" = p, cos(nip) = cos @ e sin(ny) = sin 6,

ciod r = pV/™ e np = 6 + Uer per qualche k € Z, per cui z ¢ della forma. (11.8).

‘Slccome‘ {esercizio) ziyan = 2, per ogni k, o € Z, rimane soltanto da dimostrare che
1 numeri 2o, ..., 2,—1 sono tutti diversi. Supponiamo che esistano 0 <hk<n-1

tali che z;, = z;. Allora
cos (0+2h7r> = cos (H—I-Zkﬂr)7 n<0+2h7r) — sin (6‘+2k7r)
n n n n ’
0+2hr 04 2%kn
n

¢ quindi deve esistere [ € Z tale che
n

+ 2w,

cioé h— k dev’essere un multiplo intero di n. Ma A e k sono entrambi compresi fra ()
ed n — 1; quindi necessariamente A = k. ]

Osservazione 11.3  Tutte le radici n-esime di w hanno lo stesso modulo, [w]*™; quindi
stanno tutte sulla circonferenza di raggio [w|'/" (vedi la Figura 11.3)

zZ0= 1
22

Figura 11.3 Le radici terze dell’unita.

EseMpio 11.3 Calcoliamo le radici terze di 1 = 1{cos 0+ 4sin0). La formula (11.8)
cida
zg=cos0+isin0 =1,

2y = cosgg— +isin2?—:r— = %(——1—}—1'\/5)7
4 4 1
29 = cos—;— —}-isin—;—r = —-5(1 +i\/§);

confronta con P'Esercizio 11.2. Nota che
6 6m -~ :
z3 = COS ?ﬂ- -+ i sin ~31T- = cos(2m) + ¢sin(27) = 1 = 2,

come previsto. Le radici terze dell'unitd sono rappresentate nella Figura 11.3."

11.3 11 Teorema fondamentale dell’algebra

Un altro modo di esprimere la Proposizione 11.5 & dire che il polinomio 2™ —c ammette
sempre esattamente n radici qualunque sia ¢ € C*. La proprietd di gran lunga pit
importante dei numeri complessi & che questo vale per qualsiasi polinomio, e non solo
per 2™ — ¢: un polinomio di grado n ammette sempre esattamente n radici. Ma per
spiegare bene di cosa si tratta, premettiamo un paio di definizioni e lemmi.

Definizione 11.6 Se p € C[z] & un polinomio in una variabile a coefficienti com-
plessi, una radice {0 zero) di p & un numero complesso zp € C tale che p(z) = 0.

Lemma 11.6 Sia p € C[z] un polinomio in una variabile a coefficienti complessi di
grado n, e zy € C. Allora zy & una radice di p se e solo se esiste un polinomio g € C[t)
di grado n — 1 tale che

p(2) = (2 — 20)q(2)-

Dimostrazione. Se effettuiamo la divisione? fra p(z) e il polinomio z — zp, troviamo
~un quoziente g{z) di grado n — 1 e un resto r di grado zero (cioé una costante) tali
- che

p(z) = (z — z0)q(2) + 7.

-In particolare, 7 = p(zp) e quindi p(zp) = 0 se e solo se 7 = (. 0

Definizione 11.7 Sia p € C[z] un polinomio a coefficienti complessi, e z € C una
ua radice. Diremo che zg & una radice di molteplicita m € N se il polinomio {(z—20)™ .
ivide p(z), mentre (z — 2)™"! non lo divide.

La divisione fra polinomi a coefficienti complessi si effettua esattamente come la divisione
ta polinomi a coefficienti reali. Per ulteriori informazioni leggi i Complementi a questo
apitolo.
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ESEMPIO 11.4  Prendiamo il polinomio p2) = 28+ (1-29)22 — (1 + 2i)2—1. Siccome
p(2) = (2~ )* (2 + 1),
vediamo che i & radice di p di molteplicita 2, mentre —1 & radice di p di molteplicita 1.

Definizione 11.8  Diremo che un polinomio p € Clz] ha n radici, contate con
la relativa molteplicita, se le radici di P sono zy,...,z, di molteplicits rispettiva-
mente my,...,my, e si ha my -t my =n.

Dunque il polinomio p(2) = 2" — ¢ ha n radici di molteplicita 1 se ¢ # 0, e una sola
radice di molteplicitd n se ¢ = 0; in entrambi i casi ha esattamente n radici, contate

ne; il risultato basilare pitt importante della teoria dei
numeri complessi & che questo accade per ogni polinomio di grado n:

Teorema 11.7 Siap e Clz] un polinomio di grado n. Allora p ha esattamente n
radici, contate con la relativa molteplicita.

Questo & il Teorema Sfondamentale dell’algebra, che & il motivo per cui spesso i
numeri complessi sono pid utili dei numeri reali: tutti i polinomi hanno il numero
giusto di radici complesse, non una di pitl, e soprattutto non una di meno. Vedremo
pilt oltre come questo sia utilissimo per esempio nel diagonalizzare matrici.

Esistono molte dimostrazioni di questo Teorema, ma nessuna completamente ele-
mentare. Vi sono dimostrazioni puramente algebriche, molto lunghe e complicate:
oppure dimostrazioni brevissime, che dipendono perd da risultati (anche profondi) di
altre teorie. Nel Paragrafo 11C.4 ne descriveremo una che cerca di mediare fra com-
prensibilitd. e numero di prerequisiti, richiedendo solo due risultati dj Analisi: il fatto
che i polinomi sono funzioni continue, e il fatto che una successione limitata di numeri
reali ammette sempre una sottosuccessione convergente (Teorema di Weierstrass).

Concludiamo questo Paragrafo con due risultati riguardanti polinomi a coefficienti
reali:

Proposizione 11.8 Sia P € R[z] un polinomio a coefficienti reali. Allora zg € C
& radice di p se e solo se Z; lo &, e hanno la stessa molteplicitad. In particolare, un
polinomio a coefficienti reali ha necessariamente un numero pari (che pud essere anche
zero) di radici complesse non reali.

Dimostrazione. Sia p(z) = a,2" + an-12""1 4+ .- 4 ag, con ag,...,a, € R. Allora

P(Z) = anZ" +an 12" o tag = anan An-12""1 4 Y ag = p(2],

n quanto a; = a; per j =0,...,n, per cui z, & radice se e solo se Zg lo &.
Se zg & radice, allora possiamo scrivere

P(2) = (2 — z)(2 — T5)q(2);

11.4  Rango della trasposta coniugata 203

siccome (z — 20)(2 — Z5) = 22 — 2Re(2y)z + |20/? & un polinomio a coeﬂicn.entl ron,ll.
anche g(z) lo &; quindi le radici non reali di ¢ sono a coppie complesse coniugate. [”|
particolare, 2 e Z; devono avere la stessa molteplicita, e ci siamo. "

Corollario 11.9 Ogni polinomio a coefficienti reali di grado dispari ha almeno una
radice reale.

Dimostrazione. Infatti deve avere un numero dispari, contando le molteplhic.ita, di ra-
dici complesse (per il Teorema 11.7), ma solo un numero pari {per la Proposizione 11.8E)I
di radici non reali. .

11.4 Rango della trasposta coniugata

Ci rimane un ultimo affare da sbrigare con i numeri complessi. Come.gi?a d.em.) pit
volte, tutti i risultati su spazi vettoriali e matrici che abbiamo visto n.el Capltol{ 3—(.()J
valgono qualunque sia il campo di scalari; in pa,rticol‘are., valggnf) sui colppleSSI.. ;
meglio, tutti tranne uno: la Proposizione 5.11, nella cui dl{n\ostrazmne abbiamo usato
in maniera essenziale il fatto che una somma. di quadrati & zero se e solo Se.ztuttlzl
nuimneri coinvolti sono zero. Questo sui complessi non & vero: basti pen.s§re ai®+1 1

In questo paragrafo vogliamo vedere che aspettg assume la Proposizione 5.11 su
campo dei complessi. Ci servono un paio di definizioni.

Definizione 11.9 Sia A € M,, ,(C) una matrice a coefficienti comples.si, L.a ma.j
trice coniug‘:zta di A & la matrice A € Mp o (C) i cui elementi”sono i comuga,.tl df;g]h
clementi di A. La matrice trasposta coniugata (o qggiunta) AT e M, n(C)diAtla

. - —
trasposta. della coniugata di A; in simboli A¥ = 4~ = AT,

Chiaramente,

(AH)I-I = A e (AB)H :BHAH;

iuoltre, si ha rg A = rg A (Esercizio 11.13), ‘ )
Poi: per ogni a € C™ definiamo Yapplicazione lineare 1,: C" — C ponendo

Vx e C™ 7/}(1,(‘77)2—&—1—1:1+"'+mxm~

H

. 8¢ consideriamo a e = come matrici m x 1 possiamo anche scrivere 9, (z) = o - z.
)i conseguenza se A € My, »,(C), a € C™ e x € C" abbiamo
Yana(z) = (A"0)"z = " (Az) = 9o (Ax). (11.9)

C", come spazio vettoriale su C, ammette una base canonica for-
,en}, dove le componenti di e; sono

Osservazione 11.4
uala, proprio come per R", dai vettori {e,,...
lutle zero tranne la j-esima che & uguale a 1.

Allora la versione complessa della Proposizione 5.11 & la seguente:
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Proposizione 11.10 Sia A € M 2 (C). Allora:

(i) C*"=ImLy@KerL,u eC" = ImLan @ KerLy;
(i) rgA=rg AT =rg A",

Dimostrazione. Prima di tutto notiamo che (Esercizio 11.13) rg AT = rg AY; quindi

¢i basta dimostrare che Im Ly NKer L 4» = {O}, e poi procedere esattamente come
nella dimostrazione della Proposizione 5.11.

Prendiamo a € ImLy N Ker L4u, ciod tale che Aa = O ed esista becCn
con Ab = a. Allora la (11.9) ci dice che

0= 9o (b) = Yan,(b) = Pa(Ab) = vula) = far[* + - + |an|2.

Dunque abbiamo di nuovo una somma di numeri reali positivi uguale a zero; quindi
necessariamente |aj| =+ . = |@n| = 0, per cui @ = O, e abbiamo finito. 0

Osservazione 11.5 Per matrici A a coefficienti complessi, non & detto che l'intersezione
fra I'immagine di L4 e il nucleo della trasposta sia il solo vettore nullo. Per esempio,

se
|t 1 T
A= 1 i =4
allora
‘ ImLA:KerLAr:(Cl;'.
Esercizi

1.1 Calcola le_coordinate polari dei seguenti punti: (—3,0), (0,2r), (24/3,2)
(6.~6) e (~2,2V3).

11.2  Esprimi nella forma a -+ bi i seguenti numeri complessi (ovvero, fai i conti):

3
14+4v3 4 1+ 34
) i (D%

1—3i

(2 + i) (~2 + 2i);

11.3 Dimostra la formula del “modulo al quadrato del binomio™;
|z +w}? = |2|* + 2Re(zw) + |w|®.

11.4 Utilizza (11.7) per ritrovare le formule trigonometriche che esprimono seno ¢
coseno del doppio e del triplo di un angolo.

11.5 Trova le quattro radici quarte.di 1, e le due radici quadrate di 4.
11.6 Trova le radici quadrate di 1 — 4i+/3.
11.7  Determina modulo e argomento delle radici cubiche di (1 + 7)(1 — i)~L
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11.8 Determina i numeri complessi z € C tali che 24 = 7.
11.9  Determina, al variare di k € R, le soluzioni dell’equazione ikz3 = |2|3.

11.10  Trova le radici complesse del polinomio p1(2) = z* +i € Clz]. Trova, se
esiste, un polinomio py € C[z] tale che p1p, abbia tutti i coefficienti reali.

11.11 Determina per quali A € C 'equazione

P12+ (M —1)z4+ X2 =5=0

non ammette soluzioni.

11.12  Trova un polinomio a coefficienti reali di quinto grado con solo una radice
reale, e un polinomio a coefficienti reali di quarto grado senza nessuna radice reale.

+ 11.13  Sia A € My, »(C). Dimostra che rg 4 = rg A.

11.14 Sia A € M, ,(C). Dimostra che det A¥ = det A = detA. Deduci che
"~ se A” = A allora det A & un numero reale.

»11.15  Dimostra che I'insieme delle matrici quadrate a coefficienti complessi M, ,(C)
ha dimensione n? come spazio vettoriale su C, ma dimensione 2n? se considerato come
spazio vettoriale su R. Dimostra che I'insieme {4 € M, ,(C) | A¥ = A} & uno spazio
‘vettoriale su R di dimensione n?.

11.16 Se z = a+ib € C, sia m,: C — C l'applicazione lineare data da m,(w) = wz.
Trova la matrice che rappresenta m. rispetto alla base {1,4} di C considerato come
spazio vettoriale su R.

‘11.17 Dimostra che il coniugio & lineare se consideriamo C come spazio vettoriale
su R, mentre non lo & se consideriamo C come spazio vettoriale su se stesso.

‘11.18 Trova rango, nucleo e immagine delle seguenti matrici a coefficienti complessi:

1 1 -1 1 71 0 1 i 1
1 - =1y, i =1 1y, i =1 4
1 1 1 2 21 0 T4 1

1.19 Studia il sistema lineare (in cui le incognite sono numeri complessi)

T+2y+kz=0,
ky—z=1,
kx +z = a,

il variare di a, k € C.
:

20 Sez = z+iy € C, si definisce I'esponenziale complesso e* € C con la formula
e* = e"(cosy + isiny).

imostra che e* - €¥ = e**¥ per ogni z, w € C, e che e’ 4+ 1 = 0.
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11.21  Sia p(t) = axt™ + -+~ + ag € Z[t] un polinomio a coefficienti interd, e sia
T = a/b € Q una radice razionale di p, dove a, b € Z sono relativamente primi.
Dimostra che a divide ag, e che b divide a,.

11.22  Trova le radici dei polinomi a coefficienti interi p, (6) =t =23 — 52 4 g+

e pa(t) = t° — 5t — 22 4 6t -+ 4. (Suggerimento: usa 1’Esercizio precedente.)

COMPLEMENTI
11C.1 Divisibilita e radici

Questi Complementi sono dedicati aj polinomi a coefficienti in un campo qualunque;
partendo dalle definizioni arriveremo a dimostrare risultati piuttosto profondi e utili.

Fissiamo un campo K; nella maggior parte delle applicazioni K sara il campo
reale R o il campo complesso C, ma non ci costa nessuna, fatica in pilt mantenere questa
generalitd. Ricordiamo la definizione gi3 vista nell’Esempio 1.9 e nell'Osservazione 1.5.

Definizione 11C.1 L’insieme K[t] dei polinomi in una variabile a coefficient] in K

¢ l'insieme delle funzioni ;K — K tali che esistano un numero naturale n > 0 ¢

coefficienti ag, ..., a, € K con a, # 0 in modo che

VieK p(t) = ant™ + - + qg. ‘ (11c.n

1l numero n & detto grado del polinomio p, e si indica con degp (dove “deg” & I'abbre-
viazione di degree, la parola inglese per “grado”); i numeri ag, - .., Gp SONO i coefficient;
di p, il numero ay & il termine noto e an # 01l coefliciente direttivo. Per convenzionc,
sl dice che il polinomio nullo p = 0 ha grado —co.

Di solito, quando si scrive un polinomio come in (11C.1) si suppone che a,, sin
diverso da zero, in modo da vedere bene il grado del polinomio. Ma ovviamente nuila
ci impedisce di scrivere anche

PA) = 0t™ 4 - 4 0" ™ ot aq (11C.2)
per ogni m > n (& chiaramente la stessa funzione); con questo trucco possiamo facil-

mente definire la somma di due polinomi.
Sianoe p, ¢ € K[t] due polinomi, e scriviamo

p(t) = ant™ 4 - ag,
q(t) =bnt™ + -+ by, ’

dove n & il massimo fra il grado di p e il grado di ¢, e qualcuno dei coefficienti puo
essere zero, come in (11C.2). Allora il polinomio somma p+q € Kft] & definito
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semplicemente come

(p+ Q)(t) = (an -+ bn)tn + 4 (aO + bo)i

abbiamo effettuato la somma delle funzioni p e ¢. :
“~SeAeKeéuno scalare, possiamo definire il polinomio Ap semplicemente ponendo

(Ap)(t) = (Aan )t 4 g (Aag).
I facile verificare (vedi I'Esercizio 1.19) che con queste operazioni K[t] diventa uno
spazio vettoriale su K. Possiamo perd anche definire il prodotto pg € K[t] di due
-polinomi p e ¢ semplicemente moltiplicando le funzioni: se Pt) = apt™ + ... + ap

¢ q(t) = bmt™ + - .. 4 by, allora

(Pa)(t) = (ant™ + - + a0)(bnt™ + - bg) = Cpppt™H Lo co,

dove
cj = a()bj +a1bj_1 + .- aj_.]bl +ajb0 = Z apby,
hetlk=j
perj:O,...,vH—m,esiintendecheah:0=b;c seh>nok>m.

Con questo prodotto-e la somma sopra definita, & facile vedere (Esercizio 1.19)
che K[t] & un anello ma non un campo: se degp > 0, non c'e modo dj moltiplicare p
per un altro polinomio in modo da ottenere una costante. Infatti, dalla definizione &
evidente che

deg(pg) = degp + deg g, (11C¢.3)

per cui deg(pg) > degp se ¢ non ¢ il polinomio nuilo, e quindi pg non pud essere una
costante (in quanto le costanti sono esattamente i polinomi di grado Z€ro).

Anche gli interi Z non sono un campo, e quindi alle elementari ci hanno insegnato
a fare le divisioni col resto®. Con i polinomi si pud fare qualcosa di analogo, come
probabilmente saprai gia:

Teorema 11C.1 Siano Po, p1 € K[t] due polinomi sul campo K, con p; diverso
dal polinomio nullo. Allors esistono € sono unici due polinomi ¢, r € K{t] con
degr < degp; tali che

Po = gp1 -+ 1. (11C.4)

Dimostrazione. Sia n = degpo, m = degp; > 0 e scriviamo

Po(t) = ant™ + - + qq, P1(t) = bmt™ + - 4 by,

€on Gp, by, # 0. Procediamo per induzione su n. Se n = 0, cioé pg = ag, vi sono due
casi: se m > 0 basta prendere ¢ =0cer = qay; se invece m = 0, ciog p; = by # 0,
basta prendere g = ag/by ed r = 0.

3 . . e g ‘
In un campo, due numeri non nulli sono sempre divisibili fra loro, senza resto.
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Sia vero allora per tutti i polinomi di grado minore di n, e prendiamo pg di grado n.
Se n < m, basta prendere ¢ = 0 ed r = py. Se invece n > m, poniamo

p2(t) = po(t) — anb t" "py(t).

Chia.ramente degpy < degpo = m; quindi per ipotesi induttiva esistono due poli-
nomi ¢ ed  con degr < degp; tali che ps = g1p1 -+ r. Allora

po(t) = p2(t) + anbi t"p1(t) = [q1(t) + anby "™ pr(E) + 7(2),

per cui gt} = ¢1(t) + anb,; t™ "™ ed r(t) sono come volevamo.
Per I'unicita, supponiamo che g1, g2, 71, T2 € K[¢] siano tali che

qQp1 -+ 711 = gap1 + T2

con degry, degre < degpi. Allora

(@n —g2)p1 = rg — 115

ma il primo membro, se non & zero, ha necessariamente grado maggiore o uguale al

grado di p1, mentre il secondo membro ha grado strettamente minore del grado di p,.
f . s s

Dunque 'uguaglianza & possibile se e solo se g» = ¢; e ry = 11, come volevamo. O

Definizione 11C.2 I polinomi ¢ ed r in (11C.4) si dicono rispettivamente quoziente
e resto della divisione di pg per p1. Se r = 0 diremo che py divide pp.

In un canipo ¢’ un elemento molto particolare, lo zero. ¥ quindi naturale esami-
nare che relazione c¢’¢ fra un polinomio e gli elementi che vengono mandati in zero.

Deﬁnizione 11C.3 Sia p € K[¢] un polinomio non identicamente nullo. Allora una
radice (o zero) di p & un elemento o € K tale che p(a) = 0.

C.orollario 11C.2 Sia p € K[t] un polinomio non nullo. Allora a € K & una radice
di p se e solo se t — a divide p, cioé se e solo se esiste un polinomio q € K[t] tale che

p(t) = (t — a)g(t).

Piit in generale, o, . .., ap € K sono radici distinte di p se e s0lo se (t—ay) - - (t — o)
divide p.

Dimostrazione. Per induzione su h. Cominciamo con h = 1. Se ¢t — ¢; divide p si

ha subito p(a1) = (1 — a1)g(a) = 0. Viceversa, supponiamo che a; sia una radice
di p, e scriviamo

p(t) = (t — o)q(t) +r(¥),

dove r & un polinomio di grado minore di 1, ciod una costante rg. Ma allora

0= plag) = (o1 — cn)g(on) + r(oa) = ro,
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e quindi ¢ — a3 divide p.
Sia allora vero per h — 1 radici, per cul possiamo scrivere

p(t) = (t— o) (t— an-1)q(t).
Siccome

plow) = (an = ar) -+ (an — an—1)glan),
il numero oy, & una radice (distinta dalle precedenti) di p se e solo se & radice di ¢,
ciod se e solo se q(t) = (t — ap)q (1), e ci siamo. O

Corollario 11C.3 Sia p € K[t] un polinomio non nullo di grado n. Allora p ha al
pill n radici distinte.

Dimostrazione. Infatti se p avesse n + 1 radici distinte a1,...,0n41 € K, il Corolla-
rio 11C.2 ci darebbe un polinomio non nullo ¢ € K[¢] tale che

p(t) = (t —o1) - (¢t — ans1)g(d),
per cui il grado di p sarebbe almeno n + 1, contraddizione. O

Corollario 11C.4 Siano p, ¢ € K[t] due polinomi tali che p(t) = ¢(t) per ognit € K,
e supponiamo che K contenga infiniti elementi®. Allora p e q hanno lo stesso grado e
gli stessi coefficienti — cioé sono lo stesso polinomio.

Dimostrazione. Infatti il polinomio p — ¢ ha necessariamente infinite radici, e quindi
per il Corollario 11C.3 & il polinomio nulio. O

Dunque due polinomi (intesi come funzioni) coincidono se e solo se si scrivono
nello stesso modo; abbiamo utilizzato questo fatto nell’Esempio 4.13.

11C.2 Ideali e massimo comun divisore

Nello studio dei numeri interi un altro concetto molto importante & quello di massimo
comun divisore. Esiste anche il massimo comun divisore di polinomi; per definirlo
seguiremo una strada indiretta ma che fornira altri risultati importanti.

Cominciamo introducendo un concetto che, in un certo senso, & parente di quello
di sottospazio vettoriale.

Definizione 11C.4 Un sottoinsieme J C K[¢] si dice ideale di K] se & un sot-
tospazio vettoriale di K[t] tale che ¢gp € J non appena p € J, qualunque sia il
polinomio ¢ € K[t]. In altri termini, J & chiuso non solo rispetto al prodotto per
scalari ma rispetto al prodotto per polinomi qualunque.

4 Esistono dei campi con solo un numero finito di elementi, che perd a noi non interessano.
|

!
|
|
i
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EseMPIO 11C.1 Chiaramente sia K[t] che I'insieme costituito dal solo polinomio
nullo sono ideali, detti ideali banali. Un ideale non banale viene detto idealé proprio.

Esempio 11C.2  Se p € K[t] &€ un polinomio non identicamente nullo, indicheremo
con (p) l'insieme dei multipli di p. In simboli,

(p) = {ap € K[t] | ¢ € K[t]}.
E facile vedere (esercizio) che & un ideale di K[t], 'ideale generato da p. Se degp > 0,
si tratta chiaramente di un ideale proprio, in quanto contiene p = 1p e non contiene

le costanti. Pill in generale, se py,...,pr € K|t] sono dei polinomi, allora I'ideale
generato da ps, ..., px € insieme

(1, spe) ={@pr+ - +a@pr | a1, e € K[E]}
Di nuovo, & facile verificare (esercizio) che (pi,...,pr) & sempre un ideale; ma. contra-
riamente al caso di un solo generatore, talvolta potrebbe essere banale. Per esempio,
sep, =t—1lepy=1t+2 alloral =p; +p2 € (p1,p2), € quindi ¢ = gl € {py,p2)
per ogni g € K[t], ciod (p1,p2) = K[t]. Vedremo che questo accade se e solo se p; e p2
sono relativamente primi.

Definizione 11C.5 Sia'J un ideale di K[t]. Diremo cbe p1,...,px generano J (e
che J & generatoda py,...,pr) se J = (p1,. .., k).

Dimostreremo fra poco che ogni ideale di K[t] & generato da un singolo polinomio,
oltretutto di tipo particolare:

Definizione 11C.6 Un polinomio p € K[t] & detto monico se ha coefficiente diret-
tivo uguale a 1.

Ci serve un lemma preliminare.

Lemma 11C.5 Siano p, € K[t| polinomi monici. Supponiamo che p divida p e
inoltre che degp = deg p, oppure che $ divida p. Allora p = p.

Dimostrazione. Siccome se p divide § e p divide p deve per forza essere deg p = deg p,
possiamo in entrambi i casi supporre che degp = degp = n, e scrivere

P(t) = t" + an1t® !+ + ag, Pty =" + Gni ™ + o+ do.

Se p divide §, deve esistere un polinomio g tale che p = gp. Essendo degp = degp,
la (11C.3) implica che degg = 0, cioé che g & una costante ¢o. In particolare,

t" Byt e+ G0 = P = cop = cot™ + coan_1t" ! + -+ + Coao;

ma allora ¢y = 1, e dunque = p. O
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Teorema 11C.6 Sia J # {0} un ideale di K[t]. Allora esiste un unico polinomio
monico p che genera J, e p ¢ il polinomio monico di grado minimo contenuto in J .

Dimostrazione. Sia p € J un polinomio non nullo di grado minimo fra quelli con-
tenuti in J; a meno di moltiplicarlo per una costante possiamo supporre che p sia
monico. Vogliamo dimostrare che J = (p). Infatti, sia py € J; per il Teorema 11C.1,
possiamo scrivere
P1=qp +r

con deg r < degp. Ma, essendo 7 un ideale, abbiamo gp € J e quindir = p1—¢gp € J.
Poiché degr < degp e p era un polinomio di grado minimo fra quelli non nulli in 7,
ne segue che r = 0. Dunque p; = gp per cui, essendo p; € J generico, deve
aversi J C (p). Siccome laltra inclusione & ovvia (perché?) abbiamo dimostrato
che p & un generatore di J.

Rimane da far vedere che & I'unico generatore monico. Sia  un altro generatore
monico. Allora dev’essere p = gf per un qualche polinomio ¢; in particolare, P divide p.
Ma. per lo stesso motivo p divide p; quindi il Lemma 11C.5 ¢i da p = 5. (]

A questo punto possiamo definire di massimo comun divisore fra polinomi:

Definizione 11C.7 Siano py, ..., € K[t] polinomi non nulli. Il massimo comun
divisore di py,...,pr & un polinomio monico ¢ € K[t} che divide pi,...,pk, € tale
che se € K[t] & un altro polinomio che divide py,...,py allora p divide anche q.
Indicheremo con (p1,. . .,pk) € K[t} il massimo comun divisore di p1,...,ps.

Ovviamente si pone il problema dell’esistenza del massimo comun divisore. La
risposta & contenuta nella

Proposizione 11C.7 Siano py,...,px € K[t] polinomi non nulli. Allora il massimo
comun divisore di py,...,px ¢ il generatore monico dell’ideale (py, ... , D)~

Dimostrazione. Sia g il generatore monico di J = (p1,...,px). Siccome p; € J
per i =1,...,k, abbiamo subito che ¢ divide ps,...,px. Sia ora p un polinomio che
divide tutti i p;, e scriviamo p; = §p per i = 1,...,k. Siccome ¢ € J, esistono
polinomi ¢; € K[t] tali che ¢ = q1p1 + - - + qipx; quindi

q= (@G + - + @dr)P,

e p divide anche g.

Abbiamo quindi dimostrato che ¢ & un massimo comun divisore di pi, ..., pk;
supponiamo che ce ne sia un altro, §. Allora g deve dividere g, in quanto g di-
vide p1, . .., px. Analogamente § deve dividere ¢, per cui il Lemma 11C.5cidag = g. O

Osservazione 11C.1 Per definizione, il massimo comun divisore (py,p2) di due poli-
nomi p;, ps appartiene all'ideale {p1,p2); quindi esistono due polinomi ¢1, g2 € Kit]
tali che qp1 + gap2 = (p1,p2). In particolare, se (p1,p2) = 1 troviamo q1, g2 € K|t}
tali che :

@p1 -+ gap2 = 1.
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Definizione 11C.8 I polinomi py,...,pr € K[t] sono detti relativamente primi
se (p1,...,pk) = 1 0, equivalentemente, se {ps,...,pr) = K[t].

Vi & un procedimento semplice per trovare il massimo comun divisore di due po-
linomi, detto algoritmo di Buclide. Prendiamo due polinomi non nulli p1, p» € Kt];
a meno dell'ordine, possiamo supporre che degpy < degp;. Per il Teorema 11C.1,
esistono due polinomi ¢; e p3 € K[¢] con degp; < degp, tali che

P1 = qip2 + ps.

Applicando il Teorema 11C.1 a py e p3 troviamo g e p4 con degpy < degps tali che

P2 = q2p3 + P4-

Procedendo in questo modo prima o poi arriveremo a ottenere resto zero, in quanto a
ogni passo il grado del resto diminuisce di almeno 1. Dunque abbiamo costruito una
successione di polinomi ps,...,ps con

Pi—1 = Gi—1Pi + Pisi
peri=2,...,s~1e
Ds—1 = Qs-1Ps;

I'idea & che il massimo comun divisore di p; e p; & (a meno del coefficiente direttivo,
che potrebbe essere diverso da 1) proprio p,. Infatti, per definizione p, divide p,_1;
quindi da

Ps—2 = gs~2Ps—1 + Ps = (Gs—2gs—1 + 1)ps

deduciamo che divide anche p,_y. Risalendo la catena, vediamo che p, divide sia py
che p;. Viceversa, se § divide sia p; che po, necessariamente divide anche p3; dunque
divide anche py4 e quindi, discendendo la catena, divide anche p;, come richiesto.
Esempio 11C.3 Consideriamo i polinomi p;, p2 € R[#] dati da

pi(t) = 26° + 2t + 2t 42 e polt) =3 — 42 —t 4+ 1.
Allora si ha

25 + 24+ 2t + 2= (2% + 4+ 6)(1° — 12 ~ 14+ 1) + 882 + 4t — 4,
Bt —t+1= (3t~ )8+ 4t —4)+ T+ 1,
8t% + 4t — 4 = (32t — 16)(3t + 1).

Quindi il massimo comun divisore monico di p; e p; &

(pl’p2) =t+1

L’Esercizio 11C.2 spiega come trovare il massimo comun divisore di pill polinomi.
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11C.3 Fattorizzazione di polinomi

Un altro concetto fondamentale per lo studio dei numeri interi & quello di numero
primo. L’analogo per i polinomi & il concetto di polinomio irriducibile:

Definizione 11C.9 Un polinomio p € K[t] & detto irriducibile (su K) se ogni poli-
nomio non costante che lo divide & della forma cp per qualche ¢ € K. In altre parole,
il polinomio p & irriducibile se (a meno di fattori costanti non nulli) gli unici divisori
di p sono 1 e lui stesso.

ESEMPIO 11C.4  Se p & irriducibile, anche cp lo &, per ogni costante non nulla ¢
{perché?); quindi, ci limiteremo spesso a considerare polinomi irriducibili monici.

EseMpio 11C.5 Un polinomio lineare (ciod di primo grado) & sempre irriducibile.
Infatti se p(t) =t — a e ¢ € K[t] divide p, allora o g & costante oppure il quoziente 1o
& In quest’ultimo caso p = cq con ¢ # 0, e quindi g = ¢~ p.

EseMPIO 11C.6  Se un polinomio p € K[t] di grado almeno 2 aminette una radice
in K, allora non & irriducibile. Infatti, se @ € K & una radice di p abblamo visto
che ¢ — o divide p. In particolare, quindi, il Teorema 11.7 ci dice che gli unici polinomi
irriducibili in Cl[t] sono i polinomi di primo grado.

Esempio 11C.7  Un polinomio p € K[t] di grado esattamente 2 & irriducibile su K
se e solo se non ammette radici in K. Infatti, abbiamo appena visto che se ammette
una radice non & irriducibile. Viceversa, se non & irriducibile si deve scrivere come
prodotto di due fattori di primo grado. Ma un polinomio di primo grado ha sempre
una radice in K, e quindi p stesso ammette radici.

EsemPro 11C.8 Gli unici polinomi irriducibili in Rft] sono quelli lineari e quelli
quadratici senza radici reali. Per dimostrarlo, grazie agli Esempi precedenti basta far
vedere che ogni polinomio p € R[t] di grado almeno 3 non & irriducibile. Prendiamo
una radice zo € C di p, che esiste per il Teorema 11.7 (che verrd dimostrato nel
prossimo paragrafo). Se zp € R, allora t — 2y divide p, e p non & irriducibile. Se
o ¢ R, allora anche 75 & una radice di p, e quindi il polinomio (¢ — zp)(t — Zg) € Rt
divide p, e di nuovo p non & irriducibile.

Osservazione 11C.2  Un polinomio p pud essere irriducibile su R e non esserlo su C,
oppure essere irriducibile su Q ma non esserlo su R. Per esempio, consideriamo un
polinomio monico p di secondo grado. Grazie all’Esempio 11C.7, p & riducibile su K
se e solo se ha delle radici in K. Quindi p(t) = ¢? — 2 & irriducibile su Q, mentre su R
si spezza come p(t) = (t — v/2)(t + v/2). Analogamente, p(t) = t2 + 4 & irriducibile
su R, mentre su C si ha p(t) = (¢ — 24)(¢ 4 24).

Il nostro principale obiettivo in questo paragrafo & dimostrare che ogni polinomio
si pud scrivere in maniera essenzialmente unica come prodotto di polinomi irriducibili.
Per questo ci servira il
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Lemma 11C.8 Sia p € K[t] irriducibile, e q1, ¢z € K[t| polinomi non nulll. Sup-
poniamo che p divida il prodotto g1ge; allora p divide necessariamente anche uno dei
due fattori ¢, e ga. :

Dimostrazione. Supponiamo che p non divida g;. Allora il massimo comun divisore
dipeq &1, per cui (Osservazione 11C.1) esistono polinomi 1, P2 € K[t] tali che

1=p1q1 + Pep-
Moltiplicando per gz otteniamo

92 = P1(q192) + (P202)P;
dunque siccome p divide g1¢2 vediamo subito che divide anche ¢2. a

Teorema 11C.9 Ogni polinomio non costante p € K{t] si pud scrivere come pro-
dotto
p=cpi-Pr (11C.5)

dove ¢ & il coefficiente direttivo di p e p1,...,pr sono polinomi monici irriducibili,
univocamente determinati a meno dell’ordine.

Dimostrazione. A meno di dividere p per il suo coefficiente direttivo possiamo sup-
porre p monico. Cominciamo a dimostrare per induzione sul grado l'esistenza della
fattorizzazione. Se degp = 1 abbiamo gid visto che p & irriducibile, per cui abbiamo
finito. Sia allora degp > 1. Se p & irriducibile & fatta; altrimenti, possiamo scri-
vere p = cqiga, con sia g1 che go monici e di grado minore di p. In particolare, c &
il coefficiente direttivo di p, per cui ¢ = 1. Per l'ipotesi induttiva, sia q1 che go si
possono scrivere come prodotto di polinomi monici irriducibili, e quindi anche per p
¢ fatta.
Vediamo ora l"unicita. Supponiamo di avere

P1Pr =41 Qs

dove i p; e i g; sono tutti polinomi monici irriducibili; vogliamo dimostrare che 7 = s
e che i g; sono uguali ai p;, & meno dell’ordine. Procediamo per induzione su s.
Se s = 1, essendo ¢ irriducibile e monico, abbiamo per forza r = 1 e quindi p; = q1.
Sia allora vero per s — 1. Applicando il Lemma 11C.8 a py e al prodotto ¢1(qz2 - - gs),
vediamo che o p; divide ¢ oppure p; divide ga---¢s. Nel primo caso, abbiamo
necessariamente p; = ¢, per cui pg---Pr = g2 qs © "ipotesi induttiva ci fornisce
la tesi. Se invece p; divide gs - - - gs, applicando di nuovo il Lemma 11C.8 troviamo
che o p; divide g oppure divide il prodotto gs- - - gs. Procedendo in questo modo
scopriamo che esiste necessariamente un jo tale che p; = gj,; possiamo allora applicare
I'ipotesi induttiva come nel caso jo = 1, ed & fatta. ]

Definizione 11C.10 Ibolinomi p1,...,pr in (11C.5) sono detti fattori irriducibili
del polinomio p.
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Corollario 11C.10 Siano p;, py, ¢ € K[t]. tali che ) = 1 divi
o e [t] (p1,p2) e py divide pag.

Dimostrazione. Basta applicare il Lemma 11C.8 ai fattori irriducibili di p;. O

. vaamente, 1 polinomi monici irriducibili py,...,p, potrebbero non essere tutti
distinti. Ma. in ogni caso possiamo scrivere

p=cp.--pP, (11C.6)

doye ceil coeﬂicxentg d!.I‘ettIVO di p, i p; sono polinomi monici irriducibili distints
univocamente determinati a meno dell’ordine, e gli m; > 1 sono numeri interi univo-
camente determinati, detti molteplicita di p; come divisore di p.

Un caso molto interessante & quello dei polinomi irriducibili della forma t — c.

D~e‘ﬁnizio'ne'11‘C.3.11 Sia o € K una radice del pofinomio non costante p € K[¢].
Diremo molteplicita di o come radice di p la molteplicitd di ¢t — o come divisore di p.

Per definizione, possiamo scrivere

p(t) = (t — o)™q(t),
dove. m élla moltgplicité di o come radice di p, e g(a) # 0 (in quanto ¢(¢) & il prodotto
degli altri fattori irriducibili della decomposizione di p, che sono relativamente primi
con ¢ — @). Dunque la molteplicitd di una radice & anche il pill grande intero m tale
che (t — a)™ divide p (perché?). ‘
Utilizzeremo abbondantemente la molteplicitd delle radici nel Capitolo 14; ma
adesso dobbiamo parlare del minimo comune multiplo.

Definizione 11C.12 Siano p1, p» € K[t] due polinomi non nulli. I minimo co-
mune multiplo di p; e py & un polinomio monico [py,ps] € K[t] tale che p; e py
dividono [py,pa], e tale che se § € K[¢] & un polinomio diviso sia da p; che da py
aIIOfa anche [p1,pe] divide §. Pill in generale, se p, ..., px € Kit] sono polinomi nor;
nulli, il loro minimo comune multiplo [pi, ..., pk] € K[t] & definito per induzione da

[Pl,- .- ,pk] = “le . ’pk—l]!pk]~

Proposizione 11C.11 Siano pi,...,pr € K[t] polinomi non nulli  Allora:
(i) siha
1
[pl:pZ] = - Pipa )
¢ (p1,p2)
dove c ¢ il coefficiente direttivo di p,ps;

(i) il minimo comune multiplo dei polinomi py,...,px & il generatore monico dell’i-
deale {p1) N --- N {(pi).

. Dimostrazione. (i) Prima di tutto & facile verificare (Esercizio 11C.3) ché il minimo

comune multiplo se esiste & unico. Poi siccome (p;, p2) divide sia p; che py & chiaro

f
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che p; e py dividono pipa/ {p1,p2). Supponiamo ora che sia pi che p, dividano il
polinomio §. Quindi possiamo scrivere

- »
= = ———qi1(p1,P2)-
1=0 = oy pa)

Siccome p; divide §, per il Corollario 11C.10 il polinomio pg deve dividere ¢y (p1,P2),
per cui otteniamo ¢y {p1,p2) = p2r € quindi

P2 .
q1,
P1,D2)

=1

ciot p1pe/ (p1,p2) divide §. Dunque ¢ tpip/(p1,p2) & un poli.nqmio monico che sod-
disfa la definizione di minimo comune multiplo di py e p2, e €1 s18mo.

(i) Procediamo per induzione su k. Siak =2,eq¢€ K[t i generatore.rr}onic?
dellideale (vedi UEsercizio 11C.1) {(p1) N (py). Prima di tutto, dalla deﬁ.m‘zmne &
evidente che [p1,p2] € {p1)N{p2), percui g divide [py,p2]. Viceversa, py ep2 dividono ¢,
per cui [p1,pe] divide ¢. Trattandosi di polinomi monici ne segue che ¢ = [p1,p2l-

Sia ora vero per k — 1. Allora

(p1) O+ O {pw) = {p1, -+ P2} N (PR} = {[[pr,- - »Pr—1)spr]) = ({p1y. - » DD

ed ¢ fatta. ]

11C.4 Dimostrazione del Teorema fondamentale dell’algebra

In questo paragrafo descriveremo la dimostrazione del Teorema fondamentale c?ell’al—
gebra promessa nel Paragrafo 11.3. Ci serve un risultato preliminare di Analisi.

Lemma 11C.12 Fissato r > 0 sia D, = {zeC|ld < 7} il disco di raggio r.

e sia f: Dy — R una funzione continua definita su D, a valori reali. Allora esiste
un 29 € D, in cui la funzione f assume il suo valore minimo.

Dimostrazione. Se l'insieme f(D,) € R non & limitato inferiormente, scegliamo una
successione di punti z, = Zp + Yn € Dr tali che f(zn) < —n. Se invece f(D,) & limi-
tato inferiormente, sia a = inf f (D) e scegliamo una successione zp = Tn + tYn € Dy
tali che @ < f(za) < a+1/n. In entrambi i casi le successioni {zn} e {yn} sono
contenute nellintervallo [—7,7], grazie alla Proposizione 11.3.(iii); quindi il Teorema
di Weierstrass (Teorema 1.6) ci permette di estrarre due sottosuccessioni conver-
gentl, €, — Zo € Yn, — Yo- Dunque 2n, = ZTn, + Wne tende a zg = To + tYo; SIC-
come |zn, | < T per ogni ng, per definizione di limite si ha |zo| < 7, ciogé 20 G pr. Ma f
& una funzione continua; quindi f(zo) = lim f(zn,). Questo vuol dire che inf f(Dr)
non pud essere uguale a —0o, per cul f(20) = lim f (#n,) & Decessariamente uguale
ad a, che & dunque il valore minimo assunto da f su D;. ]
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Teorema 11C.13 Sia p € C[z] un polinomio di grado n. Allora p ha esattamente n
radici, contate con la relativa molteplicita.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sul grado di p. Se p ha grado 1, ciot si
ha p(z) = az + b con a # 0, allora ha un'unica radice di molteplicita 1, e ci siamo.

Supponiamo ora che p abbia grado n > 1; vogliamo prima di tutto dimostrare
che p ha almeno una radice. Supponiamo per assurdo che p non abbia radici; a meno
di moltiplicare p per una costante non nuila (che non cambia la situazione) possiamo
assumere che p sia della forma

p(z) = 2"+ an—12" M+ +ao.
Sia €' > 1 una costante pit grande del modulo di tutti i coefficienti di p, cioe
C > max{l,|an-1l,..-,laol}s

e prendiamo z € C tale che |z| > 2nC. In particolare, |z| > 1, e quindi |2| < {2|* per
ogni 1 < k < n. Dunque

Gr1 ao| _ lan-a| lagl _nC _1
e —— e e L e < —
l p + + prd = |Z| + + |z|” =7 = 5
per cui
— k3 An—1 a'o)y n An—1 agp
=3 1 e — > 1 —{— N ot
Ip(2)| |z ( += e )| 2 |2 +ot =

1
> 5le* > 277 (nC)" > Jaol

(in questi conti abbiamo ampiamente utilizzato la Proposizione 11.3). In altri termini,
abbiamo fatto vedere che |p(2)| > |ao| = |p(0)| non appena |z} > 2nC.

Ora, per il Lemma 11C.12 la funzione |p(z)| (che & una funzione continua, in quanto
modulo di un polinomio) assume un valore minimo nel disco 2| < 2nC. I punto zg
in cui |p(2)| assume il minimo & necessariamente dentro al disco (non pud essere
sulla circonferenza), in quanto |p(zg)| dev’essere minore o uguale di {p(0)|, mentre per
ipotesi |p(z)| > |p(0)| = |ao| sulla circonferenza.

A meno di sostituire a p il polinomio pi(2) = p(z + z), che ovviamente ha
esattamente tante radici quante ne ha p, possiamo supporre che il punto di mi-
nimo sia 2z = 0. Siccome abbiamo supposto per assurdo che p; non abbia radici,
si ha p1(0) = bg # 0, per cul possiamo scrivere

p1(z) = bo+ by 2" + 2 g(2)
per qualche k > 1 e by # 0, dove g(#) € Clz] & un polinomio opportuno.

Sia z; # O tale che zF = —bg/b, (un tale 2; esiste per la Proposizione 11.5), e
prendiamo ¢ € [0, 1] reale. Allora ‘

71 (tzl) = b() — tkbo + tk+lzic+1q(t21) = bo [1 — tk — tk"'lzlq(tzl)/;bl].
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Ora, la funzione t + |z1q(tz1)/b1] & continua, per cui (Teorema 1.7) ammette massimo
nelllintervallo chiuso e limitato [0,1]. Questo vuol dire che esiste Cy > 1 tale che

vt e [0,1] Jz1q(tz1)/b1| < C1,
e quindi
vt € [0,1] Ipy (t22)] < Jbo| (1 — t* + C1t**?).

Prendiamo 0 < to < 1/C); si ha (esercizio)
0<1—th+Catf*t <1,

e quindi |p1(to21)] < [bol = |p1(0)], contraddicendo cosi lipotesi che 0 fosse il punto
di minimo del modulo di p;. .

La contraddizione deriva dall’aver supposto by # 0, ciog dall’aver supposto che il
nostro polinomio p non abbia radici. Questo si & rivelato impossibile, e quindi p deve
avere almeno una radice zo. Ma allora possiamo scrivere p(z) = (z — 20)q(z), dove ¢
& un polinomio di grado n — 1. Per ipotesi induttiva, ¢ ha esattamente n-— 1'radici,
contate con la relativa molteplicita. Siccome ognuna di queste & anche radice di p, ab-
biamo fatto vedere che p ha esattamente n radici, contate con la relativa molteplicita,
come richiesto. g

Esercizi
11C.1  Siano Z, J C K[t} due ideali. Dimostra che ZNJ & ancora un ideale.
11C.2  Siano p1,. .., € K[t] polinomi non nulli. Dimostra che

(P, >pk) = (®rs- - PE=1):Pk)-

11C.3 Siano p1, p» € K|t} due polinomi non nulli, e f1, fp € K[t] due p.olinomi
monici che soddisfano la definizione di minimo comune multiplo di p; e pz. Dimostra
che $; = Po. (Suggerimento: usa il Lemma 11C.5).

12

Prodotti scalari ed hermitiani

E finalmente giunto it momento di occuparci di distanze e angoli, ma senza dimenti-
carci quanto visto finora: vogliamo trattare questioni metriche con tecniche lineari,
in modo da poterle inserire facilmente nel contesto degli spazi vettoriali. Questo ci
porterd a introdurre il concetto di prodotto scalare (e il suo equivalente complesso,
il prodotto hermitiano), che & P'argomento principale di questo capitolo. Dopo una
lunga serie di definizioni ed esempi, ci concentreremo sui prodotti scalari (o hermitiani)
definiti positivi, dimostrando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, introducendo il
concetto di base ortonormale e descrivendo il procedimento di ortogonalizzazione di
Gram-Schmidt. Dopo aver definito Portogonale di un sottospazio e le proiezioni or-
togonali, mostreremo come rappresentare un prodotto scalare rispetto a una base
tramite una matrice. Infine definiremo Paggiunta di un’applicazione lineare fra spazi
vettoriali dotati di un prodotto scalare, ed esamineremo in particolare le isometrie
lineari e gli endomorfismi autoaggiunti.

12.1 Definizioni ed esempi, caso reale

Cominciamo a vedere come si pud procedere in A%, In questo caso, dovresti gia
avere un’idea di cos’e la distanza fra due punti, e 'angolo fra due direzioni; il nostro
obiettivo & trovare un modo per calcolarli. Prima di tutto, fissiamo un sistema di
riferimento affine RA(O,7,7), in modo da poter lavorare in RR?; inoltre supponiamo
che i vettori 7e 7 siano di lunghezza 1 e formino un angolo di 7/2 radianti®.
Prendiamo un punto P del piano, di coordinate v; = (z1,y1) € R?% 11 Teorema
di Pitagora (Teorema 1.2) ci dice subito che la distanza d(O, P) di P dall’origine O,

ciot la lunghezza del vettore 573, ¢ data da
d(O, P) = /2% + 4} ©(12.1)

! In altri termini, abbiamo fissato un sistema di riferimento ortonormale, o cartesiano. Ne
riparleremo nel prossimo capitolo.
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Figura 12.1 La distanza fra due punti.

Spesso scriveremo “5.?’“ o anche ||v; || per indicare la distanza d(O, P). Il numero Jloall
viene detto norma del vettore vy; la doppia sbarra & stata scelta per ricordare che
si tratta di una generalizzazione del modulo di un numero reale (o di un numero
complesso).

1l Teorema di Pitagora ci dice anche (vedi la Figura 12.1) come calcolare la di-
stanza d(P, Q) fra P e un altro punto Q del piano, di coordinate vo = (z2,72) € R*:

—

d(P.Q) = /{53 —a)? T Wa — )2 = llvz — 1| = 110G — OP|. (12:2)

Osservazione 12.1 Attenzione a un particolare apparentemente secondario ma im-
portante: le formule (12.1) e (12.2) ci forniscono l'usuale distanza euclidea del piano
soltanto perché i vettori di base del sistema di riferimento affine scelto sono di lun-
ghezza unitaria e perpendicolart fra loro. Se non fosse stato cosi, potevamo ancora
identificare A2 con IR? come sempre, e introdurre una “distanza” fra punti con la for-
mula. (12.2); ma questa distanza non sarebbe stata quella euclidea. Per esempio, come
indicato nell’Esercizio 12.1, I’insieme dei punti di distanza uno dall’origine invece di
una circonferenza poteva essere un’ellisse.

Torniamo al nostro problema. La formula (12.2) non sembra (per ora) dare indica~
zioni su come esprimere le distanze tramite oggetti lineari; vediamo se con gli angoli
ci andra meglio.

Osservazione 12.2 Per noi, angolo fra due direzioni (o rette, o segmenti, o vettori)
sari Sempre convesso, € maj concavo, per cul variera fra 0 e w (inclusi). In particolare,
siccome il coseno nell'intervallo [0, 7} & una funzione iniettiva, per trovare l'angolo fra
due vettori basterd calcolarne il coseno.

Consideriamo due vettori in R?, di coordinate vy = (z1,y1) e v2 = (z2,y2); vo-
gliamo l'angolo @ che determinano. Per quanto detto sopra, sard sufficiente tro-
vare cosf (vedi la Figura 12.2).

Calcolare cos @ direttamente non & immediato; la trigonometria invece ci dice come

Yol ---~ v2

WA

Figura 12.2 L’argolo fra due vettori.

trovare l’angolo v fra v; e 'asse z, e 'angolo 1 + 0 fra vy e l'asse z. Infatti si ha

cosY = —x—l—,
il ) (12.3)
siny = —y—l—, '
vl
e
cos(¢p +0) = ”%H,
. 2
. ' (12.4)
sin(¢ +6) = ——.
llvell

Le formule d’addizione per le funzioni trigonometriche trasformano (12.4) in

cosycosf —sinysind = 22
flvall

sin1) cos @ + cos P sinf = Y2 s
llval|

che & un sistema lineare quadrato nelle incognite cosf e sinf. La matrice dei coefli-
cienti di questo sistema ha determinante

cosyp —siny

det | .
et siny  cosy

=cos? i +sin® o = 1,

per cui il sistema ha un’unica soluzione, che possiamo calcolare per esempio col Teo-
rema di Cramer (Corollario 9.11):

2/|v2||  —sing

/|2l —w/llmll] _ #iz2 3y
yo/llvall  cosp

vo/llvall =/l | ol el

cos f = det = det

Viene quindi naturale associare ai vettori ¥1 e vg il numero

(v1,v2) = T1Z2 + 1Y, (12.5)

=, oo, e -
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per poter poi scrivere

(v1,02) .
T T e
ol vzl v
Ora, {-,-) & lineare in entrambe le variabili, esattamente come lo era il determinante®.
Inoltre, anche la norma pud venire definita tramite questo nuovo oggetto: infatti

lloll = v/ (v, v)

per qualunque vettore v € R2, come avrai cura di verificare. Dunque sembra proprio
che abbiamo trovato 'oggetto lineare che stavamo cercando.

cosf =

Osservazione 12.3 Ci sono altri concetti di geometria metrica del piano che si possono
esprimere facilmente usando {-,-). Per esempio, due vettori v € vz s0n0 ortogonali se
e solo se formano un angolo § di 7/2 radianti, e quindi se e solo se cosd = 0, ovvero
se e solo se

{v1,v2) = 0.

Analogamente, sono linearmente dipendenti se e solo se formano un angolo 8 di 0
o 7 radianti, e quindi se e solo se cos # = =1, ovvero se e solo se

(v1,v2) = Elvrl lfvzll-

Un altro concetto che possiamo esprimere tramite {-,-) &la proiezione ortogonale di vy
su vy. Si tratta del vettore w ottenuto tracciando da vy la perpendicolare a vy (vedi
la Figura 12.2), per cui & un multiplo di v1/|lv1ll, e ha lunghezza |jve|| cos . Dunque

w = (Jjvz|| cosb) ﬁ—ﬂ - %’u .

A questo punto potremmo procedere a considerare A% (o meglio R?), facendo
considerazioni analoghe a quelle gid viste. Ma tanto vale fare il passo tutto in una
volta e introdurre la seguente definizione:

Definizione 12.1 1l prodotto scalare canonico {-,-):R™ x R" — R su R™ & la
funzione data da
(v, wy =v1wy + -+ + VaWn = wl-v (12.6)

per ogni v = (v1,...,%n), W= (Wi, ,wy) € R™, dove il prodotto all’ultimo membro
& il solito prodotto righe per colonne. La norma associata al prodotto scalare canonico
& la funzione || - ||: R™* — RT data da

Vv € R™ ol = v, 0) = @} + - + o). (12.7)

2 Ma attenzione: scambiando vy e vz in {v1,vs) otteniamo lo stesso numero, mentre scam-
biando v: e s il determinante det{vi,vz) cambia di segno. La funzione {-,-) e il determi-
nante sono oggetti ben diversi, accomunati solo dal fatto di essere entrambi lineari in ciascun
aréomento.
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Nota che la norma & ben definita in quanto

per tutti i vettori v € R™.

Chiaramente il prodotto scalare canonico generalizza (12.5) a dimensione qualun-
que, e gode di tutta una serie di proprietd importanti di verifica elementare (e quindi
lasciata per esercizio):

(a1) per ogni vy, vy e w € R™ si ha

~

(01 + va, w) = (0, w) + {v2, W)

(additivita rispetto alla prima variabile);
(ag) per ogni v, w € R" e A € Rsi ha

D, w) = A, w)

(omogeneita rispetto alla prima variabile);
(by) per ogni v, w1 e wy € R™ si ha

(viwy + wa) = (v,wy) + (v, wa)

(additivita rispetto alla seconda variabile);
(by) per ogni v, w € R® e A € Rsi ha

(v, dw) = Mo, w)

(omogeneit rispetto alla seconda variabile).

L.e proprieta (a1 )—(ag) si riassumono dicendo che il prodotto scalare canonico & lineare
nsp-ett.o alla prima variabile; le (by)~(bz) dicendo che & lineare rispetto alla seconda
variabile; tutte e quattro dicendo che & bilineare.

(c) per ogniv, w € R™ si ha (v,w) = (w,v) (simmetria);
(d) si ha {v,w) = 0 per ogni w € V se e solo se v = O (il prodotto scalare canonico
& non degenere);

(e) per tutti i v € R™ con v # O si ha (v,v) > 0 (il prodotto scalare canonico &
definito positivo).

Usando solo queste proprietd & possibile dimostrare che la distanza fra due punti

deﬁnit:% da ||v — wl|| e Vangolo fra due vettori definito da cos@ = (v, w)/||v] lw]| go-
dono di tutte le proprietd usuali®, per cui & possibile ricostruire la geometria euclidea

3 Nota che bisogna anche dimostrare che (v, w}/||v|| ljw|| & sempre in modulo minore di 1, in
modo da poter essere il coseno di qualcosa. La differenza rispetto al caso di A? & che mentre
prima. sapevamo a priori cos’era 'angolo fra due vettori e dovevamo solo calcolatlo, stavolta
vogliamo definire 'angolo fra due vettori partendo dal prodotto scalare canonico.
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di R" usando il prodotto scalare canonico. Ma, come oramai potrai immaginare, le
parole chiave qui sono “usando solo queste proprietd”. In altri termini, non appena
abbiamo un’applicazione (-,) che soddisfa le proprieta (a))-(e) possiamo ricostruire
la geometria euclidea. Ma allora, perché limitarci al solo prodotto scalare canonico?
E, soprattutto, perché limitarci al solo R"™ e non invece farci prendere dall’ebbrezza
di calcolare la distanza fra due polinomi, Pangolo fra due applicazioni lineari, la pro-
jezione ortogonale di una matrice? Presentiamo quindi subito una serie di definizioni.

Definizione 12.2 Sia V uno spazio vettoriale su R. Una forma bilineare su V ¢
un’applicazione g: V x V — R tale che

g{vy + v, w) = g(vy,w) + glva, w), glv,wy +wa) = glv,w1) + g(v, wa),
g(/\v,w) = Ag(v,w) = g(v, Aw),

per tutti i v, vy, ve, w, wy, we € Ve AeR.

Definizione 12.3 Sia V uno spazio vettoriale su R. Un prodotto scalare su V ¢
uns forma bilineare g simmetrica, cio? tale che

Yu,weV g(v,w) = g(w,v).
In questo caso scriveremo sempre (v, w) invece di g(v, w).
Osservazione 12.4 La notazione (v,w) non & l'unica in commercio per i prodotii
scalari; si trovano anche {v|w), (v,w), v-w, v x w e altre. Noi useremo esclusiva-
mente (v, w), tranne nel Capitolo 16 dove, dovendo considerare contemporaneamente

due prodotti scalari, sard comodo usare anche la notazione (v, w).

Definizione 12.4 Sia (-, -) un prodotto scalare su uno spazio vettoriale V. Il nucleo
di {-,-) & l'insieme?

Vi={veV|{vw)y=0 YweV}

1l nucleo di un prodotto scalare & un sottospazio vettoriale: infatti se vy, ve, v € &
e A€ Rsiha

(v1 + vg, w) = {vy,w) + (v2,w) =0, {dw,w) = Mo, w) =0,
per ogni w €V, per cui vy +vg, M € VL.

Definizione 12.5 Sia V uno spazio vettoriale su R. Un prodotto scalare {-,-) su V
si dice non degenere se V+ = {O}; degenere altrimenti.

4 g scelta del simbolo V* per indicare il nucleo di un prodotto scalare sard giustificatn
nella Definizione 12.20.

- ¢ inoltre {v,v) = 0 se e solo se vy = v; + vy = v3 = 0, ciod se e solo se v
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Nota che (O,0) = 0 per qualunque prodotto scalare (esercizio). Questo ci porta
all’ultima serie di definizioni.

Definizione 12.6 Sia (-,-):V x ¥V — R un prodotto scalare su uno spazio vetto-
riale V' su R. Questo prodotto scalare & definito positivo se (v,v) > 0 per qualun-
que v # O; definito negativo se {v,v) < 0 per qualunque v # O; in entrambi i casi
¢ necessariamente non degenere (perché?). Diremo invece che & semidefinito positivo
se {v,v) > 0 per ogni v € V ed esiste un vy # O con {vy, vp) = 0; che & semidefinito
negativo se (v,v) < 0 per ogni v € V, ed esiste un vg # O tale che {(vp,v) = 0.
Infine, diremo che il prodotto scalare & indefinito se non & né (semi)definito positivo
né (semi)definito negativo, ciod se esistono v, w € V' tali che (v,v) > 0 e {w,w) < 0.

Dimostreremo fra poco (Proposizione 12.1) che ogni prodotto scalare semidefinito
¢ necessariamente degenere, mentre i prodotti scalari indefiniti possono essere sia
degeneri che non degeneri (ma se (-,-) & indefinito esiste sempre un vettore vy # O
tale che (vg,vp) = 0). Prima di procedere, perd, vediamo qualche esempio.

EseEMpP1o 12.1 Tl prodotto scalare canonico & chiaramente un prodotto scalare de-
finito positivo su R™. Non utilizzeremo un simbolo specifico per indicare il prodotto
scalare canonico; quando v e w sono vettori di R™ il contesto indicherd chiaramente
se con {v,w) intenderemo il prodotto scalare canonico o un prodotto scalare diverso.
lisemP10 12.2  Consideriamo 'applicazione (-, -):R? x R® — IR data da

{v,w) = 2vywy + viwy + vowy + vows + Vywy.

12 facile verificare che si tratta di un prodotto scalare su R?: infatti, se fissiamo v (ov-
vero, consideriamo le coordinate di v come parametri), quello che resta & un polinomio

~di primo grado senza termini noti nelle coordinate di w, per cui & lineare in w; analo-

gamente, fissando w, quello che resta risulta essere lineare in v. Anche la simmetria
{ immediata: infatti, ogni volta che & presente un termine del tipo v;w; & presente
anche un termine del tipo vjw;, ed esattamente con lo stesso coefficiente. Nota che
(ueste osservazioni si possono riassumere dicendo che questo prodotto scalare & dato
da una formula del tipo

(v, w) = wTSv,

dove S & la matrice simmetrica (ciod tale che ST = §)

in

1l
O =N
O b
- oo

Infine, questo prodotto scalare & definito positivo: infatti

(v,9) = ¥% + (v) + v2)% + 02 > 0,

I
©



276  Capitolo 12

Osservazione 12.5 Vedremo pitt oltre (nel Capitolo 16) che la norma al quadrato
(definita da [|v)|?> = (v,v)) di un prodotto scalare definito positivo pud sempre essere
scritta come somma di quadrati di opportune combinazioni lineari delle coordinate.
EsempIO 12.3 Consideriamo invece 'applicazione (- ,-): R® x R® - R data da
T
{v,w) = viw) +v1Ws + vaws + v2wa + Vaws = w S,
dove stavolta S & la matrice

S:

S =
O
— O O

Anche in Questo caso & chiaro che si tratta di un prodotto scalare; ma, contrariamente
a prima, & solo semidefinito positivo. Infatti,

(v,v) = (11 +v2)" + 03 20,

ma {v,v) = 0 se e solo se v1 + vy = v3 = 0 che non implica v = 0, in quanto esistono
dei vettori non nulli tali che {v,v) = 0; per esempio,

EseMpIo 12.4  L'applicazione (-,-):R® x R® — R data da
{v,w) = =2vw; + Vviws + VoW — VW2 — V3W3 = w’ S,

dove stavolta S & la matrice

-2 1 0
S=11
0 0 -1
& chiaramente un prodotto scalare, ma definito negativo. Infatti,
(v,v) = —v? — (v1 — v2)? — v}
EseMp1o 12.5 L'applicazione {-,-}:R® x R® — R data da

T
(v, w) = viwg -+ vowy + v3ws = W S,

dove stavolta S & la matrice

N
1
S - o
cor
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¢ ancora un prodotto scalare, ma indefinito. Infatti,
(v,v) = 2vyvg + 3,

e per esempio abbiamo

111 111 1 1
GiHib-= Bl alfeh--

Pur essendo indefinito, questo prodotto scalare & non degenere: infatti, (v, w) = 0 per
tutti i w € R® se e solo se vy = vy = v3 = 0, ciod se e solo se v = O.

Osservazione 12.6 Il considerare prodotti scalari non necessariamente definiti positivi
non € masochismo da matematici. Tanto per fare un esempio, nella relativita ristretta
di Einstein & fondamentale considerare nello spazio-tempo R? il prodotto scalare

AN T

< 0 ) va >=$1$2+y1y2+2122—i1t2,
Zy 29
iy ta

che & non degenere ma indefinito.

Come annunciato prima, ci sono esempi di prodotti scalari anche su spazi vettoriali
che non sono R™:

IisEMPIO 12.6 1l prodotto scalare probabilmente piii importante in assoluto, oltre
nl prodotto scalare canonico, & il seguente:

1
{p,9) = /0 p(t)a(t) dt,

-love p e g sono due polinomi a coefficienti reali (o anche semplicemente due funzioni

continue definite sull'intervallo [0,1]). Le proprietd dell’integrale permettono di di-
mostrare che si tratta di un prodotto scalare definito positivo, uno dei pit utili sia per
la matematica pura che per quella applicata (te ne renderai conto quando studierai
scrie e trasformate di Fourier, o I’ Analisi Funzionale).

EsEMPIO 12.7  Un prodotto scalare pitt alla nostra portata & invece il seguente,
definito sullo spazio Rs[t]:

(p,q) = p(0)g(0) + p(1)g(1) + p(—1)q(—1).
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Dimostriamo che & un prodotto scalare. Siano pj, p2, g € Roft]; allora

(pr+p2,9) = (p1 +p2)(0)q(0) + (p1 +p2)(1)g(1) + (p1 + p2)(—1)g(~1)
= (p1(0)g(0) + p1(1)q(1) + pr(~1)a(-1))
+ (p2(0)g(0) + p2(1)g(1) + pa(~1)g(-1))
= (p1,9) + (P2, 9)-
Analogamente si dimostra 'omogeneita rispetto alla prima variabile. Siccome (-,-) &
evidentemente simmetrico, la linearitd rispetto alla seconda variabile & conseguenza

di quanto gia visto (perché?), e quindi abbiamo verificato che & un prodotto scalare.
Dimostriamo ora che & definito positivo. Infatti,

Vp € Rolt] {p,p) = p(0)* + p(1)* + p(—1)* > 0,

e inoltre {p,p) = 0 se e solo se il polinomio p ha almeno le tre radici 0, 1 ¢ ~1. Ma
questo pud accadere se e solo se p = 0, in quanto p ¢ di secondo grado.

EsemP10 12.8  Definjamo (-, -): M n(R) X M »(R) — R ponendo
(A, B) = tr(BT A),

dove tr: M, ,(R) — R & la traccia definita nell’Esercizio 5.6; nota che BTA & una
matrice quadrata di ordine n, per cui possiamo calcolarne la traccia. Vogliamo dimo-
strare che (-,-) & un prodotto scalare definito positivo. Che sia bilineare segue subito
dalla linearita della traccia. Poi, & chiaro che tr(C7T) = tr(C) per qualunque matrice
quadrata C; quindi

(B, A) = tr(ATB) = tr((ATB)T) = tr(BTA) = (A, B).

Dunque & un prodotto scalare. Rimane da far vedere che ¢ definito positivo; ma
infatti:

<A,A) = tr(ATA) = (allall +oet amlaml) R (Ul]nafln + o4 amnamn)

che inoltre & uguale a zero se e solo se A & la matrice nulla.
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12.2 Definizioni ed esempi, caso complesso

Dopo tutta questa serie di definizioni ed esempi sarai ormai ansioso di vedere i prodotti
scalari all'opera. Sfortunatamente dobbiamo aspettare ancora un po’, in quanto &
necessario esaminare anche la situazione sui complessi.

Nel seguito sara utile (& una promessa) considerare anche prodotti “scalari” definiti
su C™, o pill in generale su spazi vettoriali sui numeri complessi. 1l primo tentativo
naturale sarebbe introdurre un “prodotto scalare canonico” su C™ ponendo

Yo, w e C* (v, wy = viwy + -+ + vwy,.

Questa definizione ha perd un problema fondamentale: (v, v) si guarda bene dall’essere
sempre positivo. Anzi, potrebbe benissimo essere negativo, o addirittura immaginario
puro (verificalo su degli esempi). Quindi se volessimo definire una lunghezza come
radice quadrata di (v,v) ci troveremmo in grossi guai. Se ci pensi bene, & lo stesso
tipo di problema che avevamo avuto nel tentare di generalizzare al caso complesso
la Proposizione 5.11. Allora, il problema era stato risolto (nella Proposizione 11.10)
ponendo dei coniugati in posti strategici; qui possiamo operare nello stesso modo.

.

" Definizione 12.7 1i prodotto hermitiano canonico {-,-):C" x C* — € su C" ¢ la

funzione data da

(v, w) = VWL + - + Wy = w v (12.8)
per ogni v = (v1,...,U), w = (w1,...,wy) € C", dove il prodotto all'ultimo membro
¢ il solito prodotto righe per colonne, ¢ w” = wT. La norma associata al prodotto

hermitiano canonico & la funzione || - ||: C™ — R* data da
Vv e C" loll = v/, v) = (o> + -+ + Joal?) /. (12.9)
Nota che la norma adesso & ben definita in quanto
(,0) = 1" + -+ Joaf? 2 0
per tutti i vettori v € C™. |

Il prodotto hermitiano canonico gode di proprietd simili a quelle del prodotto
scalare canonico, ma non proprio delle stesse: ogni tanto appare qualche coniugato.
‘Per essere precisi, valgono (a1), (az) e (by), ma (by) & sostituita da

(b5) per ogniv, we C*e A€ Csiha

(v, dw) = A(v,w)

(anti-omogeneita nella seconda variabile).

‘Analogamente, la proprieta (c) & sosfituita dalla

“(¢/) per ogni v, w € C" si ha (w,v) = (v,w) (hermitianita).
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A questo punto abbiamo ovviamente una serie di definizioni simili a quelle viste nel
caso reale.

Definizione 12.8 Sia V uno spazio vettoriale su C. Una forma sesquilineare su V
& un’applicazione g: V x V — C tale che

g(vawl + w2) = g(vawl) + g(”awz)a
9(v, Mw) = Ag(v, w),

glvy +vo,w) = g(vg,w) + g(va, w),
9(Mw, w) = Ag(v, w),

per tutti i v, vy, ve, w, wi, w2 € Ve e

Definizione 12.9 Sia V uno spazio vettoriale su C. Un prodotto hermitiano su V
& una forma sesquilineare g hermitiana, ciog tale che

Vo, weV g(w,v) = glv,w).
Di nuovo, in tal caso scriveremo sempre {v,w) invece di g(v,w).

Definizione 12.10 Sia (-,-) un prodotto hermitiano su uno spazio vettoriale V.1l
nucleo di {-,-) & l'insieme

Vi={veV|{vw)=0 YweV}
Come nel caso reale si dimostra che V1 & un sottospazio di V.

Definizione 12.11 Sia V uno spazio vettoriale su C. Un prodotto hermitiano (- ,-)
su V & detto non degenere se V- = {O}; degenere altrimenti.

Nota, che se {-,-) & un prodotto hermitiano su V, allora {v,v) € R per qualun-
que v € V (esercizio); quindi le definizioni successive sono del tutto analoghe a quelle
nel caso reale.

Definizione 12.12 Sia {-,-}:¥V x V — C un prodotto hermitiano su uno spazio
vettoriale V su C. Questo prodotto hermitiano & definito positivo se (v,. v) >0 per
qualunque v # O; definito negativo se (v,v) < 0 per qualunque v # O; in entra:n?ljl
i casi & necessariamente non degenere. Diremo invece che & semidefinito posn,)‘w)
se {v,v) = 0 per ogni v € V ma esiste vp # O tale che {vo, vo) = 0; che & semidefiniic
negativo se {v,v) < 0 per ogni v € V ma esiste vp 7 O tale che‘ (vo,v9) = 0.. I‘nﬁnv;
diremo che il prodotto hermitiano & indefinito se non & né (semi)definito positivo nd
(semi)definito negativo, cioé se esistono v, w € V' tali che {v,v) >0 e (w,w) < 0.

EseMpIO 12.9  Sia (-,-):C? x C? — C data da

s o s o H
(v,w) = VW] + 101W3 — WIWT + Vol = WSV,

;!
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dove S & la matrice hermitiana (ciog tale che S¥ = §)

3 —i

S=1 1

Questo & un buon esempio di prodotto hermitiano su C2. Che sia una forma se-
squilineare si vede esattamente come nel caso reale (con 'avvertenza di notare che
i coniugati sono tutti sulle coordinate di w, e nessuno sulle coordinate di v); che
sia hermitiano segue dall’osservazione che a ogni termine del tipo v,k corrisponde
un termine del tipo v, con coefficiente coniugato (in particolare, i coefficienti dei
termini vpWh sono tutti reali). Infine, & definito positivo: infatti,

(v, v) = 8|1 [* + 2Re(tv373) + [v2]? = 2Jv1|? + [ivy + vo|2 > 0,
¢ (v,v) = 0 se e solo se vy = 1v; + vy =0, ciod se e solo se v = 0.

Nel seguito, molti dei risultati che dimostreremo varranno sia per prodotti scalari
sui reali che per prodotti hermitiani sui complessi, con enunciati e dimostrazioni pra-
ticamente identici. In tal caso, talvolta verra riportata solo la dimostrazione per il
taso complesso; la dimostrazione per il caso reale la si ottiene semplicemente diment;i-
candosi di scrivere (o leggere) gli eventuali segni di coniugato e di parte reale presenti.

Ci saranno ovviamenté anche delle situazioni in cui gli enunciati o Je dimostrazioui,

o entrambi saranno diversi; in tal caso, le differenze saranno ben indicate.

Infine, per evitare di utilizzare in continuazione frasi complicate del tipo “conside-
riamo un prodotto scalare (hermitiano) su uno spazio vettoriale reale (complesso)”,
introduciamo la seguente definizione:

Definizione 12.13 Uno spazio vettoriale metrico reale o complesso & uno spazio

vettoriale V su R o su C provvisto di un prodotto scalare (o hermitiano nel caso
tomplesso) (-, ) definito positivo. La norma || - [|: V — R* in questo spazio vettoriale

metrico & definita da
vl = v/ (v, v).

La norma ||v| di un vettore v si dice anche lunghezza di v.

12.3 Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

"Possiamo finalmente cominciare a fare qualcosa di concreto con prodotti scalari e

hermitiani. Cominciamo con un piccolo risultato introduttivo promesso nel Para-
grafo 12.1:

“Proposizione 12.1 Sia (-,-) un prodotto scalare (hermitiano) su uno spazio vetto-

riale V su R (o C). Allora:

(i) Se({v,v) # 0 per tuttiiv € V diversi dal vettore nullo, allora (-, -) & non degenere;
(i) Supponiamo che (- ,-) sia non degenere. Allora (v, w) = (v, w) pertuttiiw eV
- seesolo sev; = vy; ‘
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(iii) (-,-) & (semi)definito negativo se e solo se —(-,-) & (semi)definito positivo;
(iv) Se {-,-) & semidefinito positivo o negativo, allora & degenere;
(v) Se(-,-) & indefinito, allora esiste v # O tale che {v,v) = 0.

Dimostrazione. (i) Se (-,-) fosse degenere, esisterebbe vg € V* \ {O}, e quindi in
particolare avremmo {vg,vg) = 0 con vg # O.

(i) Se {vi,w) = (va,w}, allora (vz —v1,w) = 0 siccome questo deve valere per
tutti i w e VX = {O} per ipotesi, ne segue che vy — vy = O, ciod vy = va.

(iif) Ovvio.

(iv) Supponiamo {-,-) semidefinito positivo; grazie a (iii), il caso semidefinito
negativo & identico. Siccome il nostro prodotto scalare (o hermitiano) & soltanto se-
midefinito, esiste un vy # O tale che (v, vg) = 0; vogliamo dimostrare che (vg,w) =0
pertuttiiwe V.

Supponiamo per assurdo che esista wy € V' tale che {vg,wo) # 0. L'idea & che %n
tal caso dobbiamo trovare una contraddizione esaminando la retta passante per wo b
direzione vyg.

' Assumiamo per il momento a = Re{vg,wo) # 0. Il nostro prodotto scalare (o
hermitiano) & semidefinito positivo; quindi per ogni t € R abbiamo
0 < {wo + tvg, wo + tvg) = {wo, wo) + t[(’wO,’Uo) + (Uo,ll)o)] + t2<'U0,’UQ)
= {wp, wo) + 2t Re{vg, wo),

(in quanto (vo,vp) = 0 per ipotesi), ciod —2at < (wo,wo) qualunque sia t € R, che
chiaramente & impossibile. Se siamo su R abbiamo finito; se siamo su C potrebbe
ancora aversi Re(vg, wo) = 0 ma (vg, wo) # 0. In tal caso Im(vg, wo) # 0, e quindi

Re<’l)0, i’LU()) = Re [——i(’l)g,’ll)o)] = Iln(’()o,'ujo) # 0.

Dunque possiamo ripetere il ragionamento precedente con 1wo al posto di wo, giun-
gendo di nuovo a una contraddizione. Quindi un tale wg non pud esistere, e il nostro
prodotto scalare (o hermitiano) & degenere.

(v) Siano vg, v1 € V tali che {(vo,v0) < 0 e {u1,v1) > 0; l'idea & che il vettore che
cerchiamo deve trovarsi da qualche parte nella retta che congiunge vo € vz.
Poniamo v, = vg + t{v; — vg), e definiamo f:[0,1] — R con

@) = (v, w)-

Chiaramente, £(0) = (vo,v) < 0 e f(1) = (v1,v1) > 0. Inoltre, f & una funzione
continua, in quanto & un polinomio di secondo grado in &:

Ft) = (v + t{vy = v0), vo + t(va — o))
= <’U0, vy + t(’Ul - Uo)) + t('Ul — g, Vg + t(’Ul — Uo)>

= (vo,v0) + t{(vo,v1 — Vo) + (v1 — Vo, v0)] + t7(v1 — o, v1 — o).
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Per il Teorema dei valori intermedi (Teorema 1.5), esiste ¢ty € (0,1) tale che f(tg) = 0,
ciog tale che (vg,,vt,) = 0. Quindi se dimostriamo che v, # O abbiamo finito. Se
fosse vy, = O, avremmo vy = Avg per A = (¢ — 1)/to € R*; ma allora

{v1,v1) = (v, Avg) = [A*(vo, vo) < 0,
mentre sappiamo che (v,v;) > 0, contraddizione. O

La nostra idea & che su uno spazio vettoriale metrico & possibile, usando il prodotto
scalare (o hermitiano) e la norma associata, studiare la geometria metrica in modo
simile a quanto avviene nel piano o.nello spazio euclidei. Per far cid abbiamo perd
bisogno di definire la distanza fra due punti, € angolo fra due vettori (o direzioni).
Per la distanza & facile:

Definizione 12.14  Sia V uno spazio vettoriale metrico (su R o su C, & indifferente).
Allora la distanza d(v,w) fra due punti v, w € V & data da

d(v,w) = lw —v|.

EseMPIO 12.10 Se (-,-) & il prodotto scalare canonico su R?, la Definizione 12.14
da esattamente la distanza euclidea, come visto in (12.2). Considerando invece degli
altri prodotti scalari definiti positivi otteniamo distanze diverse. Per esempio, col
prodotto scalare definito positivo

(v, w) = 2v1wy + VW + vowy + Jugwy

otteniamo la distanza

d(v7w) = \/2(101 - 'U1)2 + 2(w1 — Ul)('UJQ — ’Uz) + 3(w2 — ’1)2)2
= /(w1 — )2 + (w1 + w2 — 1 — )2 + 2wz — v2)2.

Osservazione 12.7 1l voler considerare distanze diverse dalla solita distanza euclidea
non & un capriccio da matematici; al contrario, & essenziale per descrivere corretta-
mente il mondo reale. Supponi di voler andare a trovare un amico che abita a un
chilometro di distanza {euclidea, ovvero in linea d’aria) da casa tua. Se ci pensi un
attimo, ti renderai conto che quel chilometro non indica minimamente la fatica che
devi fare per raggiungere casa sua: la situazione cambia sensibilmente a seconda che
abitiate in pianura oppure separati da un chilometro di salita. Se poi il tuo amico si
trovasse esattamente un chilometro sopra (o sotto) di te, non avresti molte speranze
di andarlo a trovare: per quel che ti riguarda, sarebbe a una distanza enorme. Il fatto
& che se vuoi misurare la distanza fra due punti tenendo presente l'effettiva fatica che
devi fare per andare dal primo al secondo, spostamenti nelle direzioni destra-sinistra e
avanti-dietro hanno un peso ben minore di spostamenti nella direzione alto-basso. Di-
venta quindi naturale introdurre una distanza diversa da quella euclidea, una distanza,
del tipo

d(v,w) = /(w3 — v1)% + (w2 — v2)2 + 10000(ws — v3)2, :

che proviene da un prodotto scalare diverso da quello canonico.
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Ovviamente, perché la funzione introdotta nella Definizione 12.14 meriti il nome
di “distanza” deve verificare le proprietd principali che noi intuitivamente associamo
al concetto di distanza fra punti. Per esempio, un punto deve essere a distanza zero
da se stesso: e infatti, d(vg,vg) = |Jvo — vofl = ||Of| = 0. Poi, la distanza fra vy e v;
dev’essere uguale alla distanza fra v; e vo: e infatti

d(vo, 1) = |vr = voll = | = (vo — 1)l = flvo — w1l] = d(v1,v0),

(dove abbiamo usato il fatto che ||—v|| = {lv}| per ogni v € V; vedi la Proposi-
zione 12.2.(iii) qui sotto). Infine, se andiamo da vy direttamente a vy dobbiamo
percorrere al piti una distanza uguale a quella percorsa andando da vp a v; e poi
da v) a va, qualunque sia v;; in simboli,

d(’Uo,Uz) S d(’UQ,’Ul) -+ d('Ul,’UQ). (1210)

Anche questa proprietd & verificata dalla nostra distanza, ma non & ovvia come le
altre due. La dimostrazione & contenuta nella seguente Proposizione, che raccoglie
tutte le proprietd fondamentali della norma in uno spazio vettoriale metrico:

Proposizione 12.2 Sia V uno spazio vettoriale metrico con norma || - {|. Allora:

(1) flv}l =0 seesolosev=0;
(1) Jjv} > O per ogni v # O;
(iii) |2l = |\ f|v]l per ogni scalare A ev €V, e

o+ wli? = fjol® + 2 Refv, w) -+ wlf?

per ogni v, w € V;
(iv) per ogniv, w € V si ha
' (v, w)| < ol fwll,

(disuguaglianza di Cauchy-Schwarz), e 'uguaglianza vale se e solo se v € w sono
linearmente dipendenti;
(v) perogniv,weV siha
oll = Hwll] < flo +wil < floll + flwl,

(disuguaglianza triangolare);
(vi) se V' & uno spazio vettoriale su R si ha

(0,0) = g [l +wl? ~ o - w]?]

per ogni v, w € V. Se invece V' & uno spazio vettoriale su C per ogni v, w € V
si ha

Re(v,w) = ~[fo+wl? - Jo—w|?],  Im(v,w) = %[Hv +iwf? — [l — iw]?].

Fyp-
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Osservazione 12.8 La disuguaglianza triangolare implica che per ogni vy, v; e v € V.
si ha

flvz — voll < [lur — woll + vz — ur

(basta prendere v = vy — vy e W = vo — v;), per cui (12.10) & verificata. Il nome
“disuguaglianza triangolare” & dovuto al fatto che puo essere interpretata come l’af-
fermazione che un lato del triangolo di vertici O, v e v 4w & pil corto della somma e
pili lungo delia differenza degli altri due lati (vedi la Figura 12.3), un risultato classico
della geometria euclidea dei triangoli.

o

Figura 12.3 La disuguaglianza triangolarec.

Osservazione 12.9 La Proposizione 12.2.(vi) ci dice una cosa importante: in uno
spazio vettoriale metrico, la norma determina completamente il prodotto scalare. In
altri termini, se due prodotti scalari (o hermitiani) hanno la stessa norma, allera
coincidono. Tra Yaltro, come vedrai dalla dimostrazione, la Proposizione 12.2.(vi)
vale per prodotti scalari (hermitiani) qualunque, anche non definiti positivi.

Dimostrazione. La (i) e la (ii} seguono dalla definizione di prodotto scalare (hermi-
tiano) definito positivo.

(iii) Infatti

ol = VB, 20y = VIE, o) = M [l

Inoltre,

o+ wi? = (v +w, v+ w) = (v,v) + (v,0) + (w,v) + (w, w)
= lvlI* + 2 Re{v, w) + [lw]|>.

(iv) Se v = O oppure w = O & ovvio; quindi possiamo supporli entrambi non nulli.
Siccome (-, -) & definito positivo, si ha

0 < llav + bw||® = {av + bw, av + bw) = a{v, av + bw) + blw, av + bw)
= |af*{v, v} + ablv, w) + ab{w, v) + |b|*(w, w)
= |al*lv]|* + 2 Re(ab(v, w)) + b lw}}®
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per ogni coppia di scalari a e b. In particolare, prendendo a = ||w|* e b = —{v,w)

otteniamo . ) ) ) R )
0 < flawl*llolf® = 2lwll*|{v, w)|* + wl*|{v, w)]

= Jlwl* (ol *wl® — (v, w)}?),
per cui dividendo per ||w]|* otteniamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. L'u-

guaglianza vale se e solo se av + bw = O, ciod se e solo se v e w sono linearmente
dipendenti.

(v) Prima. di tutto, notiamo che grazie al punto (iv) e alla Proposizione 11.3.(iii)
si ha
| Re(v, w)| < [{v,w)| < [Jv]] lw]].

Quindi
2 . :
el = wl]® = llo)? -+ flwl® = 2fjol w] < Joll® + lwl® + 2Re(v, w) = [l + w]?
2
< oll® + Jlw))? + 20|l flw]] = (o) + llwl)”,

e qﬁindi abbiamo dimostrato la disuguaglianza triangolare.

(vi) Si tratta di un facile conto; svolgiamo qui quello nel caso complesso, lasciando
il caso reale come esercizio. Abbiamo

o+ wl? = Jol® + ol + 2Re(v,w), o+ wll? = ol + Jwl]? + 2 Tm(v, w),
o~ w® = o)) + w]® — 2Re(v,w), o —iw|? = lo]l® + [lw}]* — 2Im{v, w),
e Passerto segue sommando e sottraendo opportunamente. O

Dunque la nostra distanza su uno spazio vettoriale metrico soddisfa effettivamente
le proprietd basilari che si richiedono a una distanza. Inoltre, sempre grazie alla
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, almeno nel caso reale possiamo definire 'angolo
fra due vettori:

Definizione 12.15 Sia V uno spazio vettoriale metrico sui reali, e v, w € V due
vettori non nulli. Diremo angolo fra v e w quel numero reale tw € [0, 7] tale che

P {v,w)

lloll flwll”

Grazie alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, questo rapporto € in modulo minore o
uguale a 1, per cui & il coseno di qualcosa; e siccome il coseno & una funzione iniettiva
nell’intervallo [0, 7], questo definisce in modo univoco P'angolo fra v e w.

Dunque abbiamo recuperato anche la definizione di angolo in uno spazio vettoriale
metrico. Nota che il caso di uguaglianza nella Proposizione 12.2.(iv) ci dice che duc
vettori v e w sono linearmente dipendenti se e solo se il coseno del loro angolo ¢
uguale a £1, ciod se e solo se formano un angolo di 0 o 7 radianti, com’® giusto che
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sia. D’altro canto, formano un angolo di 7/2 se e solo se il coseno & zero, ciod se e
solo se (v,w) = 0. Questo ¢i porta alla seguente

Definizione 12.16 Sia (-, -) un prodotto scalare {(hermitiano) su uno spazio vetto-
riale V. Due vettori v, w € V' si dicono ortogonali (o perpendicolari) se (v, w) = 0,
e scriveremo v 1 w. Se poi §1, Sy C V sono due sottoinsiemi di V tali che tutti gli
elementi di 51 sono ortogonali a tutti gli elementi di Sy diremo che S & ortogonale
a 8y, e scriveremo Sy L S3. Se Sy = {uv,}, scriveremo v; L So invece di {vi} L S,

12.4 Basi ortogonali

Uno dei concetti pitt utili per lavorare con gli spazi vettoriali & stato senza dubbio
quello di base; vediamo se riusciamo ad adattarlo in modo da renderlo utile anche nel
caso degli spazi vettoriali metrici. Cominciamo col seguente

Lemma 12.3 Sia V uno spazio vettoriale metrico, e v1,...,v, € V vettori non nulli
ortogonali a due a due, cioé tali che v; L v; non appena i # j. Allora vy, ..., vy sono
linearmente indipendenti. In particolare, se dimV = n allora n vettori non nulli a
due a due ortogonali sono automaticamente una base di V.

Dimostrazione. Sia
a1vy + - agu, = 0

una relazione di dipendenza lineare fra vy,...,v;. Moltiplicando scalarmente per Vy
otteniamo '

0=1(0,v;) = a1 (vr,v;) + -+ a;{vj,v;) + - - + ar{vr, vs) = a;lv;]|?,

perc.hé .(vi,vj) = 0 se i # j; quindi a; = 0. Siccome questo valeva per qualunque j,
tutti gli o sono zero, e dunque v,. .., v, sono linearmente indipendenti. O

Questo risultato ci porta a identificare il tipo di base che ci interessa:
Definizione 12.17 Una base ortogonale di und spazio vettoriale metrico V & una
base {v1,...,un} di V composta da vettori a due a due ortogonali, ovvero tali

che (v;,v;) =0per 1 <i#j<n.

15SEMPIO 12.11  La base canonica {e1,e2} & una base ortogonale di R? col prodott
scalare canonico. Un’altra base ortogonale & '

1l (-3
3Pl 1 ’
¢ se ne possono trovare facilmente infinite altre.

Vi & anche un’altro tipo di base ancora piti speciale:
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Definizione 12.18 Una base ortonormale di uno spazio vettoriale metrico V & una
base ortogonale composta da vettori di lunghezza unitaria (ovvero, con una termino-
logia che useremo raramente, da versori).

In altri termini, una base {v4,... yUn} di uno spazio vettoriale metrico & una base
ortonormale se e solo se

1 sei=17,
(vs,v5) = 635 = {0 se i ?ez‘, (12.11)

ESEMPIO 12.12 La base canonica & sempre una base ortonormale di R™ rispetto al
prodotto scalare canonico.

EseMpio 12.13  Un’altra base ortonormale di R? rispetto al prodotto scalare cano-
nico & data da

(B0

ESEMPIO 12.14 La base canonica non & una base ortonormale per il prodotto scalare
definito positivo dell’Esempio 12.2 su R® (non & neppure ortogonale: (e;,e2) = 1).
Per trovare una base ortonormale {v1,v2, vz} per questo prodotto scalare cominciamo
prendendo e;. Siccome {e1,€1) = 2, il vettore v1 = e1/+/2 ha norma 1. 1l secondo

vettore v, dev'essere ortogonale a v1; quindi se scriviamo vy = (z,v, #) si deve averc
2 1
v, )= —=2+—=y =0
(v1,v2) 5ty

Ricordandosi che fJuzl = 1, una possibile scelta & vz = (1/ v?2,-2/v/2,0). Le coordi-
nate del terzo vettore vz devono soddisfare il sistema

(v v)——2-ac+—}~ =0
1,3 \/5 \/éy—)

1
(v2,v3) = _ﬁy =0,

in modo che Jlus]| = 1; una scelta possibile & v3 = e3. Dunque una base ortonormalc
per questo prodotto scalare & data da
/vel | 1yyv2 | |o
0 |,|-2/v2|,|0
0 0 1

Ogni vettore di uno spazio vettoriale si scrive in maniera unica come combinazione
lineare degli elementi di una base, e i coefficienti sono le coordinate del vettore rispetio
a quella base. Nel caso delle basi ortogonali, le coordinate si trovano immediatamente
usando il prodotto scalare:
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Proposizione 12.4 Sia {v),...,v,} una base ortogonale di uno spazio vettoriale
metrico V. Allora

(Uy vl) (Ua 'Un)

= s o ]

w0 om0} " (1212)

per ogni v € V. In particolare, se {v1,...,v,} & una base ortonormale si ha
VweV v = (v, 1)V + -+ (U, Un)Vn. (12.13)

Dimostrazione. Siccome {vy,...,v,} & una base, esistono unici gli scalari oy, ..., an

tali che
V=1V + o+ QpUn.

Moltiplicando scalarmente per v;, otteniamo (v,v;) = a;(v;,v;), grazie all'ortogona-
lita della base, ed & fatta. O

Dunque il vettore v € V & completamente individuato dai numeri (v, v;)/{v;,v;),
che talvolta sono detti coefficienti di Fourier di v rispetto alla base {v},...,v,}. In

p.artl.colare, quindi, la sua norma deve essere esprimibile in termini di questi coeffi-
cienti. E infatti:

Cf)rollario 12.5 Sia {v1,...,vn} una base ortogonale di uno spazio vettoriale me-
trico V. Allora

Vo,weV {v,w)= (wu{v,w) e (03 (0, ) 12.]
<Ul y U1 > (7)717 'Un> (.l 21 4)
o
2 2
YoeV ||v||2: [, 1) 4+t [{v, vn)]
fonl? o (12:19)
In particolare, se {v1,...,vn} & una base ortonormale di V si ha
Y, w e Vo (vw) = (w,u) (v, w) + -+ (0, 0) (g, w) (12.186)
{formula di Parseval) e
YweV ol? = {00 + - + (v, va) (12.17)

(Teorema di Pitagora).

Dimostrazione. Moltiplicando scalarmente la (12.12) e la (12.13) per w si ottengono
le (12.14) e (12.16); le (12.15) e (12.17) seguono prendendo w = v. O

A questo punto si pone il fondamentale problema dell’esistenza di basi ortonormali.
1,a risposta & che non solo ci sono sempre, ma si possono costruire a partire da una
ha.,se qualunque con una procedura effettiva chie conserva molte proprieta (per esempio
gli span) della base di partenza. Questa procedura, che & descritta nella dimostrazione
del prossimo Teorema, & detta procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.
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Teorema 12.6 Sia V uno spazio vettoriale metrico, e v1,...,v, € V linearmente
indipendenti. Allora esistono wy,...,w, € V che soddisfano le seguenti proprieta:
(i) Span(wi,...,w;)=Span(vi,...,v;) perognij=1,...,7;

(ii) wj; & ortogonale a ogni elemento di Span (w1, ..., w;-1) qualunquesiaj = 2,...,r;
(i) (wj,vy) >0 perj=1,...,r

Gl elementi wy,...,w, sono univocamente determinati a meno di fattori scalari
positivi; in altri termini, se wi,...,w, sono altri elementi di V che soddisfano le
proprieta (i)-(iii) allora wj = ajw; con o > 0 per j = 1,...,r. Infine, gli ele-
menti wy,...,w, sono ottenuti ponendo wy = v; e

-1

Z {05 wn) (12.18)

-1 ’wh_,’th,
perj=2,...,

Dimostrazione. Procediamo per induzione su 7. Per r = 1, la (i) ci dice che dev’es-
sere wy = cv; per qualche ¢ # 0. La (ii) non fornisce alcuna condizione, e la (iii)
diventa cfjv1(|% > 0, ciog ¢ > 0, e quindi-in questo caso ci siamo.

Supponiamo allora il Teorema vero per r — 1 vettori, e vediamo di dimostrarlo
per 7 vettori. Abbiamo quindi costruito wy,...,w,—; usando la (12.18); dobbiamo
trovare w,. Prima di tutto notiamo che, essendo i vettori v,...,v, linearmente in-
dipendenti, la dimensione di Span (v1,...,v,) & esattamente r. Siccome, per ipotesi
induttiva, {wi,...,Wr—1,%-} & un sistema di generatori di Span (v1,...,%;), questo
implica che wy,...,w,—; € v, sono linearmente indipendenti. In particolare, il no-
stro w, dev’essere della forma

Wy = ovp — fwy — - — Bro1Wr—1,

dove a, By, . .., Br—, sono degli scalari che dobbiamo determinare in modo che (i)-(iii)
valgano. Prima di tutto, la (i) implica o # 0.. La condizione (ii) & equivalente
(Esercizio 12.14) a dire che w, dev’essere ortogonale a wy,...,wr—y (i quali a loro
volta sono ortogonali a due a due, per ipotesi induttiva); qumdl perj=1,...,r—1

si deve avere

0= (w’rawj> = CM(’UT,’LU]') - ﬂl(wl)wj> - ﬂT—l<wT—11w]'>

Ol(vm'wj) - ﬁj(wj’wj>,

ciog B; = a(vy, w;)/{w;, w;). Quindi

r—1
'U-r:wh
Wy = & |Vp — Wh
he1 wh1wh

Dobbiamo scoprire per quali valori di a la (iii) & verificata. Notiamo innanzitutto che

| Ur, Wh

(wT,vT>—a o 1% — E T ”22 . (12.19)
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- Vogliamo dimostrare che (w,,v,.} > 0 se e solo se a > 0; per far cid dobbiamo trovare

il segno della quantita fra parentesi quadre. Per costruzione, v, € Span (wy, ... » We ),
e {wy,...,wr} & una base ortogonale di Span (wy,...,w,). Quindi la (12.15) ¢i dice

che
l 'Uv ,wh
o] = 3 L)
ol =2 S i

h=1

- Z ol | Hoeswr)? S [, )
flwnf? flww 2

in quanto v, ¢ Span (v1,...,v.-1) = Span (wy, ..., w,-) per cui la (12.12) implica
che (vp,wr) # 0. Dunque la quantitd fra parentesi quadre in (12.19) & positiva,
¢ vediamo che (iii) & verificata se e solo se & > 0. Quindi abbiamo dimostrato
Vesistenza e l'unicitad a meno di fattori scalari positivi dei vettori wy,...,w, € V
soddisfacenti (i)—(iii), come voluto. . ]

he=1 h=1 |

Come conseguenza otteniamo I'esistenza delle basi ortonormali:

Corollario 12.7 Sia B = {vy,...,v,} una base di uno spazio vettoriale metrico V.
Allora esiste un'unica base ortonormale B’ = {uy,...,un} di V tale che {u;,v;) > 0

‘e Span (vy,...,v;) = Span (uy,...,u;) perj=1,...,n

Dimostrazione. Il Teorema 12.6 fornisce una base ortogonale {wr,...,wn} soddi-
sfacente le condizioni indicate; ponendo u; = w;/}jw;|| per j = 1,...,n troviamo la
base ortonormale cercata. Se {uf,...,u},} & un’altra base ortonormale che soddisfa le

stesse condizioni, per il Teorema 12.6 si deve avere u; = Qq;u; con opportum a; > 0,
per j =1,...,n. Ma allora

1= flugll = llajusll = o flu;ll = ay,
e quindi u} = u; per j=1,...,n. (W]

Otteniamo anche una versione per spazi vettoriali metrici del Teorema del com-
pletamento (Teorema 4.10):

Corollario 12.8 Siano vi,...,v, vettori a due a due ortogonali di uno spazio
vettoriale metrico V' di dimensione n > r. Allora esistono wyyy,...,w, € V tali

che B={v1,...,Up,Wry1,...,Wn} sia una base ortogonale di V. Inoltre, se ||lv;|| = 1

perj=1,...,r allora w,41,...,w, possono essere scelti in modo che B sia una base
ortonormale di V. k

Dimostrazione. Completiamo v1,...,v, a una base {vy,... Uy Vs -+ U} diL V)

il Teorema 12.6 fornisce una base ortogonale {wi, ..., we, Wryr,...,wy} di V, in cui,
grazie a (12.18), possiamo supporre w; = v; per j = 1,...,7. Il resto dell'enunciato
f ora ovvio. ‘ O
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Quindi non solo le basi ortonormali esistono sempre, ma possiamo anche fare tutte
le operazioni di completamento che facevamo con le basi qualunque.

Esempio 12.15 Consideriamo lo spazio vettoriale

1
CRr*

—
4
)
|

e R

0
i

V =Span | v; = 0l V2=
1

equipaggiato col prodotto scalare canonico; ne vogliamo una base ortonormale. Ap-
plichiamo il procedimento di Gram-Schmidt, come descritto in (12.18), e il Corolla-
rio 12.7. Siccome |[v;]|? = 2, il primo passo &

0
wy = V1, u1=&= 1/\/§ .
ffeon | 0
1/v2
Per il secondo passo calcoliamo fjw:][2 =2 e (vg, wq) = 2. Quindi
1 0 1 1/v/2
W — o — V2 WL) 1| _241]_|o0 wy 0

R (wl,wl) 1 210 - 1
1 1 0

, Up = = .
27 Tlwell 1/8/5

Infine per il terzo passo calcoliamo anche |jwql|? = 2, {(v3,w1) = 1 e (v3,ws) = 2.
Quindi

1 0 1 0
wy = Uz — <Us’wl>w _ {vs,w2) S L2100 _h1/2
T T wnwy) T (wew) o (1] 200 21 0/ ’
0 1 0 —1/2
0
w3 1/\/§
uz = )
flwsll 0

e la base ortonormale cercata &

0 1/V2 0
1/V2 0 1/v2
0 |’|1/v2]"| o
1/v2 0 -1/V2
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12.5 Proiezioni ortogonali

Vogliamo esaminare meglio dal punto di vista geometrico il procedimento di Gram-
Schmidt. Se 7 = 1 non ¢’¢ nulla da dire, ma gid se 7 = 2 notiamo qualcosa di
interessante. Per trovare wy abbiamo sottratto da vy un vettore w in modo da ottenere
qualcosa ortogonale a vy; inoltre questo w era un multiplo di v;. B un procedimento
che ricorda la proiezione ortogonale di v3 su v; (vedi la Figura 12.2), e la somiglianza
diventa ancora piu spiccata osservando che

ffeall

dove # & Pangolo fra vy e vg; in altre parole abbiamo usato proprio la stessa formula
della proiezione ortogonale nel piano (vedi I’Osservazione 12.3).

Per r > 2 succede essenzialmente la stessa cosa: per trovare w, prendiamo v, e vi
sottraiamo la sua proiezione ortogonale sul sottospazip generato da wy, ..., wr—1. In
altre parole, a ogni passo applichiamo il seguente risultato: ‘

('U27'Ul)
= ——"C v = ||vgllcos@
ot =

Proposizione 12.9 Sia V uno spazio vettoriale metrico, e U un sottospazio di V.
Allora per ogni vy € V esiste un’unico ug € U tale che v — ug sia ortogonale a tutti
gli elementi di U.

Dimostrazione. Fissiamo una base ortonormale {uj,...,u,} di U (costruita per
esempio applicando il Corollario 12.7 a una qualunque base di U), e supponiamo
che ug = ajuy + - - - + o, u, € U sia come richiesto. Ma allora

0= (’U(] - UO,Uj> - (’I)Q,’le) - al(ul,uj) — = a,.(u,v,'u.j) = <'U(),Uj) -y
(in quanto {u1,...,u,} & una base ortonormale di U), e quindi si ha a; = (v, u;)
per j = 1,...,r. Dunque il vettore ug, se esiste, & unico ed & dato da
ug = {Vg, Uguy + - - + (Vo, Up ). (12.20)

Definiamo allora up € U con la (12.20). 1l conto gia fatto mostra che vg — ug € orto-
gonale a uy,. .., ur, per cui (Esercizio 12.14) & ortogonale a tutto U, come voluto. O}

Questo risultato suggerisce di definire un’applicazione Py:V — V ponendo
YveV Py(v) = (v,ur)ug + - + (v, 00 ),

dove {ui,...,u,} & una base ortonormale del sottospazio U. L’applicazione Py &
chiaramente lineare, e non dipende dalla base scelta: infatti la dimostrazione della
Proposizione 12.9 mostra che Py(v) & 'unico elemento di U tale che v — Py (v) sia
ortogonale a tutti gli elementi di U.

Definizione 12.19 Sia U un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale me-
trico V. L’applicazione lineare Py:V — V appena definita si dice proiezione ortogo-
nale di V su U. Nota che Py(u) = u per ogni v € U (grazie alla Proposizione 12.4),
¢ che Im Py = U (ovvio). '1
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Visto che abbiamo parlato di proiezione ortogonale, introduciamo anche i supple-
menti ortogonali (in modo da poter generalizzare al caso degli spazi vettoriali metrici
concetti come quello di retta ortogonale a un piano in R%).

Definizione 12.20 Sia V uno spazio veltoriale equipaggiato con un prodotto sca-
lare (hermitiano) {-,-). L’ortogonale di un sottoinsieme S C V & P'insieme S+ di tutti
gli elementi di V ortogonali a S:

St={veV|{ww =0 YweS}

Nel caso in cui S sia un sottospazio vettoriale U di V' (e (-, -} sia definito positivo),
allora U+ & detto supplemento ortogonale di U.

Quest’ultima definizione richiede un paio di chiarimenti: bisogna prima di tutto
far vedere che U~ & un sottospazio, e poi che & un supplementare di U (nel senso della
Definizione 4.11). Cominciamo col

Lemma 12.10 Sia V uno spazio vettoriale metrico. Allora:

(i) Se S & un sottoinsieme di V, allora St & un sottospazio vettoriale;
(i1} Se U & un sottospazio di V, allora Ut =Ker Py.

Dimostrazione. (i) Infatti se vy, v2 € SL, we S e e uno scalare allora abbiamo

{(v) + vg,w) = {v1,w) + {vg,w) =0+0=0, (Awy,w) = Aoy, w) = X0 =0,

per cui vy + vz, Mg € St

(ii) Infatti v € Ker Py se e solo se (perché?) v & ortogonale a tutti gli elementi
di Useesolosewve UL O

Allora possiamo dimostrare la

Proposizione 12.11 Sia U un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale me-
trico V. Allora V. = U @ U*; in particolare, dim UL = dimV — dimU. Infine, sc
seriviamo v = u+ut conveV,ueU eut € UL, siha

ol = lfulf® + fut)>. (12.21)

Dimostrazione. Prima di tutto, U N U+ = {O}; infatti, se u € UNU L allora il
vettore u (essendo in U') & ortogonale a se stesso (essendo in U), per cui ha norma
zero e quindi & il vettore nullo.

Per dimostrare che V = U+U" basta notare che ogni v € V pud essere decomposto
come

v = Pu(’l)) + (’U — PU(’U))

con, per definizione, Py(v) € U e v — Py(v) € U+
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Infine, se scriviamo v = u + u* si ha

ol = Cu -+t u st ut) = flull? + a2,
perché (u,ul) = 0. 0
Come corollario abbiamo la seguente caratterizzazione della proiezione ortogonale:

Cprollario 12.12 Sia U un sottospazio di uno spazio vettoriale metrico V', e pren-
diamov € V. Allora Py(v) & Pelemento di U pil vicino a v. In altri termini,

YueU o —ulf? > v — Py ()%,
e 'eguaglianza vale se e solo se u = Py (v).

Dimostrazione. Scriviamo v = ug + uy, dove ug = Py (v) e uf = v~ Py(v) € U+,
Allora se u € U la (12.21) ci dice che

Il ~ull® = ltuo —wl® + fug > = lluo ~ ull* + v — Py ()* 2 llv — Pu(w)|%,
e Puguaglianza vale se e solo se|lug — ul|? = 0, ciod se e s0lo se u = ug = Py(v). O

Questo risultato giustifichera la definizione di distanza fra un punto e una retta o
fra un punto e un piano che vedremo nel prossimo capitolo.

12.6 Prodotti scalari e matrici

Abbiamo visto che per fare i conti con le applicazioni lineari conviene fissare una
base; in questo modo si associa all’applicazione lineare una mafrice e poi si lavora

- con quest’ultima. Nel caso dei prodotti scalari, o piti in generale delle forme bilineari,

possiamo fare esattamente la stessa cosa.

Affrontiamo prima di tutto il caso reale. Sia V uno spazio vettoriale su R, e g una
forma bilineare qualunque su V. Scelta una base B = {v1,...,v,} di V,pearv,weV
indichiamo con z = Fp(v), rispettivamente y = Fg(w) € R, le coordinate di v e w
rispetto a B. Allora si ha

n

n
9(v,w) = g(T1v1 + -+ + Tpn, Y101+ -+ Yavn) = g (O Trvi,
k=1

n n
= Z Z Tryng(Vk, Ur)-

k=1 h=1

Yn 'Uh)
1

he=

Quind§ se introduciamo la matrice S = (sn);) data da (attenzione all’ordine degli
indici!

Shit = g(vkavh)a
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abbiamo

n
gv,w) = Y ynsweTk =y ST. (12.22)
h,k=1

Definizione 12.21  Sia g: VxV — R una forma bilineare su uno spazio vettoria.k.e Vv,
eB={vy,...,vn} unabase di V. Lamatrice S € M, (R) che al posto (h, k)'lc.ontxene
il numero,g(vk, vp) si dice matrice associata a (o che rappresenta) la forma bilineare g
rispetto alla base B.

Esemplo 12.16 Se S € M, ,(R) rappresenta una forma bilinearfz g su.]R" E_
spetto alla base canonica, allora spi & il coefliciente di zryn (perché? Vedi anche
gli Esempi 12.2-12.5).

Dungque fissata una base a ogni forma bilineare possiam? agsociare una mztr;::
in modo che (12.22) sia valida. Viceversa,- se S € My A(R) & una n%at}nce qzafo;;ma
(e abbiamo scelto una base B) allora possiamo usare (12.2.2) per de rilre una deué
bilineare su V. Potremmo formalizzare questo dlscor.so dlcendo_ che lo spazio 3
forme bilineari su V & isomorfo a My »(R), dove n = d.lm V'; ma siccome non useremo
questo fatto lo lasciamo per esercizio (vedi'gli Eserc1.z1 12.17—\—12.18).' ' .

Vediamo ora. cosa succede nel caso complesso;. s1 tratte.ara solo di ag.g‘l;mgia;e_a%
portunamente qualche coniugato. Sia V uno spazio vettoriale su C, e g: V % v
una forma sesquilineare qualunque su V. ScelFa una base B = {uv, .((.:;L, 1171} : ;rdi—,
per v, w € V indichlamo con z = Fi5(v), rispettivamente y = Fg(w) e C* lec
nate di v e w rispetto a B. Allora si ha

n n
g(v,w) = g{zjv1 ++* + Tptn, Y101 + -+ YnUn) = y(kzzzlﬂﬂkvk, ;mm)
n
kTR (VK Vi)

I
™=

-
i

1 h=1
Quindi se introduciamo la matrice S = (snk) data da
snk = 9(Vk, Uh)
(di nuovo, attenzione all’ordine degli indici!) abbiamo
n
glv,w) = Z Tnshnah =y 5z. (12.23)
h,k=1

, . ) ) »

In particolare, le forme bilineari e hermitiane sono univocamente determinate d
b

valori che assumono su una base.

Definizione 12.22 Sia g:V x V — C una forma sesquilineare su uno spazio vett,}(c)—
riale V, e B = {v1,...,v,} una base di V. La matrice 5 € My, (C) che al posto (h, k)
('ont.ien’e il numero g(vg, vy) si dice matrice associata a (o che rappresenta) la forma
sesquilineare g rispetto alla base B.
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A questo punto si pongono due problemi fondamentali. Come cambia la matrice
associata cambiando base? Come possiamo trovare le proprieta della forma, bilineare
(0 sesquilineare) semplicemente guardando la matrice associata?

Il primo problema ha una risposta immediata;

Proposizione 12.13 Sia ¢:V x V — R una forma bilineare (sesquilineare) su uno
spazio vettoriale V su R (o0 C). Siano B = {v;,...,u,} e B' = {v},...,v,} due basi
di V, e B la matrice di cambiamento di base da B a B’. Indichiamo infine con S e §'
le matrici associate a g rispetto a B e B'. Allora si ha

S =BTSRB (8" =B 35B).
Dimostrazione. La dimostrazione & identica in entrambi i casi. Infatti, per defi-
nizione la i-esima colonna di B contiene le coordinate di v} rispetto alla base B,
peri=1,...,n. Quindi .

I

Shi = 9(Vk, vh) = (BMTSB* = ¢ =BTSB,

oppure
she = 9(vi, vy) = (BMHSBY =  §'=BHFgB.

O

Osservazione 12.10 Qui bisogna fare attenzione. Nonostante le apparenze, le matrici
associate alle applicazioni lineari (o meglio, agli endomorfismi) e quelle associate alle
forme bilineari non sono la stesss cosa. Certo, in entrambi i casi le matrici sembrano

- essere semplicemente tabelle quadrate di numeri, ma in realtd si comportano in modo

profondamente diverso. Per esempio, cambiando base le matrici associate a forme
bilineari cambiano secondo la legge S ~» BT SB, mentre abbiamo visto che le matrici
associate a endomorfismi cambiano secondo la legge A — B71AB. 1l punto & che
in-entrambi casi le matrici sono soltanto dei mezzi per fare calcoli con oggetti che
sono intrinsecamente diversi; quello che studiamo, a cui siamo interessati, sono questi
oggetti (gli endomorfismi, le forme bilineari), € non le matrici in sé. Quindi quando

si fanno conti con le matrici bisogna avere ben chiaro se si tratta di endomorfismi o
i forme bilineari.

‘Definizione 12.23 Due matrici 4, A’ € M, ,,(R) sono congruenti su R se esiste

ina matrice invertibile B € GL,(R) tale che A’ = BTAB. La classe di congruenza C,
slella. matrice 4 & insieme delle matrici congruenti ad A.

Definizione 12.24 Due matrici 4, 4’ ¢ M, n{C) sono congruenti su C se esiste
una matrice invertibile B € GL,(C) tale che A’ = B AB. La classe di congruenza C 4
dlella matrice A & di nuovo Pinsieme delle matrici congruenti ad 4.

Dunque se due matrici rappresentano la stessa forma bilineare (sesquilineare) ri-
#petto a basi diverse allora sono congruenti. Come nel caso degli endomorfismi (vedi
In Proposizione 8.2) vale anche il viceversa (Esercizio 12.20). 1
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Osservazione 12.11 Nota che la matrice associata a un prodotto scalarfz7 (o hellrnn—
tiano) rispetto a una base ortogonale & necessariamt?n.te diagonale (pel'clle.). Ino tr(?,
se il prodotto scalare (o hermitiano) & definito positivo, allo\ra la bas'e B & o'r'tonol—
male se e solo se la malrice associata rispetto a questa base & la matrice ldentxc.a 1.
Dunque se rispetto alla base ortonormale B i vettori v, w € 1% .1‘1.3.11110 con\le coor(éma,te
rispettivamente i vettori z e y, il loro prodotto scalare (hermitiano) sara dato da

(v,w)y=y"z

nel caso reale, o da p

wwy=y'z
nel caso complesso. In altri termini, ogni prodotto scalare (hermitiano) definito pqi
sitivo si esprime in coordinate rispetto a una base ortonormale esattamente come 1
prodotto scalare (hermitiano) canonico.

‘Questa osservazione ha due conseguenze rilevanti.

Lemma 12.14 Sia {-,-) un prodotto scalare (hermitiano) definito positivo su uno
spazio vettoriale V, ed S la matrice associata a {-,-) rispetto a una base B. Al-
lora det S > 0.

Dimostrazione. Sia By una base ortonormale di V, e B la matrice di caTnbia,me}]]‘t(.:)
di base da By a B. Allora (-, -) & rappresentato da I, rispetto a By, per cui § = B™ I3
(0'S = BY B3 nel caso complesso). Dunque

det S = det(B”'B) = (det B)? > 0,
o rispettivamente det § = det(B” B) = |det B|? > 0, grazie all’Esercizio 11.14.  []

Proposizione 12.15 Sia V uno spazio vettoriale su R (o su C),eB = {.111, .. ’~iL’~7,}_
una base di V. Allora esiste un unico prodotto scalare (hermitiano) definito positivo
su V rispetto a cui B & una base ortonormale.

Dimostrazione. Per 1'Osservazione 12.11, questo prodotto scalare (hermitiano) se
esiste dev’essere definito ponendo

o0 . H
Vo,w eV (v,w) =y’ (rispettivamente, (v,w) =y ),

dove x = Fp(v) e y = Fp(w) sono le coordinate di v ¢ w rispetto a B Dur.lc!ue bast,/n
verificare che (-, -) & davvero un prodotto scalare (hermitiano) definito positivo su V.
Per esempio, & omogeneo nella prima variabile: se # = Fp(v) allora Az = F(Av) ¢
quindi - N
Ow,w) =y (Az) = AMyFz) = Ao, w).
In modo analogo (vedi 'Esercizio 12.21) si dimostra la bilinearita e la sim.n.letrié, (o hf
sesquilinearita e I'hermitianitd nel caso complesso). E anche definito positivo: infatti
wovy=alz =224 +22 >0,
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(nel caso complesso si procede in modo analogo) e 'uguaglianza vale se e solose z = O,
cioé se e solo se v = O. Infine, B & una base ortonormale, in quanto Fg(v;) = ¢;
per j =1,...,n, per cui

<’Ui,’Uj> = efei = 61_7
(]

Osservazione 12.12 Detta in modo diverso, la dimostrazione della Proposizione 12.15
suona cost: V' & isomorfo tramite Fis allo spazio R™ (o0 C™), su cui & definito il prodotto
scalare (hermitiano) canonico. Allora per calcolare il prodotto scalare (o hermitiano)
di due elementi di V' ¢i basta trasferirli in R* (o C™) con Fp e fare i conti 1i con i

prodotti canonici. Siccome B finisce nella base canonica, che & ortonormale, abbiamo
quanto richiesto.

Torniamo al secondo problema, ancora aperto: come leggere dalle matrici associate
le proprieta delle forme bilineari (o sesquilineari)? Ci serve una definizione.

Definizione 12.25 Una matrice quadrata 4 € My 2 (R) a coefficienti reali si dice
simmetrica se AT = A; antisimmetrica se AT = —A. Una matrice B € M, o(C) a
coefficienti complessi si dice hermitiana se BH = B; anti-hermitiana se BY = 3.

Cid detto, abbiamo un primo risultato:

Lemma 12.16 Sia V uno spazio vettoriale su R (0 su C) di dimensione n, ¢ g una
forma bilineare (sesquilineare) su V. Fissiamo una base B = {vi,.. ) diV, esia s
la matrice rappresentativa di g rispetto a B. Allora:

(i) La forma g é simmetrica (hermitiana) se e solo se S & simmetrica ( hermitiana,).
(ii) Supponiamo g simmetrica (hermitiana). Allora Ker § = Fg(V1). In particolare,
9 & non degenere se e solo se S & non singolare, cioe se e solo se det S # 0.

Dimostrazione. (i) Se g & simmetrica, allora
Snk = g(Ug,vn) = g(vh, k) = Sk,
5 & simmetrica; analogamente, se g & hermitiana si ha
Shie = g(vr,vn) = g(vn, vr) = i,

+ 5 & hermitiana. Viceversa, prendiamo v, w € V con coordinate rispettivamente x
iy rispetto a B. Se § & simmetrica si ha

9, w) = y7 Sz = yT5Tz = (275y)7 = 2T Sy = g(w,v),

{dove (zT8y)T = 2T Sy per il semplice motivo che 7 Sy & un numero reale), e quindi g
& simmetrica. Analogamente, se S & hermitiana si ha ‘

'

g(v,w) =y Sz =y §7y = (27 5y)¥ = 2F Sy = Glw, ), -
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(dove (zHSy)H = xH Sy semplicemente perché z¥ 8y & un numero complesso), e
dunque g & hermitiana.

(i) Un vettore vg € V appartiene a VL se e solo se g(vy,w) = 0 per ogni w € V.
Ponendo zo = Fz(vg) € R™, questo accade se e solo se yT Szo = 0 per ogni y € R™, che
a sua volta pud succedere se e solo se Szo = O (perché?), ciod se e solo se xo € Ker S.
Dunque vy € V+ se e solo se F(vg) € Ker S, e quindi Ker 5 = Fg(V4). In partico-
lare, V+ = {O} se e solo se Ker § = {O}, per cui g & non degenere se e solo se S & non
singolare. La stessa dimostrazione funziona anche nel caso complesso (esercizio).

Dunque simmetria. (o hermitianita) si leggono facilmente dalle matrici rappresen-
tative. Ben pill interessanti invece sono i criteri che dicono come stabilire se un certo
prodotto scalare (hermitiano) & definito positivo, semplicemente guardandone una
matrice associata. Dobbiamo perd aspettare il Capitolo 16 per parlarne, in quanto
dipendono da strumenti teorici che non abbiamo ancora introdotto.

12.7 L’aggiunta

Vogliamo ora esplorare che relazioni ci sono fra applicazioni lineari e prodotti sca-
lari. Se T:V — W & un’applicazione lineare fra spazi vettoriali metrici, presi v € V
e w € W possiamo considerare il predotto {T'(v),w)w, dove {-,-)w & il prodotto
scalare in W. Domanda: c'& qualche relazione fra questo prodotto e uno della
forma (v, %)y per qualche & € V7 La risposta & positiva, come indicato nel seguente
Teorema:

Teorema 12.17 Sia T:V — W un’applicazione lineare fra due spazi vettoriali
metrici V e W. Allora esiste un’unica applicazione lineare T*: W — V tale che

YveVVweW (T('U),’w)vv = (’U,T*(w))v, (12.24)

dove (-, )v (rispettivamente, {-,-)w) & il prodotto scalare — o hermitiano — su 1%
(rispettivamente, su W).

Dimostrazione. Fissiamo una base ortonormale B = {v1,...,v,} di V, e comin-

ciamo col far vedere che esiste al pilt un’unica applicazione lineare T*: W — V che

soddisfa (12.24). Infatti, se T* esiste, la (12.13) ci dice che si deve avere

T*(w) = (T (w),v1)vo1 + - + (T (W), va)yon
= (w,T{(v1))woi + - + (W, T(vn)) wn,

dove abbiamo usato (12.24). Dunque T* se esiste deve essere data da

n

T*(w) = (w, T ))wor + - + (W, T(vn)) won = Z(w,T(vj))wvj, (12.25)
=1

per cui & univocamente determinata. Per l'esistenza, definiamo T™: W — V tramite
la (12.25). Chiaramente T* & lineare; si tratta solo di dimostrare che soddisfa (12.24).
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Ma infatti ogni v € V si scrive come v = Z?=1<U,Uj>vvj, e quindi

n

T (w)v = Z@’ (w, T(v;))wvs), = Z(T(UJ‘)7U)>t4/(v,vj)v

n

=Z<<p,vj>vT<vj),w>W=<T S o ,w> _ (),

y =

w
come volevamo. . [}
Definizione 12.26 Sia T:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali me-

trici. I’applicazione T*: W — V definita nel Teorema 12.17 si dice aggiunta di T La
formula (12.24) si chiama formula di aggiunzione.

\

In pratica,‘ 'aggiunta & per le applicazioni lineari quello che & la trasposta (o la
trasposta coniugata, nel caso complesso) per le matrici:

ESEMPIO 12.17  Sia A € My, »(R), e consideriamo R™ ed R™ con il prodotto scalare
canonico. Allora

° (LA)* = Lr.

Infatti, (L4)* & I'unica applicazione lineare T:R™ — R” tale che
(La(z),y) = (z, T(y))

per ogni z € R™ e y € R™; ma si ha

(La(x),v) =y  Ae = (ATy) "z = (2, Lar (),

¢ quindi (La)* = Lyr.

l?}SEMPIO 12.18 Sia B € My, (C), e consideriamo C™ e C™ con il prodotto hermi-
tiano canonico. Allora

(LB))|r = LBH .

Infatti, (Lp)* & 'unica applicazione lineare T: C™ — C™ tale che
(LB (il?), y) = <Z‘, T(y))

perogniz € C* e y € C™; ma si ha

(L(@),y) = y" Bz = (B¥y)"z = (z, Lpx (y)),

¢ quindi (Lg)* = Lpn.
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EseMpPIO 12.19 Cambiando prodotto scalare, I'aggiunta ovviamente cambia. Con-
sideriamo per esempio su R? il prodotto scalare definito positivo dato da

(,y) = 2z1y1 + 212 + Tay1 + T2y, (12.26)

e sia T:R? — R? l'applicazione lineare

T Z1+ 22| A T3
T9 -1 g ?
dove A € M3 2(R) & la matrice
A= 1 1
T -1 o}’

Vogliamo calcolare 7*:R? — R?. Se y € R2, il vettore § = T*(y) & P'unico vettore
di R? tale che (T(x),y) = (z,§) per ogni x € ]RZ, siccome si ha

(T(2),y) = 2(z1 + B2)y1 + (€1 + 22)y2 — Tavn — Try2 = T191 + 22(21 + Y2)
(z,9) = 2310 + B0 + T2dh + T282 = 21 (201 + F2) + z2(F1 + J2),

le coordinate (i;,72) di § devono soddisfare il sistema

2@1 + ?j2 = Y1,
71+ J2 = 2y1 + yo2.
Risolvendo troviamo N
Y1 =~ — Y2,
:’;2 - 3y1 + 2y2:
per cui Paggiunta T* & data da
yi| _ |-y | _ |t —1l
Y2 3y + 2y 3 20|y

che & ben diversa da L 4.

Come conseguenza della definizione abbiamo subito le seguenti proprieta dell’ag-
giunta, analoghe alle proprietd della trasposta:

Corollario 12.18 Siano U, V e W tre spazi vettoriali metrici, e consideriamo tre
applicazioni lineari T, Ty:V — W e Tp:U — V. Allora:

(T*)* =T e (T1 OTQ)* = TQ* OT;

Dimostrazione. (1T™)*:V — W & P'unica applicazione lineare L: V — W che soddisfa

(T* (w),v)y = (w, L(v))w
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per ogni v € V e w € W; siccome anche T soddisfa questa uguaglianza, si ha neces-
sariamente (7%)* = T.
Poi abbiamo

(T o To)(w), whw = (Ta(u), T (w))v = (u, (T3 o T} )(w))v,
perogniu € U ew € W, e quindi (T3 o T3)* = T3 o T}. O
Ovviamente, una volta fissate delle basi di V e W vorremmo conoscere che relazione
c’e fra la matrice che rappresenta T e quella che rappresenta T*. La risposta &
contenuta nella seguente
Proposizione 12.19 Siano V, W spazi vettoriali metrici, By una base di V, Bw
una base di W, e T:V — W un’applicazione lineare. Siano A e A* le matrici che

rappresentano rispettivamente T e T™* rispetto a By ¢ Bw, e Sv, Sw le matrici che

rappresentano il prodotto scalare (hermitiano) rispettivamente di V e W rispetto a
queste basi. Allora

A* = SQIATSW (A* = SQIAHSW se siamo su C).
In particolare, se By e By sone basi ortonormali, allora

At = AT (A* = AH se siamo su C).

- Dimostrazione. Prendiamo v € V e w € W, e indichiamo con = = Fg,, (v) le coordi-

nate di v, e con y = Fp,, (w) le coordinate di w. Allora
yTSWAm = (T('U),w)w = (v,T*(w))(/ = (A*y)Tva = yT(A*)T.S’vx,

per ogni e y. Quindi SwA = (4*)TSy, per cui trasponendo si ha Sy A* = AT Sy,

" ¢ nel caso reale & fatta. Nel caso complesso, basta sostituire dovunque la trasposta. -

coniugata alla trasposta. o

12.8 Endomorfismi autoaggiunti e isometrie

Usando I'aggiunta possiamo identificare alcune classi particolarmente importanti di
endomorfismi.

. Definizione 12.27 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spagio vettoriale me-

trico V. Diremo che T & autoaggiunto se T* =T, ciod se

Yoy, v € V (T(n),v2) = (v1, T(v2)).

: 8 Jo spazio V' & sui reali, diremo anche simmetrico invece di autoaggmnto, se & sui

complessi, diremo anche hermitiano invece di autoaggiunto. !
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Osservazione 12.13 Gragzie alla Proposizione 12.19, vediamo che se B ¢ una base
ortonormale di V allora endomorfismo T:V — V & simmetrico (hermitiano) se e
solo se la matrice associata rispetto a B & simmetrica (hermitiana). Ma se la base B
non & ortonormale, questo non & pilt vero, come mostrato nel seguente esempio.

EseMpio 12.20 Consideriamo R? col prodotto scalare canonico, e sia T R? — R?
dato da

1
z2

T+ Ty
Zy— X2

i facile vedere che T' & simmetrico (per esempio perché rispetto alla base canonica €
rappresentato da una matrice simmetrica). Scegliamo invece come base di R? 1a base

s= {3 ol

Rispetto a questa base il prodotto scalare canonico & rappresentato dalla matrice

2 3

S:\:a 5

-

mentre 7' & rappresentato dalla matrice

11|y |4 7
1 11 2|7 |-2 —4)

che si guarda bene dall’essere simmetrica. In questa base il fatto che T' & un endo-
morfismo simmetrico & indicato dall'egnaglianza S~*ATS = A, eguaglianza che avrai
cura di verificare.

1 1|7t

A=.1 2

Mentre I'importanza degli endomorfismi autoaggiunti diventerd evidente solo nei
Capitoli 15 e 16, ¢’ un’altra classe di endomorfismi il cui interesse & subito chiaro.

Definizione 12.28 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale me-
trico V. Diremo che T' & un’isometria (lineare) se

Vv, vg € vV (T(vl)aT(U2)> = <U17U2>'

Se lo spazio V & sui reali, diremo anche endomorfismo ortogonale invece di isometria:
se & sui complessi, diremo anche endomorfismo unitario invece di isometria.

Dunque un'isometria conserva il prodotto scalare (hermitiano); in particolare, con-
serva distanze e angoli. Prima di discutere degli esempi, vediamo alcune proprieta:
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_— - .
I roposizione 12.20 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale me-
trico V.. Allora le seguenti affermagzioni sono equivalenti:

(i} T & un'isometria;

(ii) T & invertibile e T™! = T*:

(m) se {v1,...,v,} & una base ortonormale di V, anche {Tw1),..., T(w)} lo &
(iv) IT(@)]| = llvll per ogniv e V.

Din?ostrazione. (i) = (ii). Prima di tutto, T & invertibile: infatti se T(v) = O
abbiamo

0 = (T(v),T(®)) = {v,v) = v]?,

¢ quindi v = O. Poi, per ogni v, w € V si ha

(0, 7" (T(w))) = (T(v), T(w)) = (v, w),

per cul, grazie alla Proposizione 12.1.(ii), T* o T = idy, cloe T* = T~L.
(i) = (iii). Infatti

(T(va), T(v3)) = {vi, (T* > T)(v5)) = (vi, v5) = 85 = {(1) :2 : i g

(i) = (iv). Utilizzando (12.13) e (12.17) si ha

IT()* = <Z(v,vi)T(vi), f:<u,vj>T(uj)>
im=] g=1
= Z > (0, vi) vy, (T (v;), T(v;))
i=1 j=1

= 3w vl = 3 1o, wl? = ol

i=1 j=1 h=1
(iv) == (i). Utilizzando la Proposizione 12.2.(vi) nel caso reale troviamo

(T(v), T(w)) = 7 [IT(w) + T(w)||* - |T(v) — T(w)]*]

It

7 (0 4w = |70~ )] = [+ w” — o — wl?]

= {v,w).

I} caso complesso & analogo. ]
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Corollario 12.21 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale me-
trico V. Fissiamo una base B di V; sia A la matrice che rappresenta T rispetto a B,
ed S la matrice che rappresenta il prodotto scalare (hermitiano) rispetto a questa
base. Allora T' & ortogonale (unitario) se e solo se A & invertibile e

A"l =8§714T8 (A~ = 57145 ).

Dimostrazione. Segue dalle Proposizioni 12.20.(ii) e 12.19. ]
Nel caso delle matrici, le isometrie si riconoscono facilmente.

Definizione 12.29 Una matrice A € M, ,(R) st dice ortogonale se ATA = I,.
Linsieme delle matrici ortogonali di ordine n si indica con O(n).

Definizione 12.30 Una matrice A € My ,,(C) si dice unitaria se AP A =1, L'n-
sieme delle matrici unitarie di ordine n si indica con U{n).

Osservazione 12.14 Nota che il Corollario 7.8 c¢i dice che ogni matrice ortogonale
(unitaria) & automaticamente invertibile, e A=Y = AT (rispettivamente, A~} = AH).

Osservazione 12:15 Un endomorfismo T: V — V & ortogonale (unitario) se e solo se &
rappresentato da una matrice ortogonale (unitaria) rispetto a una base ortonormale;
confronta con I'Osservazione 12.13.

Corollario 12.22 Sia A una matrice quadrata di ordine n a coefficienti reali (com-

plessi). Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) A é ortogonale (unitaria);

(it) La & un'isometria rispetto al prodotto scalare (hermitiano) canonico;

(iii) le colonne di A formano una base ortonormale di R® (C™) rispetto al prodotto
scalare (hermitiano) canonico.

Dimostrazione. (i) == (ii). Infatti se A & ortogonale si ha At = AT, e quindi
(LA)_l =Lj-1=Lyr = (L,q)*,

grazie all'Esempio 12.17. 1l caso complesso & analogo.

(i) == (ii). Le colonne di A sono l'immagine tramite L4 della base canonica, ¢
quindi sono una base ortonormale per la Proposizione 12.20.

(iif) == (i). Infatti 'elemento di posto (4, ) del prodotto AT A & dato da
(AT A)ij = (AT)A? = (AT A7 = (A7, &%) = byj,

e quindi ATA = I,. La dimostrazione nel caso complesso & identica. O
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EseMPIO 12.21 Vediamo di trovare tutte le applicazioni ortogonali di R? in sé

rispetto ‘aI prog‘otto scalare canonico — ovvero tutte le matrici ortogonali A € 0(2).
La relazione AT A = Iy in coordinate diventa

2 2
ai; +as Q11812 + G21G22

Q11812 + a1a9; afy + aZy 0 1}

_ |1 OI
Quindi devono esistere angoli 8, ¢ € R tali che

a11 =cosf, az =siné, a1y = Sing, azz = cos @,
e inoltre
0 = cos@sin ¢ 4 sinf cos ¢ = sin(f + ¢).
Dunque abbiamo due possibilita: o ¢ = —6 oppure ¢ = 7w — 0. Corrispondente-

mente, la matrice 4 & necessariamente di uno dei due tipi seguenti:

cosf ~—sind

) cosf sind
sinf cosé

sinf@ —cosf

oppure Sy =

¥

ed & facile verificare che Ry, Sp € O(2) per ogni § € R.

-

R_o(z)

0 She (C”)

SoR-o(x)

Figura 12.4 Matrici ortogonali e simmetrie.

Possiamo interpretare geometricamente le isometrie Ry e Sp (vedi la Figura 12.4).

Prendiamo z € R? e scriviamolo in coordinate i: si i
polari: si ha z = r(cos y
gualche r > 0 e ¢ € R. Allora ( w,Sln‘¢), -

Rol(z) = 7r{cos @ cos 1 — sin @ sin 1))

rcos(f + 9 j
7(sin @ cos ¥ + cos @ sin 1) )

rsin(f + ) |’
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cioé Ry & la rotazione di angolo 8 in verso antiorario. Riguardo Sy, notiamo prima di

tutto che’
1 0. .
529 = Ry 0 -1 R_g;

dunque Sy si ottiene effettuando prima una rotazione di angolo —#0, poi una simme-
tria Sp rispetto all’asse z e infine una rotazione di angolo 6. 11 risultato netto & una
simmetria rispetto alla retta r¢ che forma un angolo ¢ con 'asse z.

In conclusione, gli endomorfismi ortogonali di R? rispetto al prodotto scalare cano-
nico sono tutte e sole le simmetrie rispetto a rette passanti per V'origine e le rotazioni.

Esercizi

12.1 Supponiamo che Ry = RA(O,%,7) sia un sistema di riferimento affine in A2
tale che i vettori 7 e 7 siano perpendicolari e di lunghezza unitaria. Considera il
sisterna di riferimento affine R = RA(O,7,7), dove 7= 27, e definisci la “distanza” fra
due punti di .A? con la formula (12.2), ma usando le coordinate rispetto a R invece di
quelle rispetto a Ro. L'esercizio consiste nel disegnare I'insieme dei punti di A2 che
distano 1 dall’origine, rispetto a questa particolare “distanza”.

12.2 Trova prima di tutto quali delle seguenti applicazioni (-, -);: R? x R3 — R sono
dei prodotti scalari. Scrivi ciascuno di essi nelia forma (v, w) = wT Sv e stabilisci quali
sono (serni)definiti:

(v, 0)) = v + Wi + vaws;

{v,w)g = viw) — VyWg — V2w + V2w -+ TV3W3; ‘

<U, w)g = Vywy + vawy + Vaws + VW2 + V3w + VyW3;
(v, w)4 = 3vywy — viws + Jvaws + V3Ws;

(v,w)s = ~wy + Viwy + V2w — VaWa — V3W3;
(U,w)e = VWi — VaW2;

(v, w)r = 400v1wy + 3v/7V W3 + 3v/muzw + 227vzws.

12.3 Dimostra che
{p,q) = p(0)g(0) +p(1)a(1) +--- + p(n)a(n)
& un prodotto scalare definito positivo su R, [¢].
12.4 Dimostra che
(v, W) = 20, WY -+ 200 W3 — 2002Wy + 4voW2
¢ un prodotto hermitiano definito positivo su C2. Che si puo dire invece su

(v, w) = 2007 + 2001 W3 — 20027 + 20,3 7
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12.5 Dimostra che

(p,a) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(s)q(3)

& un prod.ot~to hermitiano definito positivo sullo spazio Cy[t] dei polinomi a coefficienti
complessi di grado minore o uguale a 2.

12.6  Dimostra che 'applicazione (-,-): M 2(R) x My 3(R) — R data da

(A,B) = t2(BTPA),

.

dove P & la matrice

A
P-ldl

¢ un prodotto scalare definito positivo. . .
12,7 Sia P € M, ,(R) una matrice simmetrica. Siano (-, R*xR* - R e
{0 My o (R) x M, .(R) — R le applicazioni definite da

(z,y) = y" Pz e (A, BY) = tr(BTPA)

per ogni T,y € ]RT1 e A, B € My, »(R). Dimostra che sono entrambi prodotti scalari
¢ che (-, ) & definito positivo se e solo se (-, -)) lo &. 7

12.8  Sia V uno spazio vettoriale su R, e (-,-) un prodotto scalare su V (che puod
anche essere degenere). Dimostra che

(v,w) = %[(v+w,v+w) ~ (v,9) — (w, w)]

pér ogni v, w e V. p

f!,2.9 Sia V uno spazio vettoriale metrico su R. Dimostra che due vettori v e w sono
- linearmente dipendenti se e solo se vale una delle uguaglianze nella disuguaglianza

triangolare Proposizione 12.2.(v). Cos i
2.(v). a succede nel caso di uno spazi i
metrico su C? paio vettoriale

- 12.10  Sia V uno spazio vettoriale metrico con norma || - ||. Dimostra che

Vo,weV llv 4wl + llv — w|® = 2(]lo]|” + [lw]?)
: ('uguaglian.za del parallelogramma). Interpreta geometricamente questa formula con-
siderando il parallelogramma di vertici O, v, w e v + w.

: Il.’2:11 Trova delle basi ortonormali di R? rispetto a quei prodotti scalari dell’Eser-
eizio 12.2 che erano definiti positivi. ‘

~12.12  Dimostra che se {vy,.

: .-»Un} & una base ortogonale di uno spazio vettori
metrico V, allora {vy/|[v1]], . P ettoriale

-y /|lvn]|} & una base ortonormale di V.
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12.13 Trova una base ortonormale, rispetto al prodotto scalare canonico, del sot-
tospazio di R* dato da

-3
-3

’ 1 I
-3

1

V = Span _11 )
-1

A

e completala a una base ortonormale di tutto R4,

12.14 Sia U un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V, {us,... ,Ur} UDS
base di U, e sia (-,-) un prodotto scalare (o hermitiano) su V. Dimostra che un
vettore v € V & ortogonale a U se e solose v L uj per j =1,...,7.

12.15 Dimostra che una proiezione ortogonale & una proiezione nel senso dell’Eser-
cizio 7.7.

12.16 Siano U, U, Uy sottospazi di uno spazio vettoriale metrico V. Dimostra
che U; C U, implica U 2 Ug; che (UH): = U; che (Us + Up)*t = Ui NUs; e
che (U NU)* = U + Uz .

12.17 Dimostra che tutte le forme bilineari su R® sono del tipo g(z,y) = yTSz per
qualche matrice S € My, n(R).

12.18 Indichiamo con Bil(V) I'insieme delle forme bilineari su uno spazio vettoriale
reale V. Definisci una somma e un prodotto per scalari su Bil(V) in modo da renderlo
uno spazio vettoriale. Fissata una base di V, dimostra che ’applicazione che associa
a ogni elemento di Bil(V) la matrice che lo rappresenta rispetto a questa base & un
isomorfismo di Bil(V) con My, »(R), dove n = dim V', e deducine che dim Bil(V) = n®.
12.19 Trova la matrice associata al prodotto scalare dell’Esempio 12.7 rispetto alla
solita base B = {1,t,1?}.

12.20 Sia g:V xV — R (0 g:V x V — C) una forma bilineare (sesquilineare) su
uno spazio vettoriale V. Sia B una base di V, e S la matrice associata a g rispetto
a B. Sia S' una matrice congruente a S; dimostra che esiste una base B’ di V tale
che S’ rappresenta g rispetto a B’

12.21 Completa i dettagli della dimostrazione della Proposizione 12.15.

12.22 Siano T, Ty, To:V — W applica_zioni lineari, e sia A uno scalare. Dimostra
che (T) + Ty)* =Ty + Ty e che (AT)* = AT".

12.23 Sia T:R® — R® lapplicazione lineare data da
Tty

Yy—z

T
Tly|=
z r+y—=z

Trova P’aggiunta di T rispetto al prodotto scalare definito positivo dell’Esempio 12.2.

12.24 Sia T:Ry[t] — Ra[t] I'applicazione lineare data da [T(@)(t) = p(t~1). Trova

'aggiunta di T rispetto al prodotto scalare definito positivo dell’Esempio 12.7.
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12.25 Sia TV — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali metrici. Dimostra
che rgT = rgT™.

12.26 Dimostra che ogni proiezione ortogonale & un endomorfismo autoaggiunto.

.l.2..27 Si.a U un sottospazio di uno spazio vettoriale metrico V, By una base di U e B
una base di U+, Trova la matrice che rappresenta la proiezione ortogonale Py: V — V
rispetto alla base B = By U By di V. Se By & una base ortonormale di V, dimo-
stra che la matrice P associata a Py rispetto a By & P = B(.BTB)“lBT7(su R;
P = B(B¥B)~'B¥ su C), dove B & la matrice che contiene per colonne le coordinaté
dei vettori di B rispetto a By.

],?.28 Si;la T:V — V un endomorfismo autoaggiunto di uno spazio vettoriale me-
trico V. DlmOS‘F,r'Ii che la forma (-, )7 definita da (v, w)r = (T'(v), w) & un prodotto
scalare (o hermitiano su C), non degenere se e solo se 7' & invertibile.

12,29 Se Ty, T5:V — V sono isometrie di uno spazio vettoriale metrico V, dimostra
¢he anche Ty o Ty e Ty = T} lo sono. )

-12.30. Dirnos.tra che I'insieme O(n) delle matrici ortogonali di ordine n & un gruppo
non commutativo rispetto al prodotto di matrici.

2.31 Dimos.tra che Vinsieme U(n) delle matrici unitarie di ordine n & un gruppo
non commutativo rispetto al prodotto di matrici.

12.32  Dimostra che se A & una matrice ortogonale (unitaria), allora |det A = 1.

;%.33 Siano Bl‘ = {v1,...,un} € By = {wy,...,w,} due basi ortonormali di R".
Jimostra che esiste un’unica matrice ortogonale B € O(n) tale che Bv; = w;

p'('.rlyé 2:2)1,..‘,n. (Suggerimento: utilizza le Proposizioni 5.2, 12.20 e il Corolla-
rio 12.22).

~OMPLEMENTI

‘ 2C.1 Il Teorema di rappresentazione di Riesz

In 'questo paragrafo dimostreremo un risultato che & I'evoluzione finale degli Eser-
#izi 5.8 e 7.12: il Teorema di rappresentazione di Riesz.

“Teorema 120.1. (Riesz) Sia V uno spazio vettoriale metrico, e p:V — R (op-
“pure V. — C) lineare. Allora esiste un unico elemento v, € V tale che

YoeV w(v) = (v,0,).
Inoltre su R 'applicazione ®: V' — V data da ®(y) = v, € un isomorfismo.

glfh'n?ostrazione. L’unicita segue subito dalla Proposizione 12.1.(ii). Per l’esiste‘nza,
poniamo su R (o €) il prodotto scalare (hermitiano) canonico dato da (A, u) = Au
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per A\, p € R (ovvero da (A pu) = Xg per A, u € C). Allora possiamo considerare
I'aggiunta o* di p, e il vettore v, = ¢*(1). Allora

(v,9) = (v, 0" (1)) = {p(v),1) = p(v) - 1 = p(v),

e anche Vesistenza & fatta. ‘ o 5 .
Usando I'Esercizio 12.22 & facile verificare che sui reali ® & lineare® (esercizio);

vediamo che & iniettiva. Infatti ®{¢) = 0 vuol dire che v, = O e quindi
YweV w(v) = (v,v,) =0,
per cui @ = O. Siccome dim V = dim V’, I"applicazione ® & un isomorfismo. O

Quindi ® & un isomorfismo canonico fra uno spazio vettoriale metrico V e il suo
duale. E facile verificare (Esercizi 12C.1-12C.2) che @ trasforma annu}latori in ortf)go—
nali, e applicazioni trasposte in applicazioni aggiunte; quindi parte di guesto c.apltolo
non & altro clie un caso particolare di quanto studiato nei Complementi al Capitolo 8.

Esercizi

12C.1 Sia S un sottoinsieme di uno spazio vettoriale metrico V su R, e I(I> V” -V
I’isomorfismo del Teorema 12C.1. Dimostra che ®(S°) = S 1. dove §° C V' & l'annul-
latore di S definito nei Complementi al Capitolo 8.

12C.2 Sia T:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali metrici su R, ¢
Py V' -V, Dy: W — W gli isomorfismi del Teorema 12C.1. Dimostra che

T =®y o T 0y},

dove T": W' — V' & I’applicazione trasposta definita nei Complementi al Capitolo 8.

5 Suj complessi, ® risulta essere antilineare, ciod ®( ) = A®(yp).

13

Geometria euclidea

In questo capitolo parleremo della geometria metrica del piano e dello spazio, utiliz-
sando gli strumenti introdotti nei capitoli precedenti. Definiremo I’angolo fra rette
¢/o piani, la distanza fra punti, rette e/o piani, e vedremo come calcolarli. Parle-
remo anche del prodotto vettore, un’operazione definita esclusivamente su R® che

_ permette di associare a una coppia di vettori un terzo vettore ortogonale a entrambi.

Nei Complementi a questo capitolo discuteremo le isometrie del piano e dello spazio,
studieremo la geometria delle comiche e presenteremo qualche esempio di superficie

nello spazio.

13.1 Angoli e ortogonalita

Cominciamo definendo I’ambiente in cui tratteremo la geometria metrica.

Definizione 13.1 I piano euclideo £2 (rispettivamente, lo spazio euclideo £3) & il
piano affine A2 (lo spazio affine A3) in cui sia stata fissata un’unitd di misura per le
lnnghezze.

Ricordando che 'angolo di 1 radiante & quello che in una circonferenza di raggio 1
sottende un arco lungo 1, in £2 ed £3 & determinata univocamiente anche un’units di
misura per gli angoli.

Definizione 13.2  Un sistema di riferimento cartesiano RC(0O, A1, Ag, A3) di £3 &

—

1 sistema di riferimento affine RA(O, A, A,, Az) tale che i vettori 7= OA,, 7= OA,

oki= OAj3 siano di lunghezza unitaria e ortogonali a due a due.

In altri termini, {7, j",fé} & una base ortonormale di V3, e quindi P'usuale identi-
ficnzione fra A® (e quindi £%) ed R? data dalle coordinate rispetto a questa base ci
permette di misurare lunghezze e angoli in £2 usando il prodotto scalare canonico
di R®. Inutile dire che analoghe definizioni e osservazioni si applicano a £2 ed R2.

Prima di proseguire vediamo velocemente cosa succede quando cambiamo'sistema
li riferimento cartesiano. Siano R = RC(O, A1, Az, A3) e R' = RC(0', ’1,' 5 Aj)
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due sistemi di riferimento cartesiani, e P € £%. Indichiamo con «, 2’ € R® le coor-
dinate di P rispetto a R, rispettivamente a R'. Trattandosi di particolari sistemi di
riferimento affini, quanto visto nel Paragrafo 10.7 ci dice che z e 2’ sono legati da

x = Bz’ +¢, \

dove ¢ € R® mentre B € GL3(R) & la matrice di cambiamento di base. In partico-
lare, B contiene per colonne le coordinate della base di V3, relativa a R/, che per
ipotesi & una base ortonormale; quindi (Corollario 12.22) la matrice B & ortogonale.
Viceversa, se B & ortogonale allora la base di V3, relativa a R’ & ortonormale, per
cui R’ & un sistema di riferimento cartesiano. In altre parole abbiamo dimostrato Ja

Proposizione 13.1 Sia R un sistema di riferimento cartesiano su £3 (0 £2), e R’
un altro sistema di riferimento affine. Allora anche R' & un sistema di riferimento
cartesiano se e solo se la formula di cambiamento di coordinate da R a R' & data
da ¢ = Bz' + ¢, dove B & una matrice ortogonale.

Definizione 13.3 Un cambiamento di coordinate di £2 o &2 ¢he trasforma un
sistema di riferimento cartesiano in un altro sistema di riferimento cartesiano verra
detto cambiamento di coordinate metrico.

Fissiamo allora una volta per tutte un riferimento cartesiano RC(O, Ay, Az, A3),

in modo da identificare £3 con R? (ed £2 con R?); poniamo anche 7= 0A4;, 7= OA;

- —y

e k= 0A;.
11 nostro primo obiettivo & definire 'angolo fra rette ¢/o piani. Cominciamo con le
rette. Ci troviamo subito di fronte a un piccolo ostacolo: due rette che si intersecano
determinano due angoli convessi, e non uno (vedi la Figura 13.1); quale prendiamo?

1

7o

Vo

Figura 13.1 L’angolo fra due rette.

La risposta & che la domanda & mal posta: entrambi vanno bene, per poter de-
cidere occorrono altre informazioni. Per esempio, scegliendo un verso di percorrenza
delle due rette (equivalentemente, fissando un vettore direttore per le due rette), al-

lora quale angolo bisogna prendere risulta chiarissimo: I'unico determinato dalle due

semirette positive. Questo suggerisce una definizione.
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Definizione 13.4 Una retta orientata & una retta in cuj si & fissato un vettore diret-
tore (e quindi una direzione di percorrenza). Due diversi vettori direttori determinano
la s-te.ssa orientazione (la stessa direzione di percorrenza) se ¢ solo se sono un multiplo
positivo l'uno dell’altro (vedi anche il Paragrafo 10.8). In particolare, esiste un unico
vettore di lunghezza unitaria che determina l'orientazione scelta: il \,/ersore direttore
della retta orientata. Se v = a#'+ 87+ 7/3 ¢ I’espressione del versore direttore v come

(:g‘mbinazione lineare della base {z,7,k} di Vg, allora «, 3, v € R sono detti coseni
direttori della retta.

I coseni direttori sono effettivamente dei coseni: infatti la Proposizione 12.4 implica
che & = (v,%) = cosv?, in quanto v =1 = I7]l, e analogamente per 8 e 7.

Definizione 13.5 1’angolo 7g7; fra due rette orientate rp ed r1 & per definizione

- Pangolo fra i loro versori direttori.

\

In particolare, quindi, I'angolo fra due rette dipende soltanto dai loro sottospazi

- di giacitural.

Dunque se lg due .rette ro ed r; hanno equazioni parametriche P = Py + tug
u.P = 5 + 513 rxspe.ttwame_nte, dove vg = (lo, Mo, no) € vy = (I, ma, ny) sono vettori
(:II‘etté)I‘l che determinano le orientazioni scelte, allora I'angolo fra le rette rq ed r; &
dato da b l

{vg, v1) _ loly + momy + nony
lollloal — /Z+mZ ¥ n2/Brme + 12

In particolare, le due rette sono ortogonali se e solo se cos For1 = 0, ciod se e solo se

cosfory = (13.1)

loli +momy + ngny =0 (13.2)

. (rondizione di ortogonalita,).

. . 2 - .
. Osservazione 13.1 In €2 1'angolo fra due rette orientate si definisce e si calcola nello
stesso modo; semplicemente nelle formule abbiamo una coordinata in meno.

Consideriamo ora una retta orientata rg passante per ’origine, di vettore diret-
!I.nre vy = (lo,mo,np). Un altro vettore v = (z,y,2) & ortogonale a questa retta se
i solo se lox + mgy + noz = 0; quindi 'ortogonale rg di 7y & un piano (come si

“poteva anche dedwrre dalla Proposizione 12.11). In particolare, 'equazione del piano
urtogonale a 7o e passante per il punto Py = (%0, Y0, 20) &

lo(x — o) + mo(y — yo) + no(z — 29) = 0. (13.3)

Nota che questa & 'equazione del piano ortogonale a ro (perché?) anche se r¢ non
passa per Porigine.

Ii gquindi due rette possono essere ortogonali anche se non si intersecano.
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Definizione 13.6 La proiezione ortogonale di un punto Py su una retta r & il punto
d’intersezione di  con l'unico piano passante per Fy ortogonale a r.

Per calcolare ’angolo fra due piani, ci serve la seguente:

Definizione 13.7 Un piano orientato & un piano 7 in cui & stata fissata una base
nel sottospazio di giacitura. Due basi definiscono la stessa. orientazione se la matrice
di cambiamento di base ha determinante positivo (vedi il Paragrafo 10.8).

Sia 7 un piano orientato, con base {v1,v,} del sottospazio di giacitura. Se vs
e —vs sono i due versori direttori della retta ortogonale 7+, allora solo una delle
due basi {v1,v,v3} € {v1,v2, —vs} ha la stessa orientazione della base &7 E} (veds
I'Esercizio 10.29). Dunque:

Definizione 13.8 Sia 7 un piano orientato, e {v1,vz} una base del sottospazio
di giacitura che determina l'orientazione scelta. Il versore ortogonale di 7 & I'unico
versore direttore vs della retta ortogonale al piano tale che {vq,vz,vs} sia una base
di V3 con la stessa orientazione della base {7, 7, k}.

Osservazione 13.2 Prendiamo un piano 7 di equazione cartesiana ag + by + cz = d.
Per quanto detto prima dell’equazione (13.3), il vettore v = (a,b,c) & un vettore
direttore della retta n' (passante per l'origine) ortogonale al piano. Dunque il versore
ortogonale di 7 & u/||v]| oppure —v/||v|| a seconda dell'orientazione scelta per .

Definizione 13.9 L'angolo 7y fra due piani orientati mo e m & per definizione
I’angolo fra i loro versori ortogonali.

Osservazione 13.3 In geometria elementare !'“angolo diedro” formato da due piani
non paralieli & angolo formato dalle due rette ottenute intersecando i due,piani con
un terzo piano ortogonale a entrambi. La nostra definizione sostituisce a queste due
rette altre due, ruotate di 7/2; I'angolo quindi non & cambiato (vedi la Figura 13.2).
Infine, di nuovo P’angolo fra due piani dipende solo dai sottospazi di giacitura.

Per calcolare I’angolo fra due piani my e m, supponiamo che abbiano equazione
cartesiana aox + boy + oz = dp e a1z + b1y + c1z = dy rispettivamente. Allora i

vettori vg = (ag, by, co) € v = (a1,b1,¢1) sono vettori direttori delle rette ortogonali:

possiamo supporre che i piani siano orientati in modo che vo/{jvoll e v1/flv:1] siano i
loro versori ortogonali. Allora

agay + boby + coar

COS oMy = COS U1y = . (13.4)
VaE + b3+ /a? + b} +
In particolare, i due piani sono ortogonali se e solo se
apay + boby + cge1 =0 (13.5)

(condizione di ortogonalitd,).
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Figura 13.2 L’angolo fra due piani.

Din . : . .
uovo, dato un piano 7 di equazione cartesiana az + by+cz = d ¢ un punto Py,

. o
esiste un’unica retta ortogonale a m passante per Py, che ha equazione parame-
trica P = Py + tv, dove v = (a, b, c).

Deﬁniz’i.one 13.10 La prolezione ortogonale di un punto Py su un piano = & il
punto d’intersezione di 7 con 'unica retta passante per Py ortogonale al piano.

‘Rimane da definire 1’angolo fra una retta e un piano. Prendiamo una retta r
vrientata con vettore direttore v = (I,7m,n), e un piano 7 di equazione ax+by+cz = d.
Allora possiamo considerare la retta ' proiezione ortogonale di r su =; la retta v’ ha
come vettore direttore la proiezione ortogonale di v sul sottospazio di :qia.citura di 7.

l.)eﬁnigioge 13.11 L’angolo 77 fra una retta r e un piano « & Pangolo fra 7 e la
sua /proxezmne ortogonale su . Cambiando 'orientazione di r cambia anche quella
tli 7/, per cui Pangolo non dipende dall’orientazione di r scelta. ‘

Per definizione, ’angolo fra una retta e un piano & sempre compreso fra:() e «/2;
yuindi per trovarlo esplicitamente ci basta calcolarne il seno. Se r e 7 sono bara.lleI;
illora il loro angolo & zero; altrimenti, sia P, il loro punto d’ihtersezione ed §la rettai
ortogonale a 7 passante per F. ’ ‘

‘ Se indichiamo con 6§ € [0,7/2] l'angolo fra 7 e 7, a meno di moltiplicare per —1
l'equazione del piano possiamo supporre che la rtetta orientata s di vettoire divet-
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Figura 13.3 L’angolo fra una retta e un piano.

tore (a,b,¢) abbia un angolo di 7/2 —.8 radianti con r (confronta PEsercizio 13.3).
Allora (vedi la Figura 13.3)

al +bm +cn
Va0 AV m?

(13.6)

sinF@ = sinrr’ = cos7s

In particolare, retta e piano sono ortogonali se e solo se sin7x = 1 se e s.olo se (per
la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) i vettori (a,b,¢) e (I,m,n) sono linearmente
dipendenti (condizione di ortogonalita). . .

Vediamo ora un esempio di un tipico problema di geometria metrica.

EsEMPIO 13.1 Vogliamo trovare la retta r passante per Py = (1,0,~—1) ortogonale
e incidente alla retta s di equazioni cartesiane

r—22=1,
y+22=0.

Prima di tutto, le equazioni parametriche di s sono {esercizio)

1 2
P=P 4+t =[0|+t|-2];
0 1

vogliamo trovare le equazioni parametriche di r, che devono essere del tipo

1 l
P:P0+S1)0= 0 |4+sim
=11 n

Inrio 12.12.
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Ora, la condizione di ortogonalita ci dice che
20— 2m+n = 0. (13.7)

In particolare, rg[vo vl[ = 2. La condizione d’incidenza (vedi il Paragrafo 10.4) ci dice
invece che
I 2 0
0= detlvo vy Py — P1[ =detlm -2 0|=2l+2m. (13.8)
m 1 -1

Risolvendo il sistema composto da (13.7) e (13.8) otteniamo quindi la soluzione: la
retta r ha equazioni parametriche

1 -1
P=F+swp=|0|+s]1
-1 4

Ma vi & anche un altro modo per risolvere questo problema. Prima di tutto, la
retta r deve appartenere al piano m passante per P e ortogonale alla retta s, che ha
cquazione cartesiana

2 —1)~2y+(z+1) = 0. (13.9)

Poi la retta r deve anche appartene}e al piano my passante per Py e contenente s
(infatti questo piano contiene sia Py che il punto d’intersezione fra r ed s). Per

© quanto visto nel Paragrafo 10.5.(1) il piano 7, ha equazione

—2(z— 22 -1) = 2(y+22) = 0. (13.10)
Mettendo insieme (13.9) e (13.10) abbiamo trovato che ha equazioni cartesiane

20 —2y+z=1,
r+y=1

- 13.2 Distanze

P’assiamo ora a calcolare le distanze fra punti, rette e piani. La distanza fra due
punti Py = (9,0, 20) € Py = (1,41, 21) & ovviamente data da

d(Fo, Pr) = |OP; - OFy|| = /(a1 = 20) ¥ (o =) 5 (51 = 20)2.
Pit

iu interessante & invece il calcolo della distanza fra un punto e una retta.

- Definizione 13.12 Siar una retta e Py un punto. La distanza d(Py,r) fra il punto

¢ la retta & per definizione la distanza fra Py e la sua proiezione ortogonale su r.

Osservazione 13.4 La scelta di questa definizione per la distanza & dovuta al Cor@l—
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Supponiamo che la retta  abbia equazione parametrica P = Py +tuy, e indichiamo

con @ l'angolo fra vg e il vettore vy = OP-; — OP, (vedi la Figura 13.4, dove abbiamo
supposto 1 orientata in modo che 8 € [0,7/2]).

Figui‘a 13.4 La distanza fra un punto e una retta.

Sia H la proiezione ortogonale di Py sur. Allora considerando il triangolo rettan-
golo di vertici Py, Py e H vediamo che

d( D0y = d(Do 1) = d(Py, Py)|sin 6| = d(Po, Py) /1 — (cos 8)?

o) 5 Lorwo)?
”“”V ool 2 w Ly T (13.11.

{OP, — ORy.va)?
[l |12

it

d(Py, P1)? -

Osservazione 13.5 Ovviamente, qliesla stossa formula letta in £7 da la distanza [
s retia del piano espressa in equazioni parametriche e un punto. Un'altra forml:
utilizzabile in €% & invece descritta nel prossimo paragrafo.

Eseapro 13,2 Vogliamo la distanza fra il puato Py = (1.0.1) ¢ la retta r di equ
zione parameirica

0l -1
P=|0|+¢t] 1
1 0
Si ha
L -1
()Pl _— O.P() = 0 .
0
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per cui

APo,r) = /1 - }5 - %

Passiamo ora alla distanza fra tn punto e un piano.

Definizione 13.13  Sia m un piano ¢ Py un punto. La distanza d(P, 7} fra il punto
« il piano & per definizione la distanza fra P, e la sua proiezioue ortogonale su .

Sia By = (@y. 1. o) un punto, e 7 un piano di equazione cartesiana ax+by-+cz = d.
Sia H la Jprojezione ortogonale di I su 7 indichiamo con 7 la retta ortogonale a =
passante per Py (¢ IT; vedi la Figura 13.5).

Figura 18.5 La distanza fra un punto e un piano.

Sia I} = (z1.4n.21) € ® un punto del piano. e iudichiamo con @ I'angolo fra
i ovettore vy = OPy — OP; ¢ il vettore vy = (a,b,c). che & un vettore direttore
Jlella retta 72 2 meno di moltiplicare per ~1 l'equazione del piano possiamo supporre
che 8 € [0,7/2). Allora considerando il triangolo vettangolo di vertici Py, P, ¢ H
cdiamo che
vy, v
d(Py,7) = d(Py, H) = d(Py, P )| cos 6] = ﬁ”‘;ﬁﬁ
1
_ lalmo —20) +byo — y1) + ez ~ z1)l
Va2 402 4+ 2

ti ora il fatto che Py € 7 ci dice che azy + byy + czy = d: quindi
azy -+ byy + czy — d '
(].P(),’/T)Z . 1(13.12
( Va4 b2+ 2 (13.12)

rservazione 13.6 - Una formula assolutamente analoga (in cui non compare ¢) fornisce
i distanza in £2 fra una retta del piano in equazioni cartesiane e un punto.
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La distanza fra una retta e un piano, o fra due piani, & ottenuta molto facilmente:
se la retta e il piano (o i due piani) sono incidenti, la distanza & zero; se invece sono
paralleli, & uguale alla distanza di un qualunque punto della retta (o del primo piano)
dal (secondo) piano, per cui si calcola come abbiamo appena visto. Dunque I’unica
distanza rimasta da determinare & quella fra due rette.

Siano 7o ed 71 due rette, di equazione parametrica rispettivamente P = Py + tvg
e P = Py + svy. Se le due rette non sono parallele, allora esiste un unico piano che
contiene r; ed & parallelo a rg: & il piano 7 di equazione parametrica P = Py +svy +tvg.

Definizione 13.14 Siano r¢ ed r due rette. Se sono parallele, definiamo loro
distanza d(rg,r1) il numero d(FPp, 71}, dove Py & un qualunque punto di rp; se non
sono parallele, la loro distanza d(rg,71) & invece data da d{(FP, ), dove P, & ancora
un punto qualunque di ro e 7 & 'unico piano contenente 71 e parallelo a ry.

To

_—

T

e

S

Figura 13.6 La distanza fra due rette.
Vediamo allora di trovare la formula della distanza di 79 ed 7y quando non sono
parallele (vedi la Figura 13.6). Scriviamo vg = (lg,mq,n0) € v1 = {l1,m1,n1). Per

VEsercizio 10.7, il piano 7 ha equazione cartesiana

. ax + by +cz=az) + by + ¢z,

dove
mg m . l l
a=det| ° = mgn) — ming, b=—det|®° H= noly — nilo,
K 1 ng ni
l l
c=det| U = lymy — lymo.
mg T

In particolare si verifica facilmente (esercizio) che

aa:0+by0 + czg — (aa:l +by1 +czl) =detl'u0 n P0~P1|,
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e che

a4+ b? + A= (mom — m1n0)2 + (n0l1 — 'n1lo)2 + (l0m1 - l1m0)2
= (1§ +mg +nd) (I3 +mi +ni) = (lols + momy + non1)?
= |lwol*llox 1> = ((vo, v1))* = ol llvs [ (1 — (cos Tow1)?)

= |Jol?llva 1* (sin G091)*.

Quindi applicando la (13.12) troviamo che la distanza fra ro ed r; & data da

detl’Uo U1 P1 — Poi
dlroma) = dFo,m) = | o T Tsinon: |

(13.13)
Nota che le due rette (non parallele) sono incidenti se e solo se det[’uo n P — POI =0,

ciod se e solo se d(rg,m1) = 0, come dev’essere. Nel prossimo paragrafo vedremo
un’ulteriore interpretazione di questa formula.

EseEMpP1o 13.3 Vogliamo calcolare la distanza fra le rette ro ed ry di equazione
parametrica rispettivamente

1 1 -1 -2
ro: P=]0]+sil e 7y P=11|+¢t]1
1 1 0 2
Utilizzando le notazioni precedenti troviamo a = 1, b = —4 e ¢ = 3; dunque

“’Uo” “’U]” ISin’l%’(TlI = (a2 + b? -+ 62)1/2 == \/%, deti’l)o vy P — Poi = —5,

e quindi d(ro, 1) = 5/v/26.

13.3 1l prodotto vettore

Questo paragrafo & dedicato alla descrizione di una particolare operazione definita
nnicamente su R3. Due vettori v, w € R?® linearmente indipendenti determinano un
unico piano w che li contiene, di equazioni parametriche P = sv + tw. L’equazione
cartesiana di 7 & az + by + cz = 0, dove (vedi I'Esercizio 10.7)

v Wi
V2 w2

a = det

V2 w2
V;

, b= —det
3

v w
! L e=det
vz w3

Inoltre, come abbiamo visto nel Paragrafo 13.1, il vettore {(a,b,c) & ortogonale al
piano 7; in particolare, & ortogonale sia a v che a w. Dunque a ogni coppia di vettori
(linearmente indipendenti) di R® possiamo associare un terzo vettore ortogonale a
entrambi.

i
|
1
|
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Definizione 13.15 Siano v, w € R3. 1l prodotto vettore di v e w & il vettore

wy

vAw = det w2 ez + det Wiles e R3. (13.14)
: 3 2

e; — det
3

Ug m v
U3 U3 V2

A volte si scrive v X w invece di v A w.
Osservazione 13.7 La formula (13.14) viene spesso scritta nel seguente modo:

€ Uy w
vAw=detles vy woyl,
€3 Vg Wy

dove si intende che questo “determinante” viene sviluppato solo lungo la prima co-
lonna.

Vediamo che proprieta possiede il prodotto vettore.

Proposizione 13.2 Sia v A w il prodotto vettore di due vettori v, w € R®. Allora:

(i) v Aw & ortogonale sia a v che a w;
(ii) |lv Awl|| & Parea del parallelogramma di vertici O, v, w e v + w, cioé

llo Awl = o] ju] sin o,

dove 6 & Pangolo fra v e w;

(iif) v A w = O se e solo se v e w sono linearmente dipendenti;

(iv) se v e w sono linearmente indipendenti, allora la base {v, w, v Aw} determina la
stessa orientazione della base canonica;

(v) vAw & l'unico vettore di R? che soddisfa (i), (ii) e (iv);

(Vi) wAv = ~vAw;

(vii) Papplicazione A :R3 x R® — R® ¢ bilineare.

Dimostrazione. (i) Infatti

u

v U1 wy w t wy
v,vAw) =det v va we|=0=det|wy vy ws|={w,vAw).
)
Uy Uz wy w3 Uz w3

(i) Prima di tutto, la Figura 13.7 mostra che 1'area del parallelogramma. di ver-
tici O, v, w e v + w & effettivamente data da ||v|| |w]| |sinf]. Poi,

flu A w||2 = (vows ~ wavs)? + (vywy — ’LUlU:s)2 + (viwy — 101112)2
= (v +v3 + 03) (W] + Wi + wj) — (vywi + vaws + vawy)?
= [lolw]|*(1 - cos® 6),
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1]

[l [sind]

]

Figura 13.7 La norma del prodotto vettore.

e quindi (ii) & soddisfatta.

(iit) I vettori v e w sono linearmente dipendenti se e solo se sinf = 0, per cui
lasserto segue da (ii).

(iv) Infatti

vy w
v W det 2 2 N
v w3
vy w
detjvwvAw|=det|vy wy —det 1;1 wl
3 Ws
vy w
vy wsz det ! 1
v wa
U w 2 v w 2 v ur 2
=<det 2 - 2) +<det‘. ! -'> +(dct. ! '> >0,
Vs w3 vy W Vo 0

cd & uguale a zero se e solo se v A w = O, ciog se e solo se v e w sono lincarmente
dipendenti, e anche (iv) vale.

{v) Supponiamo che u € R® soddisfi (i), (ii) e (iv). Se v ¢ w sono linearmente
-dipendenti, allora (ii) forza v« = O = v A w. Se sono linearmente indipendenti,
I'ortogonale di Span (v, w) ha dimensione 1, per cui necessariamente u = A(v Aw) per
qualche X € R. La (ii) allora forza A = %1, ela (iv) infine implica A = 1.

(vi) e (vii) sono conseguenze immediate della definizione. 0O

Osservazione 13.8 11 prodotto vettore non € un “prodotto” come lo intendiamo di
solito: non & associativo. Per esempio,

exA{eaNe) =esANO=0+# —e) =ezhes= (e Aea) Aea.

1l punto & che il prodotto vettore in realtd non & un’operazione su R® ma sul suo
duale, che per una strana combinazione di dimensioni si pud rileggere di nuovo
su R®. Per spiegare di cosa si tratta, consideriamo uno spazio vettoriale V, e pren-
diamo due elementi v, ¥» € V' nel duale. Allora possiamo definire una forma bili-
ncare @ A Y.V x V — R ponendo

VweV (o AY)(v,w) = pu)yb(w) — p(w)b(v);

nota che (p A ) (w,v) = —(p A ) (v,w), ciot ¢ A4 & antisimmetrica. inoltre, se V
‘© uno spazio vettoriale metrico a ogni v € V possiamo associare 1’ap1§1icazione Ii-
neare @, € V' definita da ¢, (w) = (w,v) per ogni w € V (vedi il Teorema 12C.1). Di
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conseguenza & ogni coppia v, w di vettori di uno spazio vettoriale metrico V possiamo
associare la forma bilineare antisimmetrica ¢, A .

Su R3, Jo spazio delle forme bilineari antisimmetriche & isomorfo allo spazio delle
matrici quadrate di ordine 3 antisimmetriche, che ha esattamente dimensione 3.(Eser—
cizio 5.9) — e quindi a sua volta & isomorfo a R®. Dunque in questo caso particolare
la forma bilineare antisimmetrica ¢, A @, pud essere interpretata come un vettore
di R?, che risulta essere proprio il prodotto vettore v A w. Questa combinazione di
dimensioni & il motivo per cui il “prodotto vettore” (che in realtd ha ben poco sia del
prodotto che del vettore) pud venire introdotto solo su R3.

Osservazione 13.9 1l prodotto vettore pud venire usato per esprimere la distanza d3i
un punto da una retta, e la distanza fra due rette. Consideriamo il punto Py € R

—_— —_—
e la retta r di equazione parametrica P = P; + tv;. Ponendo vy = OP, — OF, la
formula (13.11) ci dice che

llvo A v ]

d(Po,r) = d(Po, P1)|sin 0] = [lvo]| | sin 6] = Toul

(13.15)
Siano poi ro ed 71 due rette di equazione parametrica P = P;+tv; con v; = (z5, 95, 25)
per j =0, 1. Poniamo vs = OP; — OF,; allora si verifica subito che

{vo A vy, vz) = detlug vy val. (13.16)

Di conseguenza la (13.13) diventa

(vo Av1,0P, — OF})

(13.17)
llvo Ao

d(ro,r1) =

Quest’ultima Osservazione suggerisce la seguente

Definizione 13.16 Se vy, ve,vs € R3 sono tre vettori, il loro prodotto misto &
[Ul,vz,’u_g] = <'U1 A 1)2,113) e R.
Se 6 & 'angolo fra v; A vy e vg, si ha
[v1,v2,v3) = fluy Aval| fus]l cosé.

Ora, il parallelepipedo generato da vy, v e vz {vedi la Figura 1.3.8) ha. area di base
esattamente |jv; A va]| e altezza |jvs]] cos8; quindi il prodotto misto da il Yolume d(.al
parallelepipedo. Ricordando la (13.16) abbiamo quindi fatto vedere come il determi-

nante dia il volume (orientato) del parallelepipedo generato dai tre vettori; confronta
con le Osservazioni 9.1 e 9.11.

"13.11  Calcola la distanza fra le due rette dell’Esercizio 13.4.
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{va]lcos @

Figura 13.8 Prodotto misto e volume del parallelepipedo.
Esercizi

13.1 Presa una rettar C £3 passante per 'origine, dimostra che la Definizione 13.6
di proiezione ortogonale su r coincide con quella data nel Paragrafo 12.5. Se r non
passa per l'origine, prendi un punto Q € r e dimostra la stessa cosa lavorando in V%.

13.2  Preso un piano & passante per Vorigine, dimostra che la Definizione 13.10 di
proiezione ortogonale su 7 coincide con quella data nel Paragrafo 12.5.

13.3 Nel ricavare la formula (13.6) dell’angolo fra una retta ¢ un piano, abbiamo
implicitamente assunto che le tre rette 7,1’ ed s siano complanari (altrimenti Pangolo
fra s ed r non sarebbe stato m/2 ~ 6). Dimostra che sono davvero complanari,

13.4  Calcola il coseno dell’angolo fra le rette 7o ed 7y (orientate a tuo piacimento)
di equazioni cartesiane

. 2r+y—2=0, . T—y=1,
To: T—y+z=1; R y—z=0.

138.5 Trova equazioni parametriche e cartesiane delle rette e del piano passanti
per Py = (0,1,0) e ortogonali alla retta 71 dell’Esercizio precedente.

13.6  Calcola il coseno dell’angolo fra i piani 7o € my (orientati a tuo piacimento) di
equazioni cartesiane rispettivamente z + Yytz=lex—y—2z=2.

13.7  Calcola il seno dell’angolo fra la retta 7o dell’Esercizio 13.4 e il piano m; del-
I'Esercizio 13.6.

13.8  Date due rette sghembe, esiste sempre un piano parallelo a entrambe? E un
piano ortogonale a entrambe?

13.9  Trova equazioni cartesiane e parametriche della retta r passante per il punto
Py = (1,1,1) e ortogonale e incidente alla retta s di equazioni cartesiane 2z—y+ 2z = 1
er—y—-z=1.

-13.10 Sia Py = (1,0,1). Calcola la distanza di Py dalle rette dell’Esercizio 13.4 e

dai piani dell’Esercizio 13.6.
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13.12 Trova equazioni cartesiane e parametriche (.iei piapi che distano 2/ \/G_d:il
punto Py = (1,1,1) e contenenti la retta r di equazioni cartesiane z—y = ley+z = L.

13.13 Siano 7o € 1 due rette non parallele. Dimostra che esiste un’unicaHret}? S
ortogonale e incidente sia a o che a r3. Dimostra che d(ro,m1 ) 2 ugl.lale a,lcé( 6)0, 1),
dove H; & il punto d’intersezione fra s ed r;, per j = 0, 1 (vedi la Figura 13.6).

13.14 Date le rette ry ed m di equazioni rispettivamente

z=2+s, z+y+2z=0,
Py y = —2s, ) 2" z+y+z=0,
z=—1+3s,

calcola la distanza fra 7, e la retta s passante per Py = (2,1,3), ortogonale a 71 e
incidente a ry.

13.15 Trova il prodotto vettore di v =(1,2,1) ew = (a,2a,1) al variare di @ € R.

13.16 Fissato un vettore vo € R3, siano S, T:R? - R? le applicazioni deﬁr‘ute
da S(v) = v Avp e T(v) = v Avg + (v, v0)vo, dove (-, ) &il p.ro‘dot.to scalarel canonico.
Dimostra che S e T sono lineari, e determina le loro immagini e i loro nuclei.

COMPLEMENTI
13C.1 Isometrie

L'obiettivo di questo paragrafo & scoprire quali affinita (vedi‘i Qomplemenh al Capi-
tolo 10) conservano le distanze. Cominciamo con due definizioni.

Definizione 13C.1  Uno spazio (piano, retta) euclideo & uno spazio (piano, retta)
affine su cui sia stata fissata un'unitd di misura.

. C idei. Dirermo
Definizione 13C.2 Sia ¢ un’affinitd fra due spazi (piani, rette) euclidei ‘D\lrem

. : . e
che ¢ & un'’isometria (non necessariamente lineare) se conserva le distanze, cioe

d(p(Py), o(P2)) = d(P1, P2) ‘ ‘
per ogni coppia di punti Py, P2 dello spazio (piano, retta) affine di partenza.

Consideriamo un'affinitd ¢: 23 — X2 fra due spaz.i e}lclidei; il caso di a,;ﬁzim.ta f):r:a
piani o rette sard analogo. Fissato un sistema di rlfe}umento cartesim% -1‘— 1: (,;.
e uno Ro in &y sappiamo che ¢ si esprime in coordmat.e come y = ta: 5 e[;:l,
qualche B € GL3(R) e c € R®, dove z € R3.sono le coord‘mate di u;; puB 0 i (,
rispetto a Ry e y € R3 sono le coordinate di (p(P) € leg rlspet.to a Re. Dunque ¢
un'isometria se e solo se per ogni coppia di punti P, P’ € ¥y si ha

I’ = o = d(P, P') = d{p(P), @(P)) = (B’ +¢) = (Bz + ) = B’ ~ 2.
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Dunque la matrice B conserva la norma; la Proposizione 12.20 e il Corollario 12.22
implicano che B & ortogonale.

Viceversa, se B & una matrice ortogonale, & chiaro che un’affinitd data in coordinate
da y = Bz + ¢ conserva le distanze (per non parlare degli angoli); quindi

3

Proposizione 13C.1  Sia ¢ un’affinita fra due spazi (piani, retie) euclidei. Allora ¢
¢ un’isometria se e solo se rispetto a qualunque sistema di riferimento cartesiano scelto
nei due spazi (piani, rette) la ¢ & rappresentata in coordinate da y = Bx +¢, dove B
¢ una matrice ortogonale. In particolare, un'isometria conserva anche ghi angoli.

In realtd possiamo dimostrare un ridultato molto pilt forte: una qualunque ap-
plicazione fra spazi (rette, piani) euclidei che conserva le distanze & necessariamente
un’affinitd — e quindi un’isometria nel senso della Definizione 13C.2.

Considereremo solo il caso degli spazi; per rette e piani la dimostrazione & analoga.

Teorema 13C.2 Sig ¢:%; — 3y un ‘applicazione fra spazi euclidei tale che
VP,QEE;[ dZ(QO(P)a(p(Q)) =d1(Pa Q))

dove d; & la distanza in Z; per j =1, 2. Allora ¢ & necessariamente un’affinits — e
quindi un’isometria.

Dimostrazione. Fissiamo dei sistemi di riferimento cartesiani in ; e &5 in modo da
poter identificare sia £1 che £, con R3. Allora ¢ diventa, ur’applicazione @:R? — R
che conserva la distanza indotta dal prodotto scalare canonico; dobbiamo dimostrare
che ¢(z) = Bz + ¢ per qualche c € R® e B € GLy(R).
Prima di tutto, definiamo ¢,: R3 — R? ponendo
@1(x) = ¢(2) ~ $(0);

chiaramente @; conserva ancora le distanze, e inoltre ¢1(0) = O. Vogliamo dimo-
strare che @; ¢& lineare.

Siccome @y conserva le distanze abbiamo
Vv, w € R 161 (v) = @2(w) || = [lv — w||?;
quindi
61 (W)11* ~ 2(¢1 (v), 61 (w)) + (181 (W) | = [[v]® = 2(v, w) + [[u]f?.
In particolare prendendo w = O otteniamo ||@; (v)|| = ||v]|. Ne segue che
Vo, w € R (1(v), 21(w)) = (v,w). (13C.1)

Sia {e1, e, €3} la base canonica di R3. La (13C.1) implica che {@1(e1), & (e2), @1 (e3)}
¢ una base ortonormale di R3. Allora se v = (z1,23,23) € R® la Proposizione 12.4 d3

3 3 3
G1(v) = D (B1(v), G1le))Br(e;) = D (e i(e;) = PBEITACHE

j=1 =1 J=1 B
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per cui $; & lineare (vedi la dimostrazione della Proposizione 5.2). Essendo ne-
cessariamente iniettiva (perché?) esiste una matrice invertibile B € GL3(R) tale
che @1(x) = Bz, e quindi ¢(z) = Bz 4 ¢ dove ¢ = $(0).

Osservazione 13C.1 La stessa dimostrazione pud venire adattata per far vedere che
un’applicazione p:R™ — R™ che conserva la distanza indotta dal prodotto scalare
canonico & necessariamente della forma (z) = Bz +c per qualche B € O(n) ec € R™.

13C.2 Coniche

Rette e piani non sono i soli oggetti studiati dalla geometria metrica; ve ne sono
moltissimi altri, fra cui i pitt importanti sono senza dubbio le coniche, a cui & dedicata
questo paragrafo.

Cominciamo col caso piu semplice e noto.

Definizione 13C.3  Una circonferenza X di centro C € £% e raggior > 0 &1l luogo?
dei punti P € £? che distano esattamente r da C. In simboli,

X={Pe&|dPC)=r}

E facile trovare equazioni cartesiane e parametriche di una circonferenza. Scelto
un sistema di riferimento cartesiano R = RC(O, Ay, A2) di £%, supponiamo che C
abbia coordinate (ci,c2) € R?. Allora il punto P di coordinate (z,y) appartiene a X
se e solo se

(z—c1)*+(y—c)? =12 (13C.2)

Dividendo (13C.2) per r? troviamo che il punto di coordinate ((x —c1)/r (y —c2)/7)
dista esattamente 1 dall’origine, per cui & della forma (cost,sint) per qualche t € R.
Questo vuol dire che equazioni parametriche della circonferenza sono (vedi la Fi-
gura 13.9)

{x = ¢1 + rcost,

y = cp +rsint. (13C.3)

La circonferenza & un tipo particolare di ellisse:

Definizione 13C.4 Un’ellisse E di fuochi F, F' € £% e semiasse a > 0 & il luogo '

dei punti P € £? tali che la somma delle distanze di P da F' ed F’ sia la costante 2a,
cioe

E={Pc&|d(P,F)+d(P,F') = 2a}.

Se i due fuochi coincidono otteniamo una circonferenza di centro F = F' e raggio .

In modo analogo possiamo definire I'iperbole:

2 “Luogo” & il sinonimo di “insieme” tradizionalmente usato in questo contesto.

weegliamo un sistema di riferimento cartesiano adattato alla situazione (Figura 13.10)
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Figura 13.9 La circonferenza.
Definizione 13C.5 Un’iperbole I di fuochi F, F' € & ¢ semiasse a > 0 & il luogo

dei punti P € £2 tali che il valore assoluto della diff i
! erenza delle dist i
ed F sia la costante 2a, ciod ¢ distonze di P da B

I={pPeg® | |d(P,F) - d(P,F'")| = 2a}.
Osservazione 13C.2 La disuguaglianza triangolare ci dice che
|[d(P, F) — d(P, F7)| < d(F,F'y < d(P,F) + d(P, F');
quir}di se 2c = d(F, F') > 0 & la distanza fra i due fuochi troviamo che per un'ellisse
dev’essere a > ¢, mentre per un'iperbole dev'essere @ < ¢. Se 4 = ¢, i punti I, P

<,.rlI I’ sono allineati; lellisse si riduce allora al segmento FIV, mentre Piperbole si
riduce al complementare di questo segmento sulla retta passante per I ed F.

(0,8)

] b \\\\'J//(’) c :

(a)

(1,0)

(®)

Figura 13.10 (a) L’ellisse. (b) L'iperbole.

Vogliamo trovare equazioni cartesiane per ellissi e iperboli. Per semplificare i conti
+
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Prendiamo il sistema R = RC(O, A1, A3) dove O & il punto medio del segmento F'F”,
e OA; & parallelo allo stesso segmento, con verso che punta da. F’ a F. Rispetto a R,
F ha coordinate (c,0) e F' coordinate (—c,0).

Indichiamo con (z,y) le coordinate del punto P € £? rispetto al sistema di riferi-
mento cartesiano R scelto. Allora P appartiene all’ellisse E se e solo se

ViE -2+ 42+ (z+c)?+y? =2

Elevando al quadrato entrambi i membri e semplificando otteniamo che P € Esee
solo se

224yt + P —2a2 = /(g — )2+ 12/ (z + )% +y%

elevando di nuovo al quadrato e risemplificando troviamo che P € E se e solo se
(aZ _ CZ)$2 +a2y2 — (1,2(0,2 _ 62)’
ovvero se e solo se (ricordando che a > c).

2

N

z Y
o + ol 1, (13C.4)
dove b% = |a® — ¢?|.
Analogamente P appartiene all’iperbole I se e solo se
VP19 - VTP + 97| = 2.
Procedendo come prima troviamo che P € I se e solo se
2+ g2+ -2 =z -2 +y2/(z+0)? + %
se e solo se
(a2 - c2)x2 4 a2y2 — (1,2((12 _ 02),
ovvero se e solo se (ricordando che stavolta a < ¢)
2 2
2y
S E T 1, (13C.5)

dove di nuovo b2 = |a® - ¢?|.
Da queste equazioni & semplice ricavare equazioni parametriche. Nel caso dell’el-
lisse, (13C.4) implica che
= t
{x acost, (13C.6)

y = bsint,

13C.2 Coniche 333

y = cosh(x)
y = sinh(z)

Figura 13.11 Seno e coseno iperbolici.
sono equazioni parametriche di E. Per l'iperbole, ci serve una definizione.

]?eﬁnlzione 13C.6 Le funzioni coseno iperbolico cosh: R — R ¢ seno iperbolico
sinh: R — R sono definite da

e te . el — ¢!
—_— sinh{ =

cosht = , —
2 2
La Figura 13.11 ne contiene i grafici.
E facile verificare (esercizio) che

{cosht)? — (sinht)? = 1.

Viceversa, se (z,y) € R? & tale che 22 — y2 = 1, poniamo

t=log(y+v1+v%);

ul.]ora sinht¢ ? y, e 1 + 3% = (cosht)?, per cui z = +cosht. Dunque le cop-
pie {z,y) € R? che soddisfano I’equazione 2 — y* = 1 sono tutte e sole quelle della
forma, (4 cosht,sinht), e quindi (13C.5) ci dice che equazioni parametriche dell’iper-

- bole sono

z = tacosht, ‘
y = bsinh . \ (13C.7)

Osservazione 13C.3 L'iperbole & fatta da due rami separati; conseguentémente ab-

biamo du<.a equazioni parametriche distinte (una col segno pid, 'altra col segno meno)
una per ciascun ramo. ‘ 7
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Osservazione 13C.4 Se (z,y) € I, la (13C.7) implica che

y b sinht be—et be—1

z acosht —aetet “ageltl

Questa quantitd tende a 4b/a per ¢ — co. In altre parole, andando verso l'infinito

e e
I'iperbole tende ad avvicinarsi alle rette y = %(b/a)x, dette asintoti dell'iperbole (che
sono indicati anche nella Figura 13.10).

Un’altra curva parente stretta di iperboli ed ellissi & la parabola.

Definizione 13C.7 Una parabola C di fuoco F € &2 e direttrice la 1.'etta r e il
luogo dei punti P € £2 la cui distanza da 7 & uguale alla distanza da F, ciog

C={Pe&|dPr)=d(P F)}.
Il numero p = d(F,7)/2 & detto parametro della parabola.

Per trovare un’equazione cartesiana della parabola, scegliamo di nuovo op‘po.rt.u~
namente il sistema di riferimento cartesiano R = RC(O, 4, .».42). Sia H la proiezione
ortogonale di F' su r; prendiamo come Lri)gine il punto medio O del segmento FH ,
e pol scegliamo 5171) parallelo a r e OA, ortogonale a r diretto verso F' (vedi la
Figura 13.12).

H

Figura 13.12 La parabola.

In questo riferimento il fuoco F' ha coordinate (0, p), e la direttrice r ha eguaziow-
cartesiana y = —p. Dunque il punto P € &% di coordinate (z,y) appartiene alla

parabola C se e solo se
Va+(y—p)*=ly+0pl,

ovvero P € C se e solo se

- g2 (13C8)
Y = 4px .
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Le equazioni parametriche sono ovvie:

z =,
{ y = t2/dp. _ (13C.9)

Osservazione 13C.5 Le equazioni (13C.4), (13C.5) e (13C.8) sono equazioni carte-
siane di ellissi, iperboli e parabole in sistemi di riferimento cartesiani particolari. Per
scoprire che aspetto hanno le equazioni cartesiane di ellissi, iperboli e parabole in un
sistemna di riferimento cartesiano qualsiasi basta cambiare coordinate, passando dal
sistema iniziale qualunque al sistema finale adattato alla figura. Il cambiamento di
coordinate & della forma
xl
!

Y

T
Y

c1
Ca

’

come visto all'inizio del Paragrafo 13.1; quindi le equazioni cartesiane diventano del
lipo

az? + 2bxy + cy? + 2dz + 2ey + f = 0, (13C.10)

pber opportuni a, b, ¢, d, e, f € R, indipendentemente dal fatto che si tratii i cllissi,
iperboli o parabole (o circonferenze). Nel Capitolo 16 vedrenio dej metodli per stabilire
che tipo di curva rappresenta un’equazione del tipo (13C.10).
Osservazione 13C.6 Non & un caso che ellissi, iperboli ¢ parabole siano rmppresentabili
da equazioni dello stesso tipo; infatti, si ottengono tutie interseeando i cono circolare
retto® con un piano. Per questo motivo ellissi, iperboli ¢ parabole sono collebbivanente
note come sezioni coniche — o pit semplicemente coniche.

Un’ulteriore dimostrazione del fatto che ellissi, iperboli e parabole sono stretta-
mente imparentate segue dal fatto che si possono definire contemporaheamente usando
il concetto di eccentricita.

Teorema 13C.3 Siano dati una retts 7, un punto F' ¢ r e un numero e > 0.
Sia. X C"E? il luogo dei punti P € £2 tali che

d(P,F) = ed(P,r). (13C.11)

Allora X & un’ellisse se e < 1, una parabola se e = 1, un’iperbole se e > 1. Viceversa,
ogni conica (che non sia una circonferenza) si ottiene in questo modo.

Definizione 13C.8 Il numero e & detto eccentricita della conica, la retta r direttrice
o il punto F' fuoco.

Dimostrazione. Se e = 1 non ¢’ nulla da dimostrare; supporremo quindi e s 1.

" Vedi il prossimo paragrafo per una definizione precisa di cono circolare retto. i
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Scegliamo un sistema di riferimento cartesiano RC(O, 41, Ag) in modo che il vet-
tore OA, sia ortogonale a r, il vettore OA; sia parallelo a 7, e il fuoco F abbia

coordinate (c,0), con

e?

= ——d>0
L—e? "~ 7

c

e . .
dove d = d(F,r); inoltre, scegliamo I'origine e il verso di OA; in modo ‘cklxe F; si tiré)r\lf;
fra O e la direttrice se e < 1, mentre sia r a trovarsi fra O ed F se ¢ > % (2la ts;ixczla;zr one
rappresentata nella Figura 13.10); nota che d < ¢ quando e > 1. In par
direttrice ha equazione cartesiana x = [, con

l_{c-}—d see<1,
T le—d see> 1.

. 2 . .—
Rispetto a questo sistema di riferimento cartesiano, un punto P € £% di coordi
nate (z,y) appartiene a X se e solo se

(x—c)2+y?=elz—1
. . . — 2
Elevando al quadrato e notando che ¢ & stato scelto in modo che si abbia ¢ = e l
sempre, troviamo che P € X se e solo se

2,42
e‘d
Q- +y? =~ = T2

ciot se e solo se
(1‘62)2 2+1_62y2:1
2 ek ’

che & proprio 'equazione di un’ellisse se € < 1, e di un’.iperblole see> 1. . .
Viceversa, consideriamo un’ellisse (o un’iperbole) @ sen:uasse a > 0 e distanza fi:
i fuochi 2¢ > 0. Abbiamo visto che in tal caso 'equazione & data da

z? v )
S+ 3=
a?  a?-c¢

allora ci basta trovare e, d > 0 tali che

2 42 242 -
e“d 2 € 12
efaE ¢ i (3612

. _— . ETY
per dimostrare che ogni conica (tranne le circonferenze) si scrive come in (13C.11)

Ma infatti (13C.12) implica che
2_ .2 2

c
a® — ¢ C . _

2 =1 = ercui e = —,
l1—e = P 1 a2 b a

——— ——— - Lo L] ——— ——— ——— -—
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e quindi
1-e? (a2 ~ 2)2 2

b
d2 == 2 _ 2y = i — —
o (a* = %) per cui -

o2
dove come al solito b? = Ja® — ¢2|. O
Osservazione 13C.7 In un certo senso, le circonferenze possono essere considerate

come il caso limite di coniche con eccentricity zero e direttrice la retta all’infinito
{vedi il Paragrafo 10C.2).

Concludiamo questo paragrafo studiando le possibili posizioni reciproche di una
retta e una conica. Sia r una retta di equazione parametrica

T
y

o +t’ ! ‘ (13C.13)
Yo m|,

e prendiamo una conica X di equazione cartesiana (13C.10). Sostituendo (13C.13)
in (13C.10) troviamo che il punto (zo + tl, 30 + tm) € 7 appartiene alla conica se ¢

. solo se t € R & soluzione dell’equazione

(al? + 2bim + em?)t? + 2(alzo + blyy + bmazg + emyy -+ di + emi

) (13C.14)
+ (azf + 2bzoyo + cy2 + 2wy + 20y + ) = 0.

Questa & un’equazione di secondo grado nell'incognita ¢, per cui pud avere ZOT0O, UNa,
o due (o infinite) soluzioni reali, che corrispondono a zero, uno o due (o infiniti) punti
<’intersezione fra la retta e la conica.

Definizione 13C.9 Un vettore v, = (I, m) # (0,0) tale che al® + 2blm + em? = 0
¢ detto vettore asintotico della conica, di equazione (13C.10). Una retta di vettore
direttore un vettore asintotico & detta retta asintotica della conica. Se r & una retta
asintotica tale che anche il coefficiente di ¢ in (13C.14) si annulla, diremo che r & un
asintoto della conica se il termine noto in (13C.14) & diverso da zero; che & contenuta
nella conica se il termine noto in (13C.14) & nutlo.

Definizione 13C.10 Diremo che una retta non asintotica & secante (rispettiva-
nente, tangente a, esterna a) una conica X se interseca la conica in due punti (ri-
spettivamente, un punto, nessun punto).

Supponiamo che il punto Py = (70,0} appartenga alla conica X , cioé si abbia
ax;z) + 2bzoyo + cyl + 2dzo + 2eyo + f = 0. ‘ (13C.15)

Allora una retta di equazione parametrica, (13C.13) & tangente alla conica se e solo
we al? + 2blm + em? # 0 e (13C.14) ha come unica soluzione ¢ = 0, che accadde se ¢
fwlo se ‘

(azo + byo + d)i + (bxo + cyo + e)m = 0. (13C.16)
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Questa equazione ha sempre almeno uno dei coefficienti non nulli (e quindi lo spazio
delle soluzioni ha sempre dimensione 1) tranne nel caso in cul si abbia

b$0+cy0+e:0’

{am()+byo+d=07
d$0+ey0+f:0,

dove la terza equazione & conseguenza delle prime due e di (13C.15). Questo succede
se e solo se (o, Yo, 1) appartiene al nucleo della matrice

{ a b d
azly o el (13C.17)
d e f

Definizione 13C.11 Una conica per cui si abbia Ker A = {O}, dove A & la matrice
data in (13C.17), & detta non degenere.

Dunque abbiamo dimostrato che per ogni punto di una conica non degenere passa
una e una sola Tetta tangente, il cui vettore direttore & soluzione di (13C.16). Come
vedremo nel Capitolo 16, le coniche non degeneri sono esattamente le ellissi, le iperboli
e le parabole.

EsEMPIO 13C.1  Vediamo cosa diventano questi concetti nel caso di ellissi, iperboli
e parabole. Si verifica subito che un'ellisse non possiede rette asintotiche di alcun
genere; inoltre se Py = (z0,%o) appartiene all’ellisse £ di equazione (13C.4), allora il
vettore direttore dells retta tangente a E passante per Py soddisfa 'equazione
T4 Y —o.
a b
In particolare, se la retta & una circonferenza (ciod a = b) allora la retta tangente ¢
sempre perpendicolare al raggio.

Per una parabola di equazione (13C.8) le rette ortogonali alla direttrice sono retic
asintotiche; in particolare, la retta asintotica passante per il fuoco & detta asse dellu
parabola, e il punto in cui interseca la parabola si chiama vertice della parabola. 1l
vettore direttore della retta tangente alla parabola nel punto (2o, yo} soddisfa I'equa-

zione
xTo I

2p
Infine, un’iperbole I di equazione (13C.5) ammette (a meno di multipli) due vettori
asintotici: (1,b/a) e (1,—b/a). In particolare, si verifica facilmente che Viperbolr
ammette esattamente due asintoti: le rette di equazione cartesiana y = (b/a)r.

come gid anticipato nell'Osservazione 13C.4. Infine, il vettore direttore della rettn

tangente all’iperbole nel punto (zo, yo) soddisfa I'equazione

xvol - ng = 0.
a b
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13C.3 Esempi di superfici

In questo paragrafo daremo alcuni esempi di superfici in £3

. . : , cominciando col descri
due modi per costruire superfici a partire da una curva i e

n un piano.

Definizione 13C.12 Sia 7 c £3
parallela a 7. 1l cilindro di base Ye
per i punti di .

un piano, y C m una curva e r C £% una retta non
T
asse T & l'insieme delle rette parallele a r passanti

Definizione 13C.13 Sia 7 C £3 un piano,

esterno a m. Il cono di base v e vertice Per
punti di .

Y € 7 una curva e Py ¢ 7 un punto
Insieme delle rette congiungenti Py ai

‘ 11 cilindro e il cono pit noti sono quelli circolari retti
mrer}za, e I'asse & ortogonale al piano (rispettivamente,
\"(“,]'tlce Py sul piano = & il centro della circonferen: :
igura 13.13 contiene alcuni esempi.

in cuj la base & una circon-
Ja proiezione ortogonale del
za}. Ne esistono perd molti altri; la

s

e St

Figl{ra 13.13 Esempi di coni e cilindri.

‘ E. facile trovare le equazioni parametriche di cilindri e coni;
hn(ln.. Scegliamo il sistema di riferimento cartesiano in modo ,c
,a.*qnwgone z = 0, e 'asse r passi per l'origine.
uazioni parametriche del tipo

cominciamo coi ci-
he il piano 7 abbia
In questo sistema la curva Y avra

(2,9, z) = (f(t):g(t)) O)

prr opportune funzioni f, g, e quindi il cilindro avra equazioni parametriche
x = f(t) + sl,

y = g(t) + sm, (130.18)
z = sn, L
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dove (I,m,n) con n # 0 sono le coordinate di un vettore direttore di 7.
Per i coni, poniamo l'origine nel vertice, e facciamo in modo che il piano 7 abbia
equazione z = 1. Stavolta la curva y avrd equazioni parametriche del tipo

{(z,y,2) = (f(t)7g(t)7 1)7

per cui il cono avrd equazioni parametriche

z = sf(t),
y= sg(t)7 (130.19)
Z=38.

Vediamo ora le equazioni cartesiane, cominciando nuovamente dai cilindri. 11 si-
stema di riferimento cartesiano scelto & sempre quello di prima. Supponiamo che
la curva «y abbia equazione cartesiana F(z,y) = 0; in particolare F:R? — R & una
funzione tale che
0.

i

‘ F(f(t),9(t))

Da (13C.18) ricaviamo s = z/n, f(t) =gz—lse g(t) = y — ms, per cui le equazion
cartesiane del cilindro sono

F(z—lz/n,y —mz/n) = 0. (13C.20)

In maniera assolutamente analoga troviamo che equazioni cartesiane per il cono dato
da (13C.19) sono
F(x/z,y/z) =0. (13C.21)

Esempio 13C.2  Vogliamo equazioni parametriche e cartesiane del cilindro circolare
retto. Prendiamo come base v la circonferenza di raggio p > 0 che ha equazione
parametrica (x,y) = (pcost, psint) ed equazione cartesiana 22 +y? = p?. Un vettore
direttore dell’asse del cilindro retto & e3; quindi otteniamo

T = pcost,
y=psint, e 2’4yf=p
Zz =38,

come equazioni parametriche e cartesiane del cilindro circolare retto. Pill in generale,
se il vettore direttore del cilindro ha coordinate (I,m,n) — ciog se il cilindro non ¢
necessariamente retto — troviamo

x:pcpst+sl, ( ! >2 N ,
y = psint + sm, e T— =z +(y——~z> = p°.
z = sn, n n

N

Osservazione 13C.8 Ogni punto di R® & contenuto in un unico cilindro circolare

retto di base una circonferenza di equazione z2 + y* = p?. In altre parole, pe
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ogni P = (x,y, z) € R? esistono (e sono unici se 2 + 2 i
o b= (1 ( ise z°+y* > 0) numeri p > 0, § € [0, 27)

T = pcosh,
Yy = psind,
z=2z.

1 tre numeri {p, §, z) sono le coordinate cilindriche del punto P e R3.

EitEMP[I,O 130.3 .V(.)gliamo equazioni parametriche e cartesiane del cono circolare
0. Le equazioni di 7y sono come nell’Esempio precedente; quindi otteniamo

= spcost,
y = spsint,
z =g,

come equazioni parametriche, e (z/2)% + (y/2)? = 1, o meglio
z+y? -2 =0,

Come - . > I8 s "
com equazioni cartesrfme. Piliin generale, se la circonferenza v ha centro in (zo0,v0,1)
cioe se il cono non & necessariamente retto — troviamo o

"z =s(pcost + zp),
y = s(psint + yy),
z=3s,
tome equazioni parametriche, e ((x/2) — a:o)2 + ((y/2) - 1/0)2 =1, clog
(@~ 202)? + (y — yo2)? = 2%,
come equazioni cartesiane.

b » s
Un'altra superficie di fondamentale importanza €, ovviamente, la sfera.

Definizione 13C.14 * La sfera § di
) . centro C € £3% e raggior > 0 & i i i
di £% che sono a distanza r da C, ciog seior > 0% i fuogo del punts

S={Pe&|dPC)=r}.

| ”I xs?amo'un sistema. di riferimento cartesiano qualunque. L’equazione cartesiana
della i ¢ ‘
a sfera di centro (2, yg, 20) € R® e raggio r > 0 & ovviamente

(z = 20)* + (y —90)* + (2 — 20)? = r2. ;

r(,l trovare le equazion parametrici €, consideriamo pr C. - ‘ = 4
T i 1 h Sd m ima i aso C = QO ed r
]n tal Caso s1 ha.

2yt =1-2° f
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con z € [~1,1]. Ora, esiste un unico 8 € [-n/2,7/2] tale che z = sinf; ma al-
lora. 1 — 22 = cos? @ e quindi (z,y) appartiene alla circonferenza di centro O e rag-

gio cos#. Questo implica che

(z,y) = (cos 8 cos p, cos f sin p)

per qualche ¢ € [0,27). Di conseguenza (perché?) le equazioni parametriche della

fera generica S sono
® & T = 7cos 8 cos p + xg,

y = 7 cosfsing + yo,
z=rsnl + z.

. -
Osservazione 13C.9 Ciascun punto P = (x,y,zg € IR; appzartlene a un'unica iferoa
di centro l'origine; quindi esistono (unici se z* + y* + 2° > 0) numeri r > 0,
0 el-n/2,7/2) e p € [0,27) tali che
z =7cosfcose,

y =T cosfsinp,
z = rginf.

1 tre numeri (r,8, p) sono le coordinate sferiche del punto P € R3; 0 & la colatitudine
(la latitudine & w/2 — ), e & la longitudine di P.

Vediamo infine in che posizioni reciproche si possono .trova.re,ur{ piano 7r.1e umi
sfera S. Fissiamo un sistema di riferimento ca.rteslano in cui lgrlgm; smzl——cig
tro di 5, in modo che questultima abbia eq.ua.zmne‘cartesmna x +;y + z —-Om;
Sia P = P+ svy -+tve un’equazione parametrica del piano , (.10ve p;smargo:;;ai one
che {v;, vy} sia una base ortonormale del sqttospazm @1 glacrcl;lraf i wt.ro :iamo
Pequazione parametrica del piano nell'equazione cartesiana della sfera

2 2
(s + (v1, Po))* + (t + (2, Po))® = r° — | Boll® + (v1, Po)® + (v2, Po)?,

che & '’equazione di una circonferenza in m se.il sec<?ndo membro & pos\ltwi)1 (e( .(lhriear:i::
che il piano & secante alla sfera); di un punto di 7 se 1} secondo memb{)o ¢ nullo altiso ,(“
& tangente alla sfera); e non & mai soddisfatta se il §ef:ondo mgm rcz) e1 Vnetg o
piano & esterno alla sfera). In particolare, se Py € S (cioe §9\HP0|| =r 3 1 l1n efrs o
si riduce a Py se e solo se il piano 7 & ortogonale a Pol(moe al raggio esa} §1 eriz;l;o "
altre parole, il piano tangente a una sfera S qualunque in un punto POtE Oe 1_ ;Ea o
ortogonale al raggio della sfera terminante in Py: se la sfera ha centro C' = (a,b,¢)
e Py = (20, Yo, 20), allora il piano 7 ha equazione

(20 — a)(z — o) + (o — b)(y — o) + (20 — €)(z — 20) = 0,

razie a (13.3). o "
g Cilindri e coni di base una conica, come pure le sfere, sono esempi di qutjfrz'c.h;\
superfici di R® descritte da un’equazione di secondo grado. Torneremo a studiare It

quadriche nel Capitolo 16.

14

Autovalori e autovettori

Questo capitolo & dedicato a uno degli argomenti pix importanti, sia dal punto di
vista teorico che per le applicazioni, dell’Algebra Lineare: autovettori e autovalori.
Un autovettore di un endomorfismo T di uno spazio vettoriale V & un vettore v € V
non nullo tale che T'(v) sia un multiplo di v; il coefficiente dj proporzionalit si chiama
autovalore. Nelle applicazioni, autovettori e autovalori compaiono come assi proferen-
zali di rotazione, frequenze di risonanza, direzioni di maggior sforzo, ¢ cosi vin; netla
matematica pura sono uno dei inezzi pit utili per lo studio degli endomorfismi degli
spazi vettoriali.

Dopo aver esaminato molteplici esempi, definireno il polinomio caratleristico i
un endomorfismo, che & 1o strumento principale per la determinazione di autovalori e
autovettori. Poi studieremo il problema, (che ritroveremo anche nel prossimo capitolo)
flell’esistenza di una base di autovettori per un dato endomorfismo, dimostrando un

-triterio necessario e sufficiente in termini della molteplicita algebrica e geometrica

degli autovalori. Nei Complementi introdurremo il polinomio minimo di un endomor-
fismo e dimostreremo un algoritmo esplicito per scoprire se un endomorfismo ammette
una base di autovettori senza bisogno di determinare gli autovalori, algoritmo basato

sul Teorema di Sturm per Pindividuazione delle radici reali di un polinomio.

£

14.1 Definizioni ed esempi

Per giustificare 'importanza dell’argomento a cui & dedicato questo capitolo vediamo

"1 modello di situazione fisica, (e ingegneristica) in cui compare naturalmente.

¥sEMPIO 14.1  Consideriamo un corpo statico X sottoposto a delle forze; pud essere
i ponte, 0 una macchina, o una colonna, o qualsiasi altra cosa. Vogliamo capire se

't ] rischio che il Corpo, a causa dello stress a cui & sottoposto, si rompa.

Prendiamo un punto B, € %, cominciamo col rappresentare le forze a cui & sog-

“petbo il corpo in Py tenendo presente che, siccome abbiamo s che fare con un corpo
“#ofido, cid che accade in Py & influenzato

~hunze. Un possibile modo di procedere consiste nel considerare le forze che agiscono

da quanto succede nelle immediate vici-

wlle facce di un cubetto infinitesimo centrato in Fy. Chiamiamo T'(e;) la somma di
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tutte le forze applicate sulla faccia ortogonale alla direzione e;, per j =1, 2, 3. Esten-
dendo per linearitd (cioé applicando la Proposizione 5.2) otteniamo un’applicazione
lineare T:R3 — R3 che descrive che tipo di forze agiscono sul nostro materiale in Py:
il vettore T'(v) & la somma delle forze che agiscono su una superficie piana infinitesima
passante per Py e ortogonale a v. A questo punto possiamo definire lo sforzo F' a cui
il corpo & soggetto in Py nella direzione v # O ponendo

P =

Infatti, la componente di T'(v) parallela alla superficie ortogonale alla direzione v non
crea alcuno stress su questa superficie (si limita a traslarla su se stessa, non la tira
verso 'esterno); nello sforzo dunque conta solo la componente di T'(v) ortogonale a
questa superficie, ciot la proiezione ortogonale di T(v) lungo v, proiezione che ha
proprio modulo F(v).

La direzione in cui il nostro materiale si potrebbe rompere & ovviamente quella di
massimo sforzo; vogliamo vedere che relazione ha col nostro endomorfismo T'. Prima
di tutto, notiamo che F(Av) = F(v) per ogni A € R* (esercizio). Come conseguenza.
questa direzione di massimo sforzo esiste: infatti, per trovarla possiamo limitarci
a considerare i vettori v di lunghezza uno, che & un insieme chiuso e limitato (un

insieme compatto). Ma F' & una funzione continua (& un rapporto di polinomi), ¢

quindi ammette massimo su un insieme chiuso e limitato (vedi il Teorema 1.7 e il

Lemma 11C.12).

Sia allora vy questa direzione di massimo sforzo, con |jvp| = 1. Prendiamo un’alira
dirczione v # O, e consideriamo la funzione f(t) = F(vo + tv). Chiaramente, la f ha
un massinto in 0; quindi f/(0) = 0. Calcoliamo questa derivata; prima di tutto

(T(vg + tv), v +tv) _ (T(vg),vo) + t{{T(v), vo) + (T(wp), v)] + t3(T(v), )
(vo + tv,vg + vy {vo, vo) + 2t{vo, v) + t*(v,v) '

)=
Ora si pud dimostrare che, siccome il nostro corpo & fermo, endomorfismo T' & sim

metrico'; dunque abbiamo

{T'(vo), vo) + 2¢{T(vo),v) + t3{T(v),v)
(v, vo) + 2t{vg, v) + t3{v,v) '

ft) =

Derivando e ponendo ¢ = 0 otteniamo

(T(vg), v){vg,v0) — {vg,v) (T(v0)7 p)
(vo, Uo)2

0= f(0) =2

Dungque, ricordando che (v, vy) = 1 e indicando con A = (T'(vy), vo) = F'(vg) lo sfors:

in vg, troviamo che
(T(v0),v) = (Ao, v).

! L'idea & che se non lo fosse allora il corpo dovrebbe cominciare a ruotare intorno a /4,
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. , . .
Siccome questo dev’essere vero per ogui v € R ne segue che

T(vo) = Avg. (14.1)
Riassumendo, abbiamo trovato che la direzione di massimo sforzo in Py
Tfare la (14.1), dOYe A & proprio lo sforzo che il nostro corpo subisce nells direzione v

?unque per scoprire se il nostro materiale sottoposto alle sollecitazioni riassunte ;ia(l)—.
'endomorfismo T si rompera dobbiamo trovare tutti i vettori che soddisfano (14 15
¢ v@jdere se la resistenza del materiale in Fy & maggiore del valore dello sforzo } g0
quet vettori. Se lo &, non ci sono problemi; se non lo &, meglio cambiare materialll: ®

deve soddi-

A questo punto le seguenti definizioni divengono piuttosto naturali:

Definizione 14.1 Sia TV — V un endomorfismo di uno s

© 1 Sia T pazio vettoriale V. U
vettore vy # O.di V& in“autovettore di T relativo allautoval -

ore )\ se si ha
T (v) = Avg. (14.2)
I'insieme degli autovalori di T — cioe de;
non nullo vp soddisfacente (14.2)
Se A € sp(T), Vinsieme

¢ gli scalari A per cui esista un vettore
— & lo spettro di T ed & indicato con sp(T).

Va={veV|T@) = v}

fr' detto ‘a.utospazio di T relativo all’autovalore A, ed & un sottospazio di V, (Eserci-
#i0 14.1). Ovviamente, A & un autovalore se e solo se V) # {O}. )

()slservz;/ong 14.1 Dalla definizione & chiaro che Vo = Ker T?, ciot lo zero & un auto-
valore di T se e solo se T & singolare. Pill in generale, ¥ = Ker(T — Aid), per cui A
1 autovalore se e solo se 'endomorfismo 7' — A id & singolare. ,

lWi‘C)}on (cilAuest.a. Fermmologie} PEsempio 14.1 pud venire riassunto dicendo che la di-
f . ne\ i mass.nno sforzo @ esattamente un autovettore dell’endomorfismo T, e lo
b ¥4 "
m/:) ei lljlatlvo autovalore. Dunqgue dovrebbe essere chiara 'importanza del se
nnente problema: dato un endomorfi : ; . ;
te : smo T2V — V., trovare ¢ ; ;
relativi autovalors. } o autonettors ¢

g s . s . N
Prima di affrontare il problema in generale vediamo alcuni esempi.

s ia V = R? ¢ T: R ione di
SEMPIO 14.2° Sia V = R® e T:R?® — R? la rotazione di angolo 7 attorno all’asse z.

Mlora T'(e;) = — - _ o1 s

wlrice (e1) €1, T(ea) = —ez e T(es) = ey; quindi T & rappresentgto dalla
~1 0 ¢
0 -1 o9f. .
0 0 1

In particolare, T ha almeno due autovalori, 1 e —1, e i relativi autospazi conten-
3%01)0 per lo meno i vettori della base canonica; per 'esattezza, V; D Sp'l'n (‘4'-)
¢ V| 2 Span (ey, €3). Per scoprire se ce ne sono altri, studiamo il si,stenn—”/'(?'r; \I:-
#hpendente dal parametro A; vogliamo vedere se esistono dei va,]ori(('l(‘-,] -]);i,ll‘ill;;l‘/l m
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per cui guesto sistema amimette una soluzione non nulla. In coordinate, dobbiamo
studiare il sistema

-3 = Az, (A+ 1)z =0,
oy = Aze,  ciod A+ Dzz =0, (14.3)
T3 =A:E3, (’\_1)‘7:3 =0

Quindi se A # 1 unica soluzione possibile & T = O,. per cui un tale A I;Oi T
un autovalore. Di conseguenza, sp(T) = {1, —1}; inoltre rlsolyendo (14.{’)) per . —V
0 A = —1 troviamo esattamente che V; = Span (e3s) e V_; = Span (e1,e2),in vqua‘ne?at;\)
& proprio lo spazio delle soluzioni del sistem.a T(z-) = /\x.. Abbiamo (liurtx)que 1czcnlgiica °
tutti gli autovettori e autovalori di T'; notiamo in particolare che la base

una base di autovettori per il nostro endomorfismo T

ESEMPIO 14.3 Sia ancora V = R3, ma stavolta T:R3 — R3 & la rotazione di
angolo 7/2 attorno all’asse z. Questa volta T'(e1) = e, T'(e2) = —e; e T'(e3) = es,
per cui T & rappresentato dalla matrice

0 -1 0
1 0 ol (14.4)
0 0 1

Stavolta vi & un solo autovalore evidente, A = 1 con autospazio Vl. 2 Sp;?. (e:i(){
Vediamo se ce ne sono altri, studiando il sistema T'(z) = Az. In coordinate abbian

= Az
—Zy = ALy x) 25 i
T = \Ta, ’ ciog (1+22)zy =0, (14.5)
T3 = A.’E3, (1 - )\)333 = (.

Siccome siamo su R, il numero 14-A? & sempre positivo; quipdi (1.4.5).f01'za .7111 = mzj(;)
per qualunque valore di A. Se poi A # 1, 1a.' teeri equazione 1mp¥1ca al.nc he xi/ a_k),-(i
e A ¢ sp(T); se invece A = 1 la terza equazione & soddisfatta per quaiunqL;e;val.on‘
di z3. Quindi sp(T) = {1} e Vi = Span (es). .Dunque T ha.un solo Zus i ]R‘:;
e Pautospazio relativo ha dimensione 1; in particolare, non esiste una base :
composta da autovettori di 7.

Esempio 14.4 Ora consideriamo lo stesso gndomoarﬁ?mo T, ma sui complesm.‘ ‘::u)
altri termini, prendiamo V = C?, e sia T:C® — C? 'endomorfismo rappzisen(;;n,“
ancora dalla matrice (14.4). Ovviamente,-l € sp(I.“) e 2 S.pan (e3)1zsa5.) elxgu(:(w
come prima; ma nel momento in cui andiamo a 1‘{solxere il sustelila ()\ 4.5 Sem, ,‘“.
cambiano. Infatti, se A & un numero complesso non & piu detto che . —IF \ tsm B /11 .
diverso da zero; per A = =i abbiamo 14+? = 0. Dunque, se A 5 1, i sis ema.anu;x“_l
continua ad ammettere soltanto la soluzione x = O, e se /\.= 1\ ottemantl.o .](;m“
semplicemente Vi = Span (e3). Mase A = %i la seconda equazione & automaticament,

soddisfatta, la terza fornisce 3 = 0 e la prima diventa x; = ®izy. Dunque esistono .

. P'autospazio relativo aveva dimensione 2. Invece, nell’Esempio 14.3 I’
molteplicitd 1. Daremo fra breve la definiz;
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soluzioni non nulle: per V'esattezza,

1 —1
Vi=S8pan | |1]}, V_; = Span 1
0 0

Di conseguenza, sp(T) = {1,1,

—i}, e C® ammette una base composta da autovettori
di T la base

i -4} {0
B = Ly 14,00
0 0 1

Rispetto a B, 'endomorfismo 7* & rappresentato dalla matrice diagonale

t 0 0
-1 0f. .
0 0 1

Osservazione 14.2 La differenza fra questi due esempi & uno dei motivi che ¢i co-
stringono a lavorare anche con spazi vettoriali complessi. Mentre un endomorfismo
Su uno spazio vettoriale complesso di dimensione n ammette sempre esattamente n
autovalori, contati con le relative molteplicitd?, in spazi veltoriali reali questo non ¢
Sempre vero: possono mancare degli autovalori. 1] problema & chie, come vedramo fra
poco, gli autovalori si ottengono come radici di un polinowio di grado n; sni com-
plessi, grazie al Teorema fondamentale dell’algebra, tutti i polinomi dj grado n hanno,
contando le molteplicitd, esattamente n radici, mentre sui reali pud non cssere cosi
{pensa, al polinomio p(t) =1*+1). Questo rende la teoria nel caso reale sensibilmenie
pii complicata: bisogna iniziare a distinguere fra endomorfismi con tutti gli autova-
lori reali ed endomorfismi con anche autovalori complessi. Allora tanto vale lavorare
direttamente sui complessi, dove tale distinzione svanisce, e poi applicare i risultati

al caso particolare in cui tutti i numeri complessi coinvolti sono reali — e questo &
quanto faremo.

Osservazione 14.3 Un’altra differenza evidente negli ultimi due esempi ¢ che nel se-
condo caso esisteva una base di autovettori, mentre nel primo no. Si potrebbe pensare
che sui complessi basi di autovettori esistano sempre: questo sarebbe particolarmente
piacevole, in quanto rispetto a una base di autovettori un endomorfismo & rappresen-
tato da una matrice molto semplice, addirittura diagonale. Sfortunatamente, questo
non € vero: come mostrato nel prossimo Esempio, anche sui complessi ci sono en-
domorfismi che non ammettono basi di autovettori. Rimane comunque vero che sui
complessi & sempre possibile trovare basi rispetto a cui I'endomorfismo si esprime con

matrici semplici (nella fattispecie, triangolari superiori), mentre sui reali questo non
nccade sempre. Ne riparleremo.

# Nell’Esempio 14.2 Yautovalore —1 appariva con molteplicitd 2, come segue dal fatto che

autovalore 1 aveva
one precisa di molteplicita di un autovalore.
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EsempIo 14.5 Prendiamo V = R? e sia T:R? — R? rappresentato dalla matrice

Questa volta non ci sono autovettori o autovalori evidenti, per cui consideriamo subito
{1 sistema T'(z) = Az. Questo sistema & equivalente al sistema. (T — )\Iz)ac.z o, ch;Ia
sua volta ammette soluzioni diverse dal vettore nullo se e solo se la matrice T — A,
& singolare, cio® se e solo se det(T" — Alz) = 0. Ora,

—5-A

4 7 —g>\ = (—5—’\)(7—>‘)'—4("9) = A2 +1= (}\_1)2.

det(T—AIp) = det

Dunque det(T — Aly) = 0 se e solo se A = 1, per cui sp(T) = {1}. Per trovare
'autospazio dobbiamo risolvere il sistema T'(x) = z, ciog

—~5z; — 9zo = x4,
4zy + Txy = T2,

6z, = —929,

ovvero {41:1 = —6x2,

3
V; = Span (\ 9 ) .
Dunque non esiste una base di autovettori. E questo accade. anche <;o.nsiderz?.ndo T
come endomorfismo su C2. Infatti, in nessun momento abbiamo utilizzato il fatto

che ) potesse essere reale: la stessa dimostrazione funziona anche sui complessi. Infine

che ha come soluzione

-3 s ‘
notiamo che rispetto alla base {l 9 ‘,62} I'endomorfismo T & rappresentato dalla

matrice

1 3
0 1y

che & triangolare superiore.

Dunque un’alira questione che questi esempi invitano a considerare &: quand(\)‘
esiste una base di autovettori per un dato endomorfismo T? Questo problgma ¢
legato a quello, gia accennato alla fine del Paal'agrafo 8..2, di trovare una base in ctm
Pendomorfismo sia rappresentato da una matrice semplice, come mostra la seguente

Proposizione 14.1  SiaT:V -V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V ,eb
una basé di V. Allora B & composta da autovettori di T se e solo se la matrice che
rappresenta T rispetto a B é diagonale.

Dimostrazione. Sia B = {v1,...,vn} una base con}posta da autovettori d.1 T. AI’—»
lora T(v;) = Aju; per j = 1,...,n, e quindi l'a matrice che rappresenta ' rispetto a
questa, base & la matrice diagonale di elementl. Ar, o An. ) ' -

Viceversa, T & rappresentato da una matrice dlago?'ale di elementi >\.1, . .1., n T
spetto alla base B = {v1,...,v,} esattamente quando 1'(v;} = A;v; per j = ,761
e quindi B & composta da autovettori di T'. .
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Corollario 14.2  Sia-A una matrice quadrata di ordine n. Allora esiste una base
di autovettori per-L 4 se e solo se A & simile a una matrice diagonale se e solo se la
classe di similitudine O 4 contiene una matrice diagonale.

Dimostrazione. Segue dalle Proposizioni 14.1 e 8.2. 0

Deﬁniziqne 14.2  Un endomorfismo T: V — V & diagonalizzabile se esiste una basé
di V composta da sutovettori di T.

Dunque un endomorfismo & diagonalizzabile se e solo se esiste una base rispetto
a cui & rappresentato da una matrice djagonale. Buona parte di questo e del pros-
simo capitolo sard dedicato a identificare classi di endomorfsmi diagonalizzabili (gli
endomorfismi autoaggiunti, per esempio, o quelli unitari — ma non quelli ortogonali),
anche se non daremo una soluzione completa del problema di quali endomorfismi sono
diagonalizzabili (vedi perd I'Osservazione 14.8 e i Complementi a questo capitolo, e
anche il Teorema 15.3 e relativi corollari). In compenso, faremo vedere che almeno sui

complessi tutti gli endomorfismi possono venire rappresentati da matrici triangolari
superiori (Teorema 15.10).

Definizione 14.3 Un endomorfismo T:V — V & triangolabile se esiste una base B
di V rispetto a cui T & rappresentato da una matrice triaiigolare superiore; direnio
che la base B triangolarizza T'.

A questo punto & chiaro che abbiamo bisogno di maggiori informazioni su au-
tovalori e autovettori, e soprattutto su come trovarli. Quindi concludiamo questa
introduzione e mettiamoci al lavoro.

14.2 1l polinomio caratteristico

Nell'Esempio 14.5 abbiamo trovato gli autovalori di un endomorfismo come radici

dell’equazione det(T — Al) = 0. Questo & esattamente il modo con cui si recuperano
in generale: .

;
‘Teorema 14.3 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V sul

campo K. Fissiamo una base B = {v, .. U} diV, esia A € My, o(K) la matrice
che rappresenta 1" rispetto a B. Allora si ha:

(i) la funzione pr:K — K data da

pr(X) = det(A — AI,).

non dipende dalla base B scelta;

"(ii} pr & un polinomio di grado n In cul il coefficiente direttivo & (—=1)7, il termine

noto é det A e il coefficiente di A"™! & (=1)""1tr A;-
(iii) Ao-€ K & un autovalore di T se e solo se pr(\g) = 0.
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Osservazione 14.4 Come gih accadeva nella prima parte di questg tesbo,.g)uona parte
di quanto faremo vale non solo su R o su C ma ax.lche su .altrl campi”, q.ua.h “perl
esempio Q. In pratica, perd, in questo e nel p'ros§1rr}o‘ capitolo frafl del tipo “su
campo K” saranno da intendersi come abbreviazioni di “su R o su C”.

Dimostrazione. (i) Supponiamo che la matrice A’ rappresenti T in un’alt’ra babs_ei Per
la Proposizione 8.2 esiste una matrice quadrata invertibile B tale che A' = B~ AB.

Dungue

det(A’ — AI,) = det(B~'AB — Al,,) = det(B~'AB — AB™'B)
= det(B™ (A — Al,)B) = det(B ") det(A — AI,) det(B)
= (det B)~(det B) det(A — AL,) = det(A — AL),

e pr non dipende dalla base scelta.

(ii) Procediamo per induzione su n. Per n = 2 si ha

1—A e | _ (a1 — A){(a22 — A) — arzam

- det |®
pr(A) =det| ™ T =2

=A% — (@11 + ag2) A + anazs — a12a21,

e ci siamo. Supponiamolo vero per n — 1, e dimostriamolo per n. Prima di tut.to,
il determinante & ottenuto facendo somme e prodotti degli' elementi ('ie:lla matr:lce;
quindi pr(\) contiene solo somme e prodotti di costanti e d} A, per cui & un pohl}o—
mio in A. Inoltre, siccome nel calcolo del determinante ogni eler.nento dehlla. matrice
interviene al pilt una volta sola in ogni singolo addendo di uno sylluppo di Laplace, e
nella matrice A — AL, il parametro A compare solo in n elementi, ne segue che pr())
ha al pilt grado n. Ora, possiamo scrivere

ay; — A a)2 s A1n
a1 azp—A - Qo
pr(A) = det
anl An2 et Opn T A
agz— A -+ Qon
= (a1 — A) det : : + termini di grado al pit n — 2,
an?2 cer Opp — A

dove abbiamo sviluppato il determinante lungo la prima colopna, e il resto. sono
determinanti di matrici in cui A appare soltanto n—2 volte, per cui forniscono polinoni

. . s 3w i » [ . ade
3 Ma non proprio su tutti: ce ne sono alcuni, detti di “caratteristica 2 (in cui acca

che “1+41=0") dove possono esserci dei problemi.
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di grado al pitt n — 2. Per ipotesi induttiva abbiamo allora

Pr(N) = (a1 = N1 N (=) 2ag 4 @)X
— (_1)11,/\11, 4 (Ml)n—-](trA))\n—] RIS

dove i puntini rappresentano termini di grado minore o uguale a n — 2. Dunque
abbiamo dimostrato che py & un polinomio di grado esattamente n con coefficiente
direttivo (—1)", e con (—1)"~'tr A come coefficiente di A~ Infine il termine noto
di pr()) & dato da

pr(0) = det(d — 0I,,) = det A.

(iii) Lo scalare A\g € K & un autovalore di T se e solo se il sistema Az = \gz am-
mette una soluzione z diversa dal vettore nullo, se e solo se il sistema (A-XoL)z =0
ammette una soluzione diversa dal vettore nullo, se e solo se

0 = det(A — ML) = pr(do),
(Teorema 7.7 e Corollario 9.10). O

Definizione 14.4 Sia 7.V .~ :V un:endomorfismo di uno: spazio vettoriale V sul
campo, K. 11 polinomio py € K[} definito nel Teorema 14.3 si chiama polinomio
caratteristico ‘dell’endomorfismp T. Ricordando la Definizione 9.3, si vede subito
che pq'(/\) = dAet(T ~ A idy).

Definizione 14.5 Sia T:V — V un endomorfismo di wno spazio vettoriale V., La.
traccia trT di T & la traccia della matrice associata a T' rispetto a una qualunque
base di V. Grazie al Teorema, 14.3, la traccia di un endomorfismo & ben definita, in
quanto a meno del segno & uguale al coefficiente di A"~! del polinomio caratteristico
di T' (vedi anche 1'Esercizio 7.25).

Dunque gli autovalori di un endomorfismo 7" sono esattamente le radici del suo po-
linomio caratteristico. Questo & il motivo per cui su R 'endomorfismo T potrebbe non
avere tutti gli autovalori necessari: le radici del polinomio caratteristico potrebbero

- hon essere tutte reali. Sui complessi questo non pud succedere; infatti, il Teorema.

fondamentale dell’algebra. (Teorema 11.7) ci assicura che un polinomio a coefficienti
vomplessi di grado n ha esattamente n radici, contate con la relativa molteplicita.

Definizione 14.6 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimen-
sione n sul campo K. Allora diremo che T ha tutti gli autovalori in K se il polinomio
caratteristico py ha esattamente n radici in K, contate con la relativa molteplicita
{vedi la Definizione 11.8), ciot se esistono \ Iy--+yAn € K, non necessariamente di-
stinti, tali che

prd) = = A) - (An = N).

Chiaramente, ogni endomorfismo di uno spagzio vettoriale complesso ha tutli gli
autovalori in C, mentre sui reali questo non capita sempre (vedi per esempio 'l
sercizio 14.2). Tra parentesi, avere tutti gli autovalori nel campo & una condizione
necessaria per la triangolabilitas

i
,
|
i
i
i
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Lemma 14.4 SiaT:V — V un endomorfismo triangolabile di uno spazio vettoriale
sul campo K. Allora T' ha tutti gli autovalori in K.

Dimostrazione. Sia B una base di V' che triangolarizza T, e sia

Al @12 - Gln
a=|0
0 o e A

la. matrice triangolare superiore che rappresenta I rispetto a B. Allox:a
pr(A\) =det(A— ML) = (M —A)--(An = A),
e T ha tutti ghi autovalori in K. (]
Una conseguenza immediata del Teorema 14.3 & il seguente

Corollario 14.5 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spaziq vettoriale sul
campo K. Supponiamo che T abbia tutti gli autovalori in K, e siano A1,..., M,
le radici del polinomio caratteristico di T. Allora

trT =M+ 4+ e detT = Ay -+ Ay
Dinostrazione. Per ipotesi possiamo scrivere
pr(A) = (1 = A) - (A — A); (14.6)

in particolare, det 7' = pr(0) = A1 -+ An. Inoltre, & facile dimostrare per induzionc
su n (esercizio) che (14.6) implica

pT()\) = ("‘1)”)\" -+ (—]_)"-—1()\l 4ot )\n))\n—l oo,
¢ il Teorema 14.3.(ii) ci fornisce trT = Ay + -+ Ay. 0

Osservazione 14.5 Dunque per trovare gli autovalori di un endomorfismo bastla .C;"I

colare le radici di un polinomio. Questo risultato & molto gradeyole dal pupt.o di vistil
teorico, ma pud creare dei problemi sul piano pratico. Infatti, mentre si sa p?rir(»‘.l

tamente come trovare le radici di un polinomio di secondo gr’ado, per gradi pit alti
la situazione non & cosi semplice?. Comunque, ci sono meto.dl anche molto gﬁimenll
per trovare delle approssimazioni delle radici di un poli.n.omlo qualunque, e in moli«
applicazioni queste approssimazioni sono altrettanto utili del valore esatto.

4 Esistono delle formule che esprimono le radici di polinomi di terzo e quarto grado i
funzione dei coefficienti, ma si pud dimostrare che non esistono formule del genere per
polinomi di grado dal quinto in su.
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14.3 Molteplicita

Ora che sappiamo come trovare gli autovalori (basta calcolare le radici del polinomio
caratteristico), e quindi i relativi autovettori (basta risolvere il sistema T'(v) = Av
con A autovalore), possiamo dedicarci a trovare un criterio di diagonalizzabilita. Co-
minciamo con la

Proposizione 14.6 Sia' T: Vs V.ot endomorfismo “di-uno -spazio vettoriale V -
sul.campo K, e.siano vy,... ;v # O autovettori.di T cortispondenti ad autovalori
distinti A,.7., X € K. Allora v, ... ) Uy sonoylinearmente indipendenti.
Dimostrazione. Procediamo per induzione su k. Per & = 1 non c’e nulla da dimo-

strare; sia allora vero per k — 1, cioe supponiamo che vy,...,vs_; siano linearmente
indipendenti, e siano ay,...,a;, € K tali che

Qv+ Ao = 0. (14.7)

Applicando T a questa. relazione troviamo
O=a\T(0n)+ -+ arT(vg) = ar vy + -+ + AR ALty (1.1.8)
La (14.7) ¢i dice che apuy, = —Qi¥ == Qg O inserendolo el (1ES) ofteyiane

ar(Ar = Ao+ A (M - N v O,

lissendo vy, ..., v;_; linearmente indipendenti, questo implica.

ar(d = A) == oMoy — M) = 0.
Ma tutti i A; sono distinti per ipotesi; quindi op = -+ = qr_1 = 0. Ritornando
in (14.7) otteniamo anche aj = 0, e dunque vy,...,v; sono linearmente indipen-
denti. 0

Osservazione 14.6 1In particolare, se V1,..., U € V sono autovettori relativi ad au-
tovalori distinti Ay,..., M\ di un endomorfismo T:V — Viesihav +- - +u. =0,
allora vy = -++ = v, = O. Infatti, se anche uno solo dei v; fosse diverso dal vettore
nullo avremmo trovato una relazione di dipendenza lineare fra autovettori relativi ad
ahtovalori distinti, contraddicendo la Proposizione 14.6.

Una prima conseguenza & la seguente:

Corollario 14.7 SiaT:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimeu-
sione n sul campo K, e supponiamo che T abbia esattamente n autovalori distinti
in K. Allora T & diagonalizzabile.

Dimostrazione. Siano vy,...,v, € V degli autovettori relativi agli n autovalori di-
stinti Ag, ..., A, Per la Proposizione 14.6, v1,. .., v, sono linearmente indipendenti.
« quindi formano una base di V. ‘ Il

'
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ESEMPIO 14.6  Consideriamo l'endomorfismo T rappresentato dalla matrice

T=‘0 —1l

1 0

Allora pr(\) = A? 41, per cui T non ha autovalori reali e non & neppure tr'iangolab.ilv\e
su R. Sui complessi, invece, ha esattamente due autovalori distinti, i e —i, per cui &
diagonalizzabile su C.

Ma cosa accade quando le radici del polinomio caratteristico non sono tutte di-
stinte? Cominciamo con una definizione:

Definizione 14.7 Sia Ao- € sp(T)~un autevalore di un: endomorfismd Tf‘V = V.
Diremo molteplicita algebrica di Ao la sua molteplicitad come rachcg del polmon.ruo ca-
ratteristico pr(A); molteplicita geometrica la dimensione del relativo autespazio Vy,,.

Osservazione 14.7 Per calcolare la molteplicitd algebrica delliautoyalore Ao .di.un
endomorfismo T bisogna scoprire quante volte \g & radice del pol.mormo ca?atterlstlgo.
Per calcolare invece la molteplicitd geometrica, basta trovare il rango di T' — Agid;
infatti 'autospazio V), & il nucleo di T — Ao id, per cui

dimVy, =dimV —rg(T — Apid).

ESEMPIO 14.7 Sia T:R® — R3 'endomorfismo rappresentato dalla matrice

W o W
SRR

1
2|3
5

vogliamo calcolare molteplicita algebrica e geometrica dei suoi autovalori. Prima di
tutto,
pr(A) = det(T — Als) = —A% +12)% — 36) + 32.

Si verifica subito che pr(2) = 0; quindi

pr(A) = 2= N)(A2 =101 +16) = (2— 1?8 — \),

e sp(T) = {2,8}, dove 2 ha molteplicitd algebrica 2 ¢ 8 ha molteplicitd algebrica 1.

Per calcolare le molteplicitd geometriche, troviamo

11 1
rg(T—2I3)=1gl|2 2 2|=1,
3 3 3
¢ -5 1 1
rg(T~8Iz)=1g|2 -4 2|=2
3 3 -3

per cui 2 ha molteplicitd geometrica 2, e 8 ha molteplicita geometrica 1.
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Le molteplicita geometriche e algebriche di un autovalore non sono completamente
scollegate:

Proposizione 14.8 [a molteplicita algebrica di un autovalore & sempre maggiore
o uguale alla sua molteplicita geometrica.

Dimostrazione. Sia )\ & sp(T’) un autovalore di un endomorfismo T di uno spazio
vettoriale V sul campo K, e sia & la molteplicitd geometrica di A\g. Sia {v,..., )}
una base dell’autospazio Vj,, e completiamola & una base {v1,...,v4,v) 1,...,0.}
di V. Rispetto a questa base, 'endomorfismo T & rappresentato da una matrice della.

forma.
Mol t B
O

dove B € ]wh-”‘“h(K) eCe le—lz,n—h(K). Dunque

)

(R0~ X1, B
0o l C - /\In—ll

A—- X, =

)

per cui sviluppando il determinante rispetto alle prime A colonne troviamo
pr(A) =det(4 — AL,) = (Ag — \)'pc(N).

Siccome la molteplicita algebrica & il pit grande m per cui (Ag—A)™ pud dividere pr(N)
ne segue che la molteplicita geometrica & sempre minore o uguale alla molteplicita
algebrica. (]

E ora possiamo enunciare {e dimostrare) un criterio di diagonalizzabilita:

Teorema 14.9 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimen-

sione finita sul campo K. Supponiamo che sp(T) = {A,..., An}, e indichiamo con M

(rispettivamente, v;) la molteplicita algebrica (1'1'spettiva1neute, geometrica) di )

perj=1,..., h. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

iy Té diagonalizzabile;

{ii) ogni elemento di V si serive come somma di autovettori di T relativi ad autovalori
distinti;

(i V=V,o & Vi

(v} T ha tutti gli autovalori in K e la molteplicita geometrica di ciascun autovalore
coincide con la sua molteplicita algebrica, cioé pi; = viperj=1,...,h;

V) 14+ 4, =dim V.

Y2

Dimostrazione. (i} = (i) Per ipotesi, ogni vettore v € V si scrive come 'combina-
vione lineare di una base di autovettori. Raggruppando i termini corrispondenti sl
nutovettori relativi a uno stesso autovalore otteniamo v come somma di atitovelfori
relativi ad autovalori distinti, ‘
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(i) = (iii) Essendo A1,..., A, gli autovalori distinti di T, lipotesi & che ogr}i
elemento di V si scrive come somma di elementi di V,,...,Vy,; dobbiamo solo di-
mostrare che si scrive in modo unico. Infatti, se v € V' & tale che

V4o =0 =0 4+ U
con vy, v5 € Vi, per j =1,..., h, abbiamo
(v =)+ + (p—v) = O

e P'Osservazione 14.6 implica v; — v} = +++ = vy — v}, = O, come voluto.

(iil) == (iv) Grazie alla Proposizione 4.19.(ii), dall'ipotesi possiamo (%edl.ure
che dimV = vy + -+ + vp. Inoltre dimV > pg + --+ + py, in quanto quest’ultima
somma & il numero di radici in K del polinomio caratteristico di T, numero che al pit
& uguale al grado di pr, ciog a dim V. Dunque

vty 2 g e (14.9)

Ma la Proposizione 14.8 ci dice che v; < pj per j = 1,...,h quindi.(14.9) pud
essere valida solo se v; = p; per ogni j = 1,...,h. Di conseguenza abbiamo anche
che pq 4 -+ 4+ up = dim V, per cui T ha tutti gli autovalori in K.

:(iv) == (v) Siccome T ha tutti gli autovalori in K segue che p1 + - -4 up, = dim V,
e ci siamo. A

(v) == (i) Sia B7 = {v],...,v],} una base di Vi, per j = 1,...,h. Per ipotesi,
I'insieme B = B! U --- U B" contiene esattamente dim V elementi; quindi se dimo-
striamo che sono linearmente indipendenti abbiamo trovato una base di V' composta‘
da autovettori di 7. Scriviamo una relazione di dipendenza lineare fra gli elementi
di B, ciot scriviamo

;
ajvi 4 Fod 4 ol 4+ +al ol =0. (14.10)

"y

Ponendo o .
wy = eqv] 4+ +al v €V,

possiamo riscrivere la (14.10) come
wy + - wp = 0.

. . C oy
Ma allora 1'Osservazione 14.6 ci dice che w; = - = wp = O, e quindi tutti gli Oil
sono zero. n

EsEMPIO 14.8 Dunque U'endomorfismo dell’Esempio 14.7 & diagonalizzabile. Una
base di autovettori, trovata risolvendo i sistemi T(v) = 2v e T(v) = 8v, &
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Osservazione 14.8 1l criterio dato nel Teorema 14.9 per decidere quando un endomor-
fismo & diagonalizzabile & abbastanza efficace ma non & perfetto, in quanto richiede il
calcolo esplicito degli autovalori®. Vi & un altro criterio che non ha questo difetto, ma
¢ di dimostrazione alquanto pitt complicata. Sia T:V — V un endomorfismo. Indi-
chiamo con 7% 1a composizione di T con se stesso k volte; per esempio, T% = ToToT e
cosi via. Per ogni polinomio p € K|t] possiamo definire un endomorfismo p(T):V =V
in questo modo: se p(t) = aqt? + ag_;t*! 4 .- + ag, allora

p(T) = ade + ad_le“l +-+ alT + ap idv .

Chiaramente, pud succedere che p(T) sia 'applicazione nulla {vedi 'Esercizio 14.11).
Si pud dimostrare che, a meno di costanti moltiplicative, esiste un unico polinomio py
(chiamato polinomio minimo di T') di grado minimo tale che po(T) = O; & esplici-
tamente calcolabile, e risulta essere un divisore del polinomio caratteristico di 7. 11
criterio summenzionato & il seguente: T & diagonalizzabile su K se e solo se tutte le
radici del polinomio minimo sono in K e hanno molteplicitd 1. Siccome un polinomio
ha tutte le radici in K e di molteplicita 1 se e solo se lui e la sua derivata non hanno
fattori comuni, ed esiste un metodo (basato sul calcolo con Valgoritmo di Euclide
del massimo comun divisore) per stabilire se due polinomi hanno fattori comni senza
bisogno di calcolarne le radici, questo criterio ci permette di stabilire quando un endo-
morfismo & diagonalizzabile senza bisogno di calcolarne gli autovalori. Lo discuterenio
soltanto nei Complementi a questo capitolo sia perché ¢ di dimostrazione non sem-
plice sia perché nel prossimo capitolo daremo un criterio necessario ¢ sufficiente molto
efficace per Desistenza di una base ortonormale di autovetiori, criterio che bastera
abbondantemente per i nostri scopi.

Esercizi

14.1 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V,e X e sp(T).
Dimostra che V) & un sottospazio vettoriale di V. Se Vy = V, che cosa si pud dire
su 7?7

14.2  Sia T:R? — R? I'endomorfismo rappresentato dalla matrice

0 1
-1 0|’

Dimostra che non esiste nessuna base di R? rispetto a cui T & rappresentato da

una matrice triangolare superiore. Dimostra anche che se consideriamo T' come un

endomorfismo di C2 allora esiste una base di €2 composta d ; idi T

p : posta da autovettori di 7.

" Nota che conoscere semplicemente il valore approssimato A di un autovalore )¢ non basta;
anche se A & vicinissimo a Ao, I’endomorfismo 7' — M id rimane invertibile, e quindi non ci
dice nulla sulla. molteplicitd geometrica di \o. ,

'

1
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14.3 Trova autovalori e autovettori degli endomorfismi rappresentati, sui reali e sui
complessi, dalle matrici

-11 —24 -18 1 00 2 1 1 1 -2 -4
‘2 7} 8 17 12f, [0 1 1, o 2 1], |0 o =2,
AT 4 D ool ooz o1 o3
10 0 1 |4 0 -2 0 _
Ll =2 =500y 90 o2 0 s S 2
0 10, o 0 —4,0 - "7 Ll o 1 ol A
L O AN A A S T 2

e determina se sono diagonalizzabili su R o su C.

14.4 Sia A € M, ,(R). Dimostra che A e AT hanno gli stessi autovalori, ma non
necessariamente gli stessi autovettori.

14.5 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vetto.riale di .d%mensione n.
Una bandiera per T' & una bandiera Vg,...,V, di V (ved} I'Esercizio 4.37) tale
che T(V;) C V; per i = 0,...,n. Una base a bandiera per T & una base {vy,. .:,v,,,}
di V tale che, posto V; = Span (v1,...,v;) per i = 1,...,n,.allora Vl,...., Vo & %ma
bandiera per 7. Dimostra che T & triangolabile se e solo se esiste una bandiera per 1(;.
(Suggerimento: rispetto a una base a bandiera T & rappresentato da una matrice di
forma particolare.)

14.6 Sia T:R3t] — R3[t] I'endomorfismo dato da T(p) = tp’, dove p’ & la derivata
di p. Trova gli autovettori e gli autovalori di T

14.7 Per ogni a € R definiamo T,:R3[t] — Rs[t] ponendo [Ta(p)](t) = tp’(.t - a).
Determina per quali € R (se ne esistono) ’endomorfismo T, & diagonalizzabile.

14.8 Sia T:V — V un endomorfismo tale che sp(T) = {Xo}. Dimostra che T' ¢
diagonalizzabile se e solo se T = Agidy.

14.9 Siano S, T:V — V due endomorfismi. Dimostra che sp(S o T) = sp(T o 3).
(Suggerimento: se (S o T)(v) = v allora (T 0 S)(T'(v)) = AT'(v).)

14.10 Trova due matrici A, A’ € M;5(R) che non siano simili ma che.abblano
comunque polinomio caratteristico, autovalori, determinante e traccia uguali.

14.11 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dirn'ensione "
Dimostra che esiste un polinomio p di grado n? tale che p(T) = O. (Suggfmmento: gli
endomorfismi id, T, T2,...,T"" sono n? + 1 elementi dello spazio vettoriale L(V, V).
che ha dimensione n2.)

14.12 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettqriale V sul campo ]I§:
e siano Ay,...,Ar € K gli autovalori di T. Preso un polinomio p € K[t] calcol?. gh
autovalori di p(T"), e dimostra che se T' & diagonalizzabile allora anche p(T) lo &. I
vero il viceversa?

14.13 Sia TV — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di din}exlsione ﬁnil.4n
sul campo K, e U & V un sottospazio di V tale che T(U) C U. Dimostra che il
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polinomio caratteristico della restrizione Ty di T a U divide pr- In particolare, se T
ha tutti gli autovalori in K anche Tly li ha. (Suggerimento: usa I'Esercizio 9.10.)

14.14 SiaT:V -V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita
sul campo K, e U C V un sottospazio di V' tale che T(U ) € U. Supponiamo che T

sia diagonalizzabile. Dimostra che esiste un’'supplementare W C V di U in V tale
che T(W) C W.

14.15 Trova un endomorfismo T:R% — R? e un sottospazio U ¢ R? talj che si
abbia T'(U) C U ma T(W) € W per ogni supplementare W di I/ in R2.

14.16 SiaT:V —V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita
sul campo K, e U/ C V un sottospazio di V' tale che T(I/ ) € U. Supponiamo che T
sia diagonalizzabile. Dimostra che anche Pendomorfismo T|y:U — U restrizione
di T a U & diagonalizzabile. (Suggerimento: se V = Va ® - @ V), dimostra
clleU:UﬂV,\IG)~-~®UﬁVM..) )

14.17 Siano S, 7'V — V due endomorﬁsmi di uno spazio vettoriale di dimensione
finita sul campo K tali che SoT = T'o §. Sia X € sp(S) un autovalore di S, e Vy il
relativo autospazio. Dimostra che T(Vy) C V.

14.18 Siano S, T:V — V due endomorfismi diagonalizzabili di uno spazio vetloriale
di dimensione finita sul campo K. Dimostra che esiste nua base V' composta
da vettori che sono autovettori sia per T che per S sc ¢ s0lo s¢ S o7 = T o S.
(Suggerimento: usa i due Esercizi precedents. )

1418 Sia A = (a;) € M (R) tale che a; + --- 4 i = 1 per 4 =

1o,
Dimostra che 1 € sp(L,).

14.20  Siano A4, A’ ¢ My (R) due matrici simili su C, ciod supponiamo che esi-
sta B € GL,(C) con A’ = B~'AB. Dimostra che 4 e A" sono simili su R, ciod
che si pud trovare una matrice B ¢ GLn(R) tale che A/ = B~14RB. (Suggeri-

mento: scrivi B = P 4 1Q, dove P, Q € M,.~(R), e dimostra che esiste r e R
tale che B = P + r(Q sia come richiesto. )

14.21 Sia T:V — V un endomorfismo tale che T2 = T Dimostra che T' & diago-
nalizzabile. (Suggerimento: vedi PEsercizio 7.7.)

14.22 Sia T:V — V un endomorfismo tale che 72 = idy. Dimostra che Te&
diagonalizzabile. (Suggerimento: rifletti sull’Esercizio 5.10.)

14.23  Sia T:V — V un endomorfismo tale che T™ = O per qualche r € N; si dice
che T" & nilpotente. Dimostra che T & diagonalizzabile se e solo se T' = O.

14.24  Sia vy # O un autovettore di un endomorfismo T:V — V relativo a un
autovalore non nullo. Dimostra che vo € ImT. Deduci che se T & diagonalizzabile
wlora V=ImT @ KerT. & vero il viceversa?
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COMPLEMENTI
14C.1 1l polinomio minimo

L’ohiettivo di questo e del prossimo paragrafo & dimostrare il criterio di diagonalizza-
bilita. descritto nell’Osservazione 14.8. Prima di proseguire & necessario che tu legga
(o abbia gia letto) i Complementi al Capitolo 11.

Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V sul campo K. Preso un

polinomio
p(t) = agt? + ag1t? + -+ ap € K[t],

'endomorfismo p(T) € L(V, V) & dato per definizione (vedi I'Osservazione 14.8) da
p(T) = aqT% 4+ a1 TP+ +agidy .
I facile verificare (Esercizio 14C.1) che se p, ¢ € K[¢] sono due polinomi allora
p(T) 0 ¢(T) = (pg)(T) = ¢(T") o p(T); (14C.1)
in particolare, g(T)(Kerp(T)) C Kerp(T) e ¢(T) (Imp(T)) C I p(T).
_ Come indicato nell’Esercizio 14.11, pud capitare che p(T") sia I'applicazione nulla;
indichiamo con 7 l'insieme dei polinomi per cui questo accade. In simboli,

Ir = {p e K[t] | p(T) = O}.

Lemma 14C.1 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita sul campo K. Allora Iy & un ideale proprio di K[¢].

Dimostrazione. Prima di tutto, se py, p2 € Zr allora
(pr+p2)(T) =p1(T) +p2(T) =0+ 0 =0,
e p1 +p2 € T. Inoltre, se p € K[¢] e ¢ € Zr, la (14C.1) implica
(pa)(T) = p(T) 0 o(T) = p(T) 0 O = O,

per cui pg € Tr, e Ir & un ideale. Infine, 1 ¢ Iy e Iy # {0} (Esercizio 14.11), per
cui Zr & un ideale proprio. [

Definizione 14C.1 1l polinomio minimo dell’endomorfismo TV — V' & il genera-
tore monico ur dell'ideale T (vedi il Teorema 11C.6). Nota che ur & il polinomio
monico di grado minimo contenuto in Zr.

Osservazione 14C.1 Si pud dimostrare (Esercizio 15.20) che il polinomio caratteri
stico pp di T appartiene a I (Teorema di Hamilton-Cayley), per cui pr divide py-.
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;l po.hnO}mo minimo & esplicitamente calcolabile; per vedere come, ci servono
altro paio di definizioni e risultati.

(]iD.eﬁm.zmne ]:40.2 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di
imensione finita sul campo K, e v € V un vettore non nullo. Poniamo

Iro = {p€K[t] | v e Kerp(T)} = {p € K[t] | p(T)(v) = O}.

: facile verificare (esercizio) che 7., & un ideale proprio di K{t]; indichiamo con ug-
il suo generatore monico. . "

L.emma. 14C.2 SiaT:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimen-
sione finita sul campo K, e v € V un vettore non nullo. Allora M divide pr.

]?1most1~azmne. Per costruzione, Iy C Zr,; dunqie ur € Zr.y, per cui & un multiplo
di pp . ]

Lemrya 14(?.3 Sia T2V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di di-
mensione finita sul campo K, e v € V un vettore non nullo. Sia d > 0 il pin

p1z.:colo intero tale che v, T(v),..., T (v} siano linearmente indipendenti mentre
esistono oy, ..., aq.1 € K tali che

ag + oy T(v) + - - + ag T (v) + T4w) = O.

Allora i, (t) = 1% 4+ ag_ 197 4 -+ 4 .

Dimostrazione. Sia p(t) = t* + aj,_yt%~!
( R = k11 + -4 ag € I 1 1 i i
monico nell’ideale Z7,,. Dunque e i uelungue polinomio

aov -+ T(v) + - + 4k T () + TH(w) = O,

per cui v, T(v),... ,Tk(.v) sono linearmente dipendenti e quindi k > d. Questo vuol
dire 4che qualungue pohnc;mio monico in Zr, ha grado almeno d; siccome il poli-
1‘1f)m10 gty = t¢ + ad._I.t 14 ... 4 ap per jpotesi appartiene a Zr, e ha grado
esattamente d, dalla minimalita del grado di pr ., segue che U = q. ' 0

Proposizione 14C.4 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di

di i i i
mensione ﬁmtg su K, e{v1,...,v,} una base di V. Allora s € il minimo comumne
multiplo dei polinomi KT wyy oy 4T, - : :
: VU

{)imostraziong. Prima di tutto, dimostriamo che Zy = Iry, NN .Zj-’j“‘. . Infatti
:(/77(T) =0Osihav; € Kerp(T)=Vperj=1,...,n, per cui Zp C ITJ,; A NIy ,
x()cei:veisa, se p ? Irw, N o NIp,, allora p(T)(v;) = O per § ='1,...,n; e
sendo V1, ...,v,} una base di V questo implica che p(T° = ol ogni v ¢ V'
ciot p(T) = O e p € Tp. g PR = O por ot v e 1
Dunque Ir = Tro, N+ Ny, , ¢ la tesi segue dalla Proposizione 1 (i £
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Usando il Lemma 14C.3 e la Proposizione 14C.4 & possibile determinare esplicita-
mente il polinomio minimo di un endomorfismo. Scelta una base {vy,...,vn} di V,
per ogni § = 1,...,7 si caleolano v;, T(v;), ..., T% (v;) fino al minimo d; > 1 per cui
diventano linearmente dipendenti. Allora il Lemuma 14C.3 fornisce pr.v,s. ..y 470, ©
applicando le Proposizioni 14C.4 e 11C.11 troviamo ur.

Osservazione 14C.2 Vedremo nell'Esercizio 14C.4 che il grado del polinomio minimo
& minore o uguale a n = dim V. In particolare, se qualcuno dei pr ., ha grado n,
allora yur = pir..; senza bisogno di fare altri conti. Infatti in tal caso pr.; divide py,
e inoltre hanno lo stesso grado; basta quindi applicare il Lemma 11C.5.

Esemplo 14C.1  Sia T:R® — R? endomorfismo dato dalla matrice

1 -1 -1
1 -2 1
0o 1 -3

Vogliamo calcolare il polinomio minimo di T'. Cominciamo col trovare pr.e, - Abbiamo

1 0 0
Tler) =1{1|, T%e)=|-1|, T%e))=|3 | =—4T*(er) —T(e1) + ey,
0 1 —4

per cui il Lemma 14C.3 ci assicura che pre, (t) = t* + 4> + ¢ — 1. L'Osserva-
zione 14C.2 implica quindi che pr = pr., — e infatéi un conto veloce conferma
che fre, = UT.ey = UiT,ey -

Abbiamo quindi visto come il polinomio minimo sia effettivamente calcolabile. 11
nostro prossimo obiettivo & mostrare come il polinomio minimo ci dica esattamente
quando un endomorfismo & diagonalizzabile. Il risultato cruciale & il

Teorema 14C.5 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, e pr € Kt] il poli
nomio minimo di un endomorfismo T € L(V,V). Sia pr = p[*' - p7'* la fattorizza
zione (11C.6) di pr, dove p1,...,ps € K[t] sono polinomi monici irriducibili distin(r.
e ponjamo V; = Kerp_','f"" (Typerj=1,...,s. Allora

V=W& &V,

Dimostrazione. Se s = 1 I'asserto & ovvio; assumiamo quindi s > 2, e procediaiun
per induzione sulla dimensione di V. Se dimV =1 non c’e nulla da dimostrare; =i
allora dim V' > 1 e supponiamo V'asserto vero per tutti gli spazi vettoriali di dimensione
minore di V. Poniamo §; = py'' € P2 = p3 2 ---py', in modo che pr = P12 con
¢ ji; relativamente primi. Vogliamo dimostrare che V = 11 @ Va, dove Vs = Ker pa(7'1,
nola che Vi, Vi £ V in quanto ), e pp hanno grado strettamente minore di yo e quindh
nan appartengono a Ip.

14C.1 1l polinomio miniimo 363

_ .Essendg P e 1~32 relativamente primi, I’Osservazione 11C.1 fornisce q1, g2 € K|/
tali che ¢15) + gafia = 1; quindi

@(T) o 51(T) + q2(T) 0 52(T) = id,, . (14C.2)

Prendiamo v € V; N Va; allora
v =idy (v) = ¢, (T) (B (T)()) + @(T)(F2(T)(v)) = ¢ (T)(Oj + ¢(T)(0) =0,

per cui Vi NV, = {O}. Infine, per v € V i p
: 1§ qualunque poniamo v; = ¢,;5;(T) (v
con j =1, 2. La (14C.2) implica che v = v, + vy; inoltre ! wPiOe).

Pa(T) (1) = (B2(T) 0 qu(T) © 51 (T)) (v) = ¢ (T)((5: (T) o $2(T)) (v))
= a(T)(pr(T)(v)) = (THO) = O,

per cui vy € Vo, Analoga be si di Y indi %
\,Olevamolh 2. Analogamente si dimostra che vy € V4, e quindi V = V; @ ¥, come

. Qra, 1’.Esercizio 14Q.1 implica che T(V2) C Va; inoltre fp & proprio il polinomio
minimo di 7| v,- Infatti, se cosi non fosse esisterebbe un polinomio § di grado stret-
lamente m~1n~0re del grado di 5 tale che §(TH(@) = O per ogni ¥ € V. Ma allora
Avremmo 514(TY(v) = O per ogni v € V (perché?), col grado di p,§ strettamente
minore del grado di 15, = ug, impossibile.

Dunque possiamo applicare Pipotesi indutti / [/
y ; : tiva a Vi =V ..
o inqu P i 2, ottenendo VL, = Vo - @ VB

l)eﬁnizionc‘a .14.C.3 Diremo che un polinomio p € K[t] non ha radici multiple se

lnlll,e le radici di p hanno molteplicita 1. Diremo che p ha tutte le radici in K se si

pno scrivere o
p(t) =clt— A1) (t— A

canc#£0e Ay,..., Mg € K non necessariamente distinti.

Ed ecco annunciato criterio:

¢ ,01'0.I]ar10 .14C.6 Sia T"V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di di-
nensione finita sul campo K. Allora T' & diagonalizzabile se e solo se up ha tutte o
tadici in K e non ha radici multiple.

l)imosgazione‘ Slllpponia.mo che T sia diagonalizzabile, e sia B = {viy v} a
hise di autovettori. Chiaramente, B () =t — X per j = 1 n, dove A, ©
i . . .. T ! ! e

I'antovalore di v;. Quindi il Lemma 14C.4 implica pr(t) = (= X)) (1 ~ /\J,.)

dove Ay, ..., A € K sono gli autovalori distinti di T, per cui pp ha tutte le radici in I
v non ha radici multiple. "

\'/ i(:fever§a, supponiamo che up soddisfi le ipotes; quindi esistono Aj.... N\, «
rhsf.mtx tali che pr(t) = (£ — A;)--- (¢ — Ay). Per il Teorema. 14C.5, ])nssulix;n allon
wrivere V=11 @ - - @ Vi, dove V; = Ker(T' — Ajidy) & proprio I'ntilospizio 1l v

#3,. ¢ abbiamo dimostrato che T & diagonalizzabile. '
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Osservazione 14C.3 Puo capitare che up abbia tutti gli autovalori ne'l campo ma T'.
non sia diagonalizzabile. Per esempio, sia T:R? — R? dato dalla matrice

11

0 1’

Un conto veloce mostra che pr(t) = (t — 1)2, per cui T non & diagonalizzabile.

Dunque il polinomio minimo (che, come abbiamo visto, & 'esplicitamfar{te calco-
labile) ci dice se un endomorfismo & diagonalizzabile. O meglilo, ce lo dird quando
saremo in grado di stabilire se un polinomio ha tutte le radici ne% campo e non ha
radici multiple. Anche questo si pud fare, ed & ’obiettivo del prossimo paragrafo.

14C.2 11 Teorema di Sturm

In questo paragrafo descriveremo delle tecniche che permettono di stabilire se un
polinomio ha radici multiple, e se ha tutte le radici in R; come conseguenza t.roverem(?
un algoritmo per stabilire se un endomorfismo & diagonalizzabile senza bisogno di
calcolarne gli autovalori.

Cominciamo con

Proposizione 14C.7 Sia p € K[t] un polinomio non costante, e p’ € K[t] la sua
derivata. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) p ha una radice di molteplicitd maggiore di 1;

(ii) p e p’ hanno una radice in comune;

(i11) il massimo comun divisore di p e p’ ha una radice in K.

Dimostrazione. (i) = (ii). Supponiamo che A¢ € K sia una radice di molteplicita
almeno due. Allora possiamo scrivere p(t) = (t — Ag)%q(t) per qualche ¢ € K[t].
Dunque )

P'(t) = 2(t — Ao)a(t) + (£ — M)?q'(2),
per cui )p & radice anche di p'.

(ii) = (i). Supponiamo che )¢ € K sia una radice comune di p e p’. Possiamo
certamente scrivere p(t) = (¢ — Ao)q(t) per qualche ¢ € K[t]. In particolare,

p'(t) = q(t) + (t = Xo)d (1),

per cul p'(Mg) = q(Xo). Essendo p'(Ag) = 0 per ipotesi, ne segue che t — A divide
anche ¢, e quindi Ag & radice di p di molteplicita almeno due.

(il) <= (iii). Lo scalare A\g € K & radice sia di p che di p’ se e solose t—Ag divi(l.v

H

sia p che p’ se e solo se ¢ ~ g divide (p,p’) se e solo se Mg & radice di (p,p'). 13

Dunque per vedere se p ha radici multiple ci basta controllare se il massimo comun

divisore di p e p’ ha radici in K. Se K = C, il massimo comun divisore non ha radici -

se e solo se & una costante, per cui abbiamo dimostrato il
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Corollario 14C.8 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di di-
mensione finita su C. Allora T & diagonalizzabile se e solo se (pr, pp) = 1, dove T
¢ la derivata del polinomio minimo di T.

Quindi abbiamo trovato un algoritmo completamente soddisfacente per scoprire
se un endomorfismo su uno spazio vettoriale complesso & diagonalizzabile: si calcola,
il polinomio minimo pr, se ne fa la derivata W e si caleola il massimo comun di-
visore (ur, pf). Se (ur, pir) = 1 I'endomorfismo & diagonalizzabile, altrimenti non
lo &.

Sui reali invece per ora abbiamo il meno soddisfacente

Corollario 14C.9 Sia TV — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di di-
mensjone finita su R. Allora T & diagonalizzabile se e solo se pr ha tutte le radici
inRe (ur,puhp) = 1.

Dimostrazione. Basta osservare che se ur ha tutte le radici in R anche (pr, wi) le
deve avere, per cui asserto segue dal Corollario 14C.6 e dalla Proposizione 14C.7.0J

Dobbiamo quindi trovare un criterio che dica quando un polinomio p € R[] ha
tutte le radici in R, almeno nel caso in cui p e p siano relativamente primi.
Ci servono due definizioni,

Definizione 14C.4 Sia ¢ = (cos---,¢s) € R® una successione finita i muner
reali. Se tutti gli elementi della successione sono diversi da zero, divemo nurnero di
variazioni Vs in ¢ il numero di indici 5 tali che ¢;j¢;.41 < 0, cioé tali che ¢; € ¢y abbiano
segni opposti. Se invece qualcuno degli elementi della successione ¢ ¢ nullo, diremo
numero di variazioni Vs in c il numero di variazioni della successione ¢’ composta
dagli elementi non nulli di c.

Definizione 14C.5 Sia p € R{t] un polinomio non costante. Diremo sequenza,
standard associata a p la successione pg, P1,- -+, Ps € R[t] di polinomi cosi definita:

po=p, p=p, i
Po = qp1 — pa, con degp, < degp,

Pj~1 = iPj —Pi+1,  con degpjyy < degp;,

Ps—1 = QsPs, (CiOé Ds+1 = 0)

In altri termini, la sequenza standard & ottenuta modificando il segno del resto nel-
I'algoritmo di Euclide per il calcolo del massimo comun divisore di p e p’. Dunque p,,
# meno di una costante moltiplicativa non nulla, & il massimo comun divisore di p
e p'; in particolare, (p,p’ ) =1 se e solo se p, & una costante non nulla.

1l risultato che cerchiamo sard una conseguenza del seguente Teoremd di Sturm:

.
|
|
\
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Teorema 14C.10 (Sturm) Sia p € R[t] un polinomio t'ale che (p,p)=1,¢e pre111—
diamo due numeri reali a < b tali che p(a)p(b) # 0; sia 1'11olltre p();" .,ps € R[t] a
sequenza standard associata a p. Allora il numero di radici di p nell’intervallo {a,b) &
dato da V, — W, dove a = (po(a), ..., ps(a)) e b= (po(b),...,ps(b)).

Dimostrazione. Cominciamo elencando alcune proprieta della sequenza standard.
(a) ps non ha radici in {a,b], e po(a)po(b) # 0: sono le ipotesi. '
(b) Se Ao € la,b] & una radice di p;, con 0 < j < s, allora pj—1(Ao)pj+1(Mo) < 0.
- Infatti, o,
pi-1(R0) = ¢;(A0)p; (Ma) — pj+1(Ao) = —pj41(Do);

i i-1(Aa) = 0 allora ¢t — Ay dividerebbe sia p; che p;_1. E quix.ld\i
gigiggelsi)iogspji?e 1(:E)sfll)via, per cui ¢t — g dividerebbe sia p che p’, eventualita
che abbiamo escluso.

(c) Sia Ao € [a,b] una radice di p, e @ < XNy < BB ta'mli che po(t)pi(t) # tO pe(])‘
ognit € (&, Ag)U(Xg, B). Allorapy(t)p1(t) < 0 per ognit € (a,.AO) ?po(t)pl (h) >
per ogni t € (Ao, B). Infatti, per la Proposizione 14C.7 il polinomio p non ha ra‘-.
dici multiple, per cui po(t) = (£ — Ao)g(t) con q(AO)' = pl()\o).;«é 0. SlccomeSpel'
ipotesi p1(t)q(t) % 0 in (e, §), il Teorema dei valori intermedi (Teorema 1); ) ;:)1
assicura che p1 (t)q(¢) > 0 per ognit € (o, 8). Allora po(t)p1(t) = (t—Ao)p1 (£)g(
ha lo stesso segno di t — Ag in (a, 8), come voluto. B

Ora decomponiamo Vintervallo [a,b] utilizzando le radici dei p;. In altri termin,

prendiamo dei punti

a=ag<a; < < am=~b

tali che nessun p; abbia radici in (aj,aj41) per i = 0,...,5e j = 0,...,m — 1.
. . ] - 1
Scegliamo inoltre A; € (a;,a;j41) per j=0,...,m : ' ~
Per A € R poniamo A = (po(A),...,ps(A)). Vogham(') dlmqgtrare che: Va _'VA",'.
Siccome ciascun p; non ha radici in {ag, a1 ), il Teorema dei valori intermedi ci assicura

he |
- pi{ao)pi(Ro) 2 0 (14C.3)

per i = 0,...,s; in particolare, se ag non e radice di nessuno dei Pi, a,b'biamo sn
bito Vo = V,. Supponiamo invece che p;,{ag) = 0 per qualche ig; chlarament.g,
dev'essere 0 < ig < s. La proprietd (b) allora ci dice che pi,-1(a0)pio+1(ao) < 0.
per cui (14C.3) implica che p;,41(ao) € pioi}(Ao) hanno lo st(f,sso segno, c}a cui :;)
gue che ps—1(Xo)Pig+1{ro) < 0. In conclusione, il numero di Va.I"laZIOIlzi & '111111»(;(,} (;
in (pio——l(ao)’0!p‘iu+1(a‘0)) che in (p’iO"l(Ao)v'pin.(’\o)ipio%-l(AO))' Ripetendo i ]:()
namento per tutti i possibili 49 otteniamo quindi che V, = Vi, sempre, f:ome Vo i ; |'|
In modo analogo si dimostra che Vi,,_, = V. Prendiamo ora 0 < j < m - -
ragionamento di prima mostra che Vi, = Vi,,, se p(aj1) # 0. Supp;\)mami 1(;1\/()(((1
che p(aj4+1) = 0. Allora la (c) dice che po(A;)p1(N;) < 0 e po(Ajr1)pa( j_Hg In,ﬁlm.\
cui (po()\j),pl(Aj)) ha una variazione mentre (p0(>\j+1),p1(>\j+])) non ne ha. : I;
il solito ragionamento mostra che (pi_l(Aj),p,:(Aj),pH](/\j)) ha %o s.tesso numem_(“
variazgioni di (pi—1{Aj41), Pi(Aj+1), Pis1(Aj41)) quando ¢ > 1; quindi se p(aj41) =

siha Wy, —~ W, = 1
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Ora possiamo scrivere

[¥]

m—

Va—W = (Va ~ V)\u) + Z (VAJ - V}\j+1) + (V>\m—1 - Vb);
=0
ma abbiamo dimostrato che V, = Vags Vo = Vi, _, e che (V= Va,)=001a

seconda che p(a;1,) #£ 0o plaj41) = 0; quindi V, —~ W4, & proprio il numero delle radici
di p in [a, b]. O

Osservazione 14C.4 11 Teorema di Sturm vale anche senza ipotesi (p,p’) = 1; vedi
I'Esercizio 14C.5.

Dunque il Teorema. di Sturm ci dice come localizzare le radici reali di un polinomio;

con una piccola variazione ci pud anche dire esattamente quante sono. Per dimostrarlo
ci serve i}

Lemma 14C.11 Sia p(t) = aut? +

-+ ag € R[t] un polinomio non costante, e
prendiamo

Co = max{|aq), ..., jaql}.
Allora p(to) ha o stesso segno di ay e p(~te) ha lo stesso segno di (~Dfy non

appena to > dCo/lay| > 1. In particolare, plto) # 0 per |tg| > d Co/lal.

Dimostrazione. Infatti abbiamo

lag—1t57" + - + ao| < Jagortd !+ 4 lao| < Colfto]*~" + -+ 4 1]
< dColto]*™ < |agtd],

per cul il segno di p(to) & totalmente determinato dal segno del coeficiente direttivo. [}

E quindi

Corollario 14C.12 Sia P € R[t] un polinomio non costante con (»,p) = 1. Indi-
chiamo con py,...,ps € R[t] Ja sequenza standard associata a p, e siano d; il grado
e ¢; € R il coefficiente direttivo di Pj, per j =0,...,s. Allora il numero di radici reali
dipeéV_—V,, dove V. & il numero di variazioni nella successione (cg, . ..,c,), e V_ &
il numero di variazioni nella successione ((~1)d“cn, e, (~1)db‘cs).

imostrazione. Per il Lemma 14C.11, esiste un M > 1 tale che pi{M) ha lo stesso
negno di ¢; e p;(— M) ha lo stesso segno di (—1)%¢; per j = 0,... + 8; inoltre possiamo
supporre che tutte le radici reali di p slano contenute in [=M, M]. Allora ci basta
npplicare il Teorema 14C.10 con @ = ~M eb=M. ‘ O

Finalmente abbiamo un metodo effettivo per stabilire anche su R se un endomor-

fismo & diagonalizzabile. Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V

# R o su C. Per stabilire se 7" & diagonalizzabile bisogna. procedere come segne:

[N
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(1) Calcolare il polinomio minimo pr di T . s costant

(2) Calcolare la sequenza standard po, ...,ps associata a ur. Se‘ Ps non.e costan e.7
'endomorfismo T non & diagonalizzabile. Se p, & costante e siamo sui complessi,
T & diagonalizzabile su C. Se p, & costante e siamo sut rvetali, p.roseguire.

(3) Calcolare, usando il Corollario 14C.12, il numero di radici reali {che sono neces-
sariamente tutte distinte, in quanto ps costante implica che pr e la sna f:le.zrlvat.a
sono relativamente primi) di pr. Se pur ha esattamente d = deg pr radici reali,
I’endomorfismo T' & diagonalizzabile su R; altrimenti non lo &.

EsEMPIO 14C.2 Sia T:R3 — R3 lendomorfismo dell'Esempio 14C.1. Sappiamo
che pr(t) = t% 4+ 4t? +t — 1. La sequenza standard &

po(t) =3+ 482 + ¢t -1, pi(t) = 3t2 + 8t 4+ 1,
pa(t) = Ft+ 3, pa(t) = 1.

Dunque sicuramente T' & diagonalizzabile su C. Per vedere2 Gcoga accadeziuTR, il
Corollario 14C.12 ci dice di considerare le successioni (—1,3, -5, ;) e (}, 3,%,%),da
cui troviamo V_ — V. = 3 — 0 = 3. Dunque pr ha tre radici reali distinte (anche se
non sappiamo quali sono), e T & diagonalizzabile su R.

Esercizi

14C.1 Siano p, ¢ € K[t} polinomi, e T:¥V — V un endomorfismo. Dimostra che
(g)(T) = p(T) o g(T) e che p(T) 0 ¢(T') = ¢(T) o p(T). Deduci che

g(T)(Kerp(T)) € Kerp(T) e g(T)(Imp(T)) € Imp(T).

14C.2 Sia T:V — V un endomorfismo. Dimostra che v € V' & autov.ett'ore di T
relativo a A € K se e solo se ury(t) =t — A Deduci che gli autovalori di T. sono
esattamente le radici di pur. (Suggerimento: se A ¢ sp(T) allora T—Aidy & invertibile.)

14C.3 Sia T:V — V un endomorfismo tale che ur = p™, dove p € K[t} & un poh:
nomio irriducibile. Sia B = {v1,...,v,} una base di V; dimostrfet che esis?e unwv; € B
tale che pro, = pr. In particolare, degpur < dim V. (Suggerimento: ciascun pr.,
divide pr, per cui & della forma p* con k; < m.)

14C.4 Sia T:V — V un endomorfismo. Dimostra che deg/,LT.S dxm V (Sug
gerimento: sia pr = py---po la fattorizzazione di pr in polinomi 1rr1d1‘1<:1b111,
Posto V; = Ker p;.”j (1), applica I'Esercizio precedente a ciascun V; e poi usa il Teo
rema 14C.5.)

14C.5 Dimostra che il Teorema di Sturm vale anche per polinom:l p € R[t] tali
che (p,p/) # 1. Deduci che il criterio del Corollario 14C.12 formsc'e il numero
delle radici reali distinte di qualungue polinomio p € R[t]. (S"uggenmeni.;o: po-
sto p; = p;/(p,p’), dove po,...,ps & la sequenza stande?rd assomat‘a ap, dilmosi‘r:;
che la sequenza fo, . . .,Ps gode delle proprietd (a)-(c) viste nella dimostrazione de
Teorema 14C.10.)

15

Il Teorema spettrale

In questo capitolo continuiamo lo studio di autovettori e autovalori, trattando il caso
degli spazi vettoriali metrici. Il problema principale stavolta & determinare quando
esiste una base ortonormale che diagonalizzi o triangolarizzi un dato endomorfismo.
Vedremo che una base ortonormale di autovettori esiste nel caso complesso se e solo
se I’endomorfismo commuta con la propria aggiunta; nel caso reale se e solo se l'en-
domorfismo & simmetrico. Dimostreremo poi che esiste una base ortonormale che
triangolarizza un dato endomorfismo se e solo se 'endomorfisino ha tutti ghi auto-
valori nel campo; in particolare, tutti gli endomorfismi di spazi vettoriali complessi
sono triangolabili. Infine, i Complementi a questo capitolo sono dedicati a dimostrare
Pesistenza e unicita della forma canonica di Jordan di un endomorfismo triangolabile.

15.1 Basi ortonormali di autovettori

Ne] capitolo precedente abbiamo dimostrato un criterio necessario e sufficiente perché
un endomorfismo T: V' — V di uno spazio vettoriale qualunqgue fosse diagonalizzabile.

-Supponiamo invece che V sia uno spazio vettoriale metrico (su R o su €); & naturale

chiedersi quando esiste una base ortonormale di autovettori di 7. Come vedremo, la
risposta consistera in due criteri (uno sui complessi e laltro sui reali) molto semplici
da verificare.

Per capire da dove partire, supponiamo che B = {v1,...,v,} sia una base orto-’
normale di autovettori per un endomorfismo TV — V di uno spazio vettoriale me-
trico V. Indichiamo con A; € K 'autovalore relativo a v;, in modo che T'(v5) = \jvy

per j =1,...,n. Prendiamo v € V; sappiamo che rispetto alla base B il vettore v si
5Crive come
n
v = Z('u,vj)vj.
j=1

- Applicando T troviamo

T(U) = Z )\j <’U, ’Uj)'l)j.
i=1
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Ma allora.

T = 3 PPl = ol
SRS STl =IO

dove T*:V — V & P'aggiunta di T' (vedi il Paragrafo 12.7), e abbiamo usato la Pro-

osizione 12.4 e il Corollario 12.5. o !
g Dunque esistenza di una base ortonormale di autovettori implica che necessaria-
mente || T'(v)| = ||T*(v)|| per ogni v € V. Questo suggerisce la seguente

Definizione 15.1 Un endomorfismo T:V — V di uno spazio vettoriale metrico V
& detto normale se ||T'(v)|| = ||T*(v)|| per ogni v € V.

ESEMPIO 15.1 Cli endomorfismi autoaggiunti (Paragrafo 12.8) sono chiaramente
normali, come pure le isometrie (perché? Vedi I'Esercizio 12.29).

Vi & un modo semplice per verificare se un endomorfismo & normale:

Proposizione 15.1 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale me-
trico V. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) T énormale; .
(1) (T(v), T(w))y = (T" (v}, T*(w)) per ogniv, w € V;
(i) ToT" =T"oT.

Dimostrazione. (i) = (ii). Supponiamo di essere sui reali; la dimost‘ramone n;j
caso complesso & analoga. Ricordando la Proposizione 12.2.(vi) per ogni v, w €
otteniamo

(T(), T(w)) = [[[T(v Y+ T w)||2 ||T(1))-—T(w)[|2]

(T + ) = 7w = w)l?) = (1T (0 + )| = 1T (0 =)l
17" (0) + T* @)l ~ I (@) = T @)}

(), T (w)),

1
T4
1
4
1
4
=(T

come voluto.
(i) = (iii). Infatti la (ii) implica che

(0, (T o T)(w)) = (T'(v), T(w)) = (T*(v), T"(w)) = (v, (T o T")(w))

per ogni v, w € V, ¢ quindi 7% o T = T o T* (Proposizione 12.1).
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(iii) = (i). Tnfatti

IT@I* = (T(2), T(v)) = (v, (T* o T)(v)) = (v, (T o T*)(v))
={T"(v), T*(v)) = ||T* ()| ‘

per ogniv € V. 0

Dunque per vedere se un endomorfismo & normale basta, controllare se commuta
con la sua aggiunta.

EseEMPIO 15.2  Consideriamo I'endomorfismo T:C2 — €2 rappresentato rispetto

alla base canonica di C? (che & una base ortonormale per il prodotto hermitiano
canonico) dalla matrice

Si verifica facilmente che

1—-14 2

per cui ToT™ = T oT (vedi 'Esempio 12. 18), e T & normale pur non essendo unitario
o hermitiano.

La normalita & esattamente la condizione che ci assicura l'esistenza di una base
ortonormale di autovettori, non appena 'endomorfismo ba tutti gli autovalori nel

campo. Per dimostrarlo ci serve un risultato di collegamento fra endomorfismi normali
¢ autovettori.

Proposizione 15.2 Sia T:V — V un endomorfismo normale di uno spazw vetto-
riale metrico. Allora:

(i) il vettore vg € V & autovettore di T relativo all’autovalore )\ se e solo se vy €
autovettore di T relativo all’autovalore o;

(ii) autovettori di T relativi ad autovalori distinti sono automaticamente ortogonali.
Dimostrazione. (i) Sia v € V un vettore qualunque. Allora si ha

I7(v) ~ Aol = (T (v) — Myv, T(v) — Agu)
={T(®), T(v)) = Xo{v, T'(v)) — Xo(T'(v), v) + Ao Xo(v, )
= (T*(v), T*(v)) — Ao{T*(v),v) — /\o(v, T*(v)) + dodo(en )
=T (v) - Xov]|>.

Quindi vy € V & un autovettore di T relativo a Ao se e solo se || T"(vy) ~ Apenfl 0
v solo se ||T™(vo) — Xguo|| = 0 se ¢ solo se v & un autovettore di 7" relnfive o A
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(ii) Infatti prendiamo v € V) e w € V),. Grazie a (i) troviamo che
My, w) = (T(v),w) = (v, T"(w)) = (v, pw) = u{v,w),
ed essendo A # u segue che (v, w) = 0. 0
E allora abbiamo il

Teorema 15.3 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale metrico V
sul campo K. Allora esiste una base ortonormale B di V composta da autovettori
di T se e solo se T & normale e ha tutti gli autovalori in K.

Dimostrazione. Supponiamo che esista una base ortonormale di autovettori di T
Allora T ha necessariamente tutti gli autovalori in K (Lemimna 14.4) e il ragionamento
che ci ha portato alla Definizione 15.1 mostra che 7" & normale.

Viceversa, supponiamo T normale e con tutti gli autovalori in K, e procediamo
per induzione sulla dimensione di V. Se dimV = 1 non ¢’¢ nulla da dimostrare; sia
allora dimV = n > 1, e supponiamo lasserto vero per tutti gli spazi vettoriali metrici
di dimensione n — 1.

Sia. Ay € sp(T) un autovalore di T (per ipotesi almeno uno esiste), e pren-
diamo un autovettore v; # O relativo a );; possiamo supporre che |v;]| = 1.
Sia W = Span (v1)™; vogliamo dimostrare che T(W) C W. Ma infatti sia w € W
allora la Proposizione 15.2 implica che

(o1, Tw)) = (T*(v1),w) = (Mg, w) = A{vy,w) =0,

per cui T(W) € W. Dunque T|y: W — W & un endomorfismo normale di uno
spazio vettoriale metrico di dimensione n— 1. Inoltre, I'Esercizio 14.13 ci assicura che
anche T}y ha tutti gli autovalori in K. Per I'ipotesi induttiva, quindi. esiste una base
ortonormale {vy, ..., v, } di W composta da autovettori di T; e dunque {vy,va,. .. 2}
& una base ortonormale di V composta da autovettori di T. [

Nel caso complesso, il Teorema fondamentale dell’algebra ¢i permette di semplifi-
care ulteriormente questo criterio:

Corollario 15.4 Sia TV — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale metrico
suC. Allora esiste una base ortonormale di V composta da autovettori di T se e solo
se T & normale. In particolare, gli endomorfismi hermitiani e gli endomorfismi unitari
ammettono basi ortonormali di autovettori.

Dimostrazione. Infatti ogni endomorfisimo di uno spazio vettoriale complesso ha tutti
gli autovalori nel campo, grazie al Teorema fondamentale dell’algebra, e gli endomor
fismi hermitiani e unitari sono automaticamente normali (Esempio 15.1). b
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Corollario 15.5 Sia 4 ¢ M, »(C) una matrice quadrata a coefficienti complossi.

Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(1) esiste una base ortonormale di C* composta da autovettori di L 4;

(i) esiste una matrice unitaria U U(n) tale che U™V AU = UH ja di ;
(i) o5 o eyt ) U™ AU sia diagonale;

D.Jmostrazione. Lequivalenza di (i) e (iii) segue dal Corollario 15.4 e dall’Esem-
plo 12.18. La matrice di cambiamento di base dalla base canonica a una base or-
tonormale B contiene per colonne i. vettori di B, per cui & necessariamente unitaria
(Corollario 12.22). L’equivalenza di (1) e (i1) segue allora dal Corollario 14.2. Dv

ESEMPIQ 15.3 L’endomorﬁs1no T:C% — C? del’Esempio 15.2 & normale, per cui &
dlagonallz‘zabllg Cerchiamo una base ortonormale di autovettori. Cominciamo col
calcolare il polinomio caratteristico; si trova .

pr(A) =2 —2A+1-1

le cui radici sono Ay = 14 (1+4)/+/2, per cuis _ . .
, ! ; p(T) = {1+ (1+43)/v2,1-(1 .
L’autospazio V), & il nucleo della matrice U+ (+0)/v2,1- (1+0)/v2)

]~%(l+i) i .
1 AL
risolvendo si trova,
V,\+=Span(Ll_. >=S an( —\/LE )
\| 719 PR 2 g l)

. 1es . . .
c}olve nell’ultimo passaggio abbiamo semplicemente reso di lunghezza unitaria il vettore
della base. Il secondo autospazio & invece il nucles della matrice

Z5(1+19) i
1 Z5(1+9))’
per cui
1
Vi = Span ( 1 : ) = Span ( V2 :
—1=19) -ia-9l)’

nota che,.coerentemente con la Proposizione 15.2, V. e V_ sono automaticamentic
ortogonali. La base ortonormale cercata quindi & °

1 2
{ . V2 , V2 }
= ] 1 3 ’
LTCE) M Y Ry
An K: i i i
che nel caso reale ¢’ un enunciato molto preciso, che caratterizza tutti pli

endomorfismi diagonalizzabili da una base ortonormale. Per dimostrario ¢i serve i
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Lemma 15.6 Sia T:V — V un endomorfismo hermitiano di uno spazio vettoriale
metrico V complesso. Allora tutti gli autovalori di T sono numeri reali.

Dimostrazione. Sia Ay € C un autovalore di T, e vy # O un suo autovettore. Allora
Xollvoll? = (Aovo, v0) = (T(v0), o) = (vo, T(¥0)) = (vo, Aovo) = Aollvgll>-
Quindi My = Ag, ciod A & reale. O

Lemma 15.7 Sia T:V — V un endomorfismo simmetrico di uno spazio vettoriale
metrico V reale. Allora T ha tutti gli autovalori in R.

Dimostrazione. Fissiamo una base ortonormale B di V, e sia A € M, ,(R) la ma-
trice simmetrica (vedi I'Osservazione 12.13) che rappresenta T rispetto a questa base.
Praticamente per definizione, gli autovalori di T sono gli stesst di La:R" — R™. Ora
possiamo considerare L4 anche come un endomorfismo di C", rappresentato esat-
tamente dalla stessa matrice. Essendo A simmetrica, & in particolare hermitiana;
quindi L4:C" ~+ C™ & un endomorfismo hermitiano rispetto al prodotto hermitiano

canonico di C", e dunque ha tutti gli autovalori in R (Lemma 15.6). ]

Di conseguenza gli endomorfismi simmetrici sono sempre diagonalizzabili su R
tramite una base ortonormale. Il risultato notevole, noto come Teorema spettrale, &
che non ce ne sono altri:

Teorema 15.8 (spettrale) SiaT:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale
metrico V su R. Allora esiste una base ortonormale di V' composta da autovettors
di T se e solo se T é simmetrico.

Dimostrazione. Se T & simmetrico, & ovviamente normale e per il Lemma 15.7
tutti gli autovalori in R; quindi il Teorema 15.3 ci fornisce una base ortonormale di V'
composta da autovettori di T'.

Viceversa, supponiamo che una tale base B esista. Allora rispetto a questa base 7’
& rappresentato da una matrice simmetrica (addirittura diagonale); essendo la basc
ortonormale, per 1'Osservazione 12.13 questo vuol dire che T' & simmetrico. i

Corollario 15.9 Sia A € M, .,(R) una matrice quadrata a coefficienti reali. Allora
le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) esiste una base ortonormale di R" composta da autovettori di L a;

(i) esiste una matrice ortogonale U € O(n) tale che UT'AU = U T AU ¢ diagonale:
(ii1) A é simmetrica.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 15.8 procedendo come per il Corollario 15.5. |

Il Teorema 15.8 & la principale ragione dell'importanza degli endomorfismi sin
metrici: sono gli unict endomorfismi diagonalizzabili su R tramite basi ortonormali
Questo risultato & anche cid che ci ha spinto a studiare 1 prodotti hermitiani: infatt:
la. dimostrazione dipende in maniera essenziale dai numeri complessi.
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EseMPIO 15.4 Prendiamo la matrice simmetrica

A=

— O e
N = O
=D =

che{ ora sappiamo essere diagonalizzabile; vogliamo una base ortonormale di autovet-
tori. Prima. di tutto troviamo gli autovalori:

pa(A) = det(A — M) = (1= N)[(1 =\ — 8] = (1 = N)(1 + V5 — A)(1 ~ V5 ~ \),

per cui sp(4) = {1,1+ /5,1 — +/5}. Risolvendo i relativi sistemi t;'oviamo

. ~2 1 1

V1 = Span 1 R Virvs = Span 2 » * Vi_y5 = Span 2
0 V5 -5

Quindi una base ortonormale di autovettori di A &

—2/V5| [1/VI0] |1/v/10
1/V5 |,|2/V10|,| 2/V10
0 V2| |-1/v/2

Ossefv.aZ/one 15.1 Ovviemente esistono anche endomorfismi diagonalizzabili non sim-
metrici; semplicemente, la base di autovettori non & mai ortonormale.

ESEMPIO 15.5 L’endomorfismo T:R? — R2 rappresentato dalla matrice
30
12

I8 diagon\emligzabile.ﬂin quanto ha esattamente due autovalori distinti (sp(T)) = {3,2}),
ma non ¢ simmetrico. Una base di autovettori & data per esempio da

s={Ji [}

15.2 Endomorfismi triangolabili

.‘\‘1" Pendomorfismo TV — V non & normale, una base ortonormale di autovﬁlnri non
esiste. Una variante della tecnica utilizzata nella dimostrazione del Teoro.ln:n 153 ¢i
permette perd di trovare una base ortonormale che triangolarizza T non appena fuin
1li autovalori sono nel campo:
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Teorema 15.10 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio v.et.t.o,riale V sul
campo K. Allora T & triangolabile se e solo se ha tutti gli gutovalon ‘111 K. IIlOIbI‘?.
se V & uno spazio vettoriale metrico la base.che triangolarizza T pud essere- scelta
_ortonormale.

Dimostrazione. Se T & triangolabile sappiamo gia che deve avere tutti gli autovalori
in K (Lemma 14.4); quindi dobbiamo dimostrare solo il viceversa.

Siccome (Proposizione 12.15) su V & sempre possibile mettere un prodotto scalare
{0 hermitiano) definito positivo, possiamo direttamente supporre V metrico e cercare
una base ortonormale che triangolarizzi T'.

Posto n = dimV, siano Ag,..., A, € K gli autovalori di T, ripetuti secondo la
rispettiva molteplicita algebrica. Vogliamo una base ortonormale B = {vy,...,vn}
di V tale che T(v1) = Moy e

T(vj41) = Nj+1vi41 €V (15.1)

per j = 1,...,n — 1, dove V; = Span (v1,...,v;). Infatti (16.1) vale sc e solo sc
esistono a;; € K tali che

T(vj41) = Ajp1Viat + GV -+ o+ G415

e quindi la matrice che rappresenta T rispetto a B & triangolare superiore. .

Come v prendiamo un autovettore di T relativo a A di norma unitaria. Sup-
poniamo ora di aver determinato v,...,v; come rich‘iesto; voghamo t.rova.vre Ui
Sia W = \/’f,-L: indichiamo con PV — W la proiem\one ortogonale su W, e por
niamo Tj = I o Ty, Wy — W,. Se {wjt1,..., Wy} & una base qu\alunque di 1,
rispetto alla base {v1,...,j, Wj41,..-,wa} di V Pendomorfismo T & rappresentato
da una matrice della forma
AlB
‘0 c|’

dove A € AM;;(K) & triangolare superiore con ALy, Aj sulla c.lia‘gonale principale
Siccome Pj(v;) = O per 1 < h < je P]‘('ll')k) = w, per j+1 <k £ now

verifica facilmente (esercizio) che C & la matrice che rappresenta T; rispetto alls
base {wj.1,...,w, ) di W;. Grazie all’Esercizio 9.10 vediamo che

(o =2+ O = A) = pr(A) = det(A = ) det(C = AL) = (1 = A) -+ (4 =A)pr; (A

quindi gl autovalori di Tj s0n0 Aji1s---) An- Prendia'mo allora vjq; € W; un autovet
tore di Ty relativo a Aj4 di norma unitaria. In particolare P (T (vj+ J))L= Aj1t,
ciod (per definizione di proiezione ortogonale) T(vj4+1) — Aj+1u541 € Wi =V}, cone
voluto. Procedendo in questo modo costrutamo la base cercata.
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Corollario 15.11 Sfa A una matrice quadrata di ordine n 'a coefficienti complessi.
Allora esiste seipre una matrice unitaria U € U(n) tale che U= AU = U AU*sia
-triangolare superiore.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 15.10 procedendo come per il Corollario 15.5. O

Corollario 15.12  Sia A una matrice quadrata di ordine n a.coefficienti reali. Allora
le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) Ly é.triangolabile;
(1) L ha tutti gli autovalori in R; .
(iii) esiste una matrice invertibile B € GL,(R) tale che B~' AB sia triangolare supe-

riore;

(iv) esiste una matrice ortogonale U € Q(n) tale.che U~ AU = UT AU sia triangolare
‘superiore.

Dimostrazione. Di nuovo segue subito dal Teorema 15.10. O

La dimostrazione del Teorema 15.10 suggerisce anche una tecnica per trovare una
base che triangolarizza un dato endomorfismo.

ESEMPIO 15.6 Vogliamo trovare una base {v, vy, v3} ortonarmale rispetio al pro.
dotto scalare canonico che triangolarizzi U'endomorfising 7' R?

R rappresentato
dalla matrice

3 1 2
A=1-2 0 -2|.
-1 0 -1

(‘ominciamo col cercare gli autovalori di T'. Si ha
pr(d) = det(A — Al3) = =A% + 202 — A = (=A)(1 - M),

per cui sp(T) = {0,1}. L’autovalore 0 ha molteplicitd algebrica (e quindi geome-
Irica) 1; Pautovalore 1 invece ha molteplicith algebrica 2 ma molteplicith geometrica 1,
th quanto

2 1 2
rg(A—Iy) =rg|-2 -1 =2|=2
-1 0 =2

.
It particolare, T non é diagonalizzabile. Per determinare una base ortonormale che

iriangolarizzi T' cominciamo col trovare un autovettore relativo all’autovalore 1. Ri-
~olvendo il sistema Az = x otteniamo

V) = Span 2 ,
1
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per cui possiamo prendere come primo vettore della nostra base

~2/3
v = 2/3
1/3

Ora, I'Esercizio 12.27 ci dice che la matrice che rappresenta rispetto alla base canoxnica
la proiezione ortogonale su V; & v1v] (nota che v{ v = ||oy||? = 1); quindi la matrice
che rappresenta la proiezione ortogonale Py su Wy = V- & Iy — ;0] (in quanto la
somma delle due proiezioni ortogonali deve dare l'identitd). Quindi la matrice che
rappresenta Ty = PjoT &

5/9 4/9 2/9]]3 1 2| [5/9 5/9 0
A= (Ia—vol)A=14/9 5/9 -2/9/|-2 0 -2[=|4/9 4/9 0.
2/9 —2/9 8/9||-1 0 —1| |2/9 2/9 0

Vogliamo ora un autovettore vy di T relativo a Ay = 1 di norma unitaria; nota che
siccome .
Vg = )\Z_IPI (T(’U2)) eImpP, = Vl ,

il vettore v, & automaticamente ortogonale a v;. Calcolando Pautospazio relativo a |
di A, troviamo
5/3v5

vp = [4/3V5].
2/3v5

Posto V3 = Span (v1,v2), 'Esercizio 12.27 dice che la matrice associata alla proiezione
ortogonale su Vz & BBT, dove B = |v; vy| (nota che BTB = I in quanto {v, v} ¢
una base ortonormale di V3). Quindi la matrice associata a Th = Py o T &

0 0 0|13 1 2 0
Ay=(I3—BBNA=0 1/5 -2/5/|-2 0 =2|=10
0 -2/5 4/5||-1 0 —1| |0

(e B e aw ]
o OO

Questo vuol dire (perché?) che Im T C V3; quindi il terzo vettore della base cercata
puo essere un qualunque vettore di lunghezza unitaria ortogonale a V. Per trovarlo,
prendiamo w; ¢ V3 qualunque; allora vs = Py(ws)/||P2(ws)|| & come voluto. Per
esempio, se w3 = e3 troviamo

0
Vg = —1/\/5 .
2/v5

Rispetto alla base {v1,v2,v3} I'endomorfismo T & rappresentato dalla matrice

1 -9/v/5 —16/3V5
A'=CrAC =CTAC =0 1 -1/3 |,
0 0 0
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dove
-2/38 5/3V5 0
C=12/3 4/3v/5 -1/V5].
/3 2/3v5  2/v5

Osservazione 15.2 In generale non ¢’¢ alcuna relazione fra la matrice triangolare otte-
nuta nel Teorema 15.10 (matrice strettamente legata a T come endomorfismo) e quella
che si ottiene effettuando un’eliminazione di Gauss su una matrice che rappresenta T
rispetto a qualche base. L’eliminazione di Gauss cambia drasticamente I'immagine
della matrice, e quindi non c¢'entra nulla con la triangolabilitd di un endomorfismo.
In particolare, i pivot e gli autovalori di una matrice non hanno nulla a che spartire.

Osservazione 15.3 In realtd, si pud fare pit di quanto indicato nel Teorema, 15.10.
Non solo esiste una base che triangolarizza 1’endomorfismo T, ma possiamo scegliere
questa base in modo che la matrice associata a T abbia come elementi non nulli fuori
dalla diagonale principale soltanto degli 1 posti nella diagonale subito soprastante,
come succede per esempio nella matrice

2
0
0
0

1
2
0
0

Inoltre questa matrice & univocamente determinata (a meno del’ordine dei blocchi),
ed & detta forma canonica di Jordan dell’endomorfismo 7', Se sei interessato alla dimo-
strazione dell’esistenza e unicitd della forma canonica di Jordan leggi i Complementi
a questo capitolo.

Esercizi

15.1 Trova una base ortonormale di R3 che diagonalizzi la matrice

1 0 -2
0 0 o0
-2 0 4

15.2  Trova, se esistono, basi ortonormali di C3 rispetto al prodotto hermitiano
canonico che diagonalizzino le seguenti matrici:

2417 2—i  —4(2-1) 0 2+4i 0
214 2417 —42-4)|, |2-i o 1|
~4(2-4) —4(2—4d) 3242 0 1 0

15.3 Trova un esempio di endomorfismo non normale T:V — V di uno spazio

- vettoriale metrico V' tale che se v % O & un autovettore di T e Wo = Span ('v“)"

allora T(Wy) non & contenuto in Wy,
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15.4 Dimostra che tutti gli autovalori di un endomorfismo unitario sono numeri
complessi di modulo uno.

15.5 Dimostra che una matrice ortogonale A € O(n) & diagonalizzabile se e solo
se spe(A) C {1,~1}, dove spe(A) indica lo spettro di L4:C™ — C™.

15.6 Sia 70V — V un endomorfismo normale su uno spazio vettoriale metrico
complesso V. Dimostra che T & hermitiano se e solo se sp(T") C R, e che T' & unitario
se e solo se ha tutti gli autovalori di modulo uno.

15.7 Sia T:V — V un endomorfismo diagonalizzabile di uno spazio vettoriale su R.
Dimostra che esiste un prodotto scalare definito positivo su V rispetto a cui T &
simmetrico.

15.8 Sia A € M, ,(R) una matrice antisimmetrica. Dimostra che
pa() = (-1)"pa(=A),

e deduci che se n & dispari allora det A = 0.

15.9 Dimostra che una matrice antisimmetrica 4 € M, ,,(R) & sempre diagonaliz-
zabile su C, mentre I'unica matrice antisimmetrica diagonalizzabile su R & la matrice
nulla. (Suggerimento: se A fosse diagonalizzabile su R, necessariamente sp(4) C R.
Ma allora sarebbe possibile trovare una matrice ortogonale U € O(n) in modo che la
matrice UT AU risulti triangolare superiore.)

15.10 Sia A € M, ,(R) una matrice antisimmetrica. Dimostra che se Ag € R @
autovalore di A allora Mg = 0. (Suggerimento: Vendomorfismo L4 dell’autospazio
relativo a A\g & ancora antisimmetrico; applica I'Esercizio precedente.)

15.11 Sia A € My ,(R) una matrice antisimmetrica. Dimostra che se Ay € C* (
an autovalore non nullo di L4:C" — C™ allora Ao & immaginario puro. (Suggeri-
mento: A? & simmetrica, per cui A% € sp(A%) C R.)

15.12 Trova, se esistono, basi ortonormali di R™ rispetto al prodotto scalare cano-
nico che triangolarizzino le matrici

21 0 2 0 00
01 1 1

01 -1j,
9 4 1 01 2
0 1 0 01

15.13 Trova una base ortonormale di C? rispetto al prodotto hermitiano canonico
che triangolarizzi la matrice

1414 ) 1
—1+4 7 —1f.
1—¢ 2—-4 3

15.14 Trova per quali valori dei parametri a, b € R le seguenti matrici sono triango-
labili (diagonalizzabili, diagonalizzabili da una base ortonormale) su R, e ove possibile

Esercizi 381

determina una matrice ortogonale che le triangolarizzi (o diagonalizzi):

100 11 0 a 00 101 a+1 2 a-1
0 0 af, [T a b, (b 1 1, [0 b 0f, 0 a 0
0 b 0 0 -1 1 011 a 0 1 a a -1

15.15 Per ogni p € R* trova una matrice quadrata 4 € Mz 2(R) su cui si possa
effettuare I'eliminazione di Gauss senza scambi di righe con pivot p; = p e py = 2/p
e tale che sp(4) = {1,2}.

15.16 Sia A € My 2(R). Dimostra che se det A < 0 allora A & necessariamente
diagonalizzabile, e che se det A = 0 allora A & necessariamente triangolabile. Trova
due matrici B, C € Mj»(R) tali che B sia non triangolabile e abbia det B > 0, e C
sia non diagonalizzabile e abbia det C = 0.

15.17 Sia V uno spazio vettoriale metrico, e u € V con [lu]| = 1. La riflessione
rispetto all’'iperpiano Vi = Span (u)l ¢ 'endomorfismo S,:V — V dato da

Su(v) = v = 2(v, uhu.

Dimostra che S} = S, = 57! (per cui S, & un'isometria autoaggiunta) e trova una
base ortonormale di autovettori per S,.

15.18 Scrivi la matrice A € M3 3(R) associata (rispetto alla base canonica) alla
riflessione S:R3 — R? rispetto al piano m; di equazione cartesiana z -+ y—2=0,¢
trova una matrice ortogonale U € O(3) tale che UT AU sia diagonale.

15.19 Dopo aver riletto 'Osservazione 14.8, dimostra che se T:V — V & un en-
domorfismo triangolabile di uno spazio vettoriale V sul campo K allora pr(T") = O.
(Suggerimento: se A € M, ,(K) & una matrice triangolare superiore che rappre-
senta T rispetto a un’opportuna base {v1,...,v,} di V, dimostra per induzione su j
che (A~M1p) -+ (A=X;I,)v = O perogniv € V; = Span (v1, ..., ;), dove Ay, ..., Ay
sono gli elementi sulla diagonale di A.)

15.20 Dimostra il Teorema di Hamilton-Cayley: se T:V — V & un endomorfismo
di uno spazio vettoriale su R o su C allora pr(T) = O.

15.21 Sia V lo spazio vettoriale delle matrici antisimmetriche di ordine 3, e indi-
chiamo con {-,-): ¥V x V' — R il prodotto scalare definito positivo dell’Esempio 12.8.
Sia T:V — V l'endomorfismo dato da T(X) = AX + XA, dove A € M33(R) ¢ la
matrice

1
A=12
1

O~ N
O =

w

Dimostra che T' & simmetrico rispetto a (-,-), e determina una base ortonormale di
autovettori per 7.

15.22 Sia A € M, ,(R) simmetrica. Dimostra che esiste una matrice sinme-
trica B € M, ,,(R) tale che B® = A. Trova una matrice A € M3 5(R) simmetrica
per cui non esista una matrice C € M 2(R) tale che C2 = A. |
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COMPLEMENTI
15C.1 Esistenza della forma canonica di Jordan

Abbiamo visto che se un endomorfismo T:V — V di uno spazio vettoriale V ha tutti
gl autovalori nel campo allora & triangolabile. In generale, perd, cambiando basg
la matrice triangolare superiore che rappresenta T muta drasticamente. In questi
Complementi vogliamo far vedere come sia possibile associare a ogni endomorfismo
triangolabile una base rispetto a cui la matrice triangolare superiore che lo rappresenta
& particolarmente semplice — ed essenzialmente unica.

Ma cominciamo con due definizioni.

Definizione 15C.1  Sia T:V'— V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V' sul
campo K.: Una catena di Jordan per T' di lunghezza m, 2 1 associata a A € K & un
insieme vy,...,vn €'V di vettori linearmente indipendenti tali che

T(vg) = vy + vy

per i = 1,...,m, dove abbiamo posto:vp = O. Nota che T(v;) = Avy, per cui A &
necessariamente un autovalore di T.

Definizione 15C.2 Unarbase di Jordan per un endomotfismo 7V — V & una base
di V composta dall’unione di un certo numero di catene di Jordan per T' a due a due
-disgiunte.

Osservazione 15C.1 Una base di autovettori & una base di Jordan composta tutta
da catene di lunghezza uno; quindi il concetto di base di Jordan in un certo senso
gencralizza quello di base di autovettori.

Supponiamo che esista una base B = {vy,...,vm} di V composta da un’unica
catena di Jordan per T. Rispetto a BB 'endomorfismo T' & rappresentato dalla matrice

Al

Ta)=| 7 | e Mam(®),
A

dove gli spazi bianchi sono riempiti di zeri. Pill in generale, se B3 & una base di Jordan
per T, allora la matrice J che rappresenta T rispetto a 3 & composta da una seric
di blocchi di Jordan disposti lungo la diagonale principale, uno per ogni catena di
Jordan in B.

Definizione 15C.3 La matrice J,,,()) si chiama blocco di Jordan relativo a A € I,

di ordine m. Una matrice J composta da blocchi di Jordan disposti lungo la diagonale
principale si chiama matrice di Jordan.
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In questo paragrafo dimostreremo che ogni endomorfismo triangolabile ammelic
una base di Jordan, e nel prossimo paragrafo che i blocchi di Jordan in J sono uni-
vocamente determinati da 7" a meno dell’ordine. Ci serve un lemma:

Lemma 15C.1 Sia. T:V — V. un endomorfismo di uno spazio vettoriale V sul.

campo K. Sia W C V un sottospazio di V tale che ImT =T(W)C W eKerT C W=
Allora W = V.

Dimostrazione. Infatti se indichiamo con S: W — W larestrizione di T a W abbiamo
che Ker S =KerT, ImS = ImT e quindi

dimV = dimKerT + dimIm T = dim Ker S + dimIm S = dim W,

percui V =W. 0
Teorema 15C.2 Sia T:V — 'V .un endomorfismo -di uno spazio vettoriale V di
dimensione finita sul campo K. Supponiamo che T abbia’tutti gli autovalori in K.
Allora esiste una base di Jordan per T'..

Dimostrazione. Per induzione su n = dimV. Se n = 1 non ¢’ nulla da dimostrare;
supponiamo allora il Teorema vero per tutti gli spazi di dimensione minore di 7.

Sia Ao € sp(T) un autovalore, e prendiamo un autovettore v, # O relativo
a Ag. Sia poi § = T — Agidy. Se S = O abbiamo T = Xgidy, per cui gualun-
que base di V' & una base di Jordan, ed & fatta. Assumiamo a]]oxa S # 0. Po-
niamo U = Im S, e sia R = S|y: U — U la restrizione di S a U. Nota che vy € Ker S,
per cuim =dimU < dim V.

Ora, siccome pg(A) = pr(A+Ag), anche S ha tutti gli autovalori in K; grazie all’E-
sercizio 14.13 questo € vero anche per R. L’ipotesi induttiva, quindi, ci fornisce una
base di Jordan B di U per R. Scriviamo B = B; U---U By, dove B; = {vi1,...,Vim,}
¢ una catena di Jordan in U per R (e quindi per S) di lunghezza m; relativa a A;,

eB;NB; =@ seis#j OrdiniamoiB;inmodoche \y = - =X g =0e X #£0
quando ¢ > d. I vettori v;,,; appartengono a U = Im S per i = 1,...,d; quindi tro-
viamo vi,m,+1 € V tali che S(v;m,+1) = vim,. Per costruzione vy 1,...,vq41 € Ker S;
scegliamo wi,...,wy € KerS in modo che {wy,...,wg,v11,...,v4,1} sia una base

di Ker §, dove ¢ = dimKer S — d = n — m — d. Poniamo
C=BU {’Ul,m1+13" 3 Udmy+1, Wiy .o 7wq}'

Questo insieme contiene m + d + ¢ = n elementi. Inoltre & unione disgiunta di catene
di Jordan per S: le catene B; U {v;m,11} per 1 < i < d, le catene B; per i > d, e
le catene {'u)J} di lunghezza 1 associate a 0. Nota che una catena di Jordan per S
associata a A & una catena di Jordan per T associata a A - \g; quindi per. ‘concludere
ci basta dimostrare che C & una base di V.

Sia W = Span (C). Siccome C contiene una base di Ker S, chiaramente W 2 Ker S.
Inoltre C contiene anche una base di Im §; quindi S(W) C Im S € W. Di piil, si ha
anche B C S(W). Infattiperi=1,...,d e 1 £ j < m; abbiamo vm' = S(wi 1), per
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culv;; € S(W). Poisei™> dsiha Awi1 = S(v;,1), per cui S(Ai—lvi,l) =uv;, € S(W).
Supponiamo infine che per i > d fissato e J~1 < m; si abbia V51 € S(W); allora

Vij = S(A{’vi,j) — )\;I’U-;:j__l. & S(VV),

€ procedendo per induzione su j abbiamo fatto vedere che B C S(W). Essendo B una
base di Im S otteniamo quindi S(V) = S(W), e il Lemma 15C.1 ci d3 W — V. Ma
allora C & un sistema di generatori di V costituito da n = dim V' elementi, per cui C
& una base di Jordan per 7. O

15C.2  Unicita della forma canonica di Jordan

Abbiamo dunque dimostrato Uesistenza dj una base di Jordan per ogni endomorfismo
con tutti gli autovalori nel campo.

Definizione 15C.4  Sia B una base di Jordan per Pendomorfismo T:V — V. La
matrice che rappresenta T’ rispetto a B & detts, forma canonica di Jordan per T.

Per definizione, la forma canonica dj Jordan & una matrice di Jordan; in particolare
& triangolare superiore di un tipo particolarmente semplice. Ma il vero motivo della
sua importanza & che, a meno dell’ordine dei blocchi, la forma canonica dj Jordan
¢ univocamente associata all'endomorfismo T. Per dimostrarlo ci serve ancora un
lemma.

Lemma 15C.3 Sia Im (/\) un blocco di Jordan. Allora

) R k_ [m se X # 0;
VkeN 18 Jn () —{max{o,m_k} se =0

Dimostrazione. Se ) # 0 la matrice Jm(A) & invertibile, per cui lei e le sue potenze
hanno tutte rango m. D’altra parte si verifica facilmente per induzione su & che

X (0] 1 —k
0 = S
se k < m, e che In(0)F = O se k > m, per cui 'asserto & dimostrato. L

Teorema 15C.4 Sia T:V — V un endomorfismo triangolabile di uno spazio vel-
toriale V' sul campo K di dimensione n. Sia Ao € K un autovalore di T, eperkeN
poniamo sy, = rg(T — \g idy)*. Allora ogni base di Jordan B per T conticne esatts-
mente

Th = Sk41 ~ 251 + 841 (15C.1)

catene disgiunte associate a Ay di lunghezza k. In particolare, la matrice che rappre-
senta T rispetto a una base di Jordan & univocamente determinata a meno dell ‘ordine
dei blocchi.
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Dimostrazione. Sia J e M (K) la matrice di Jordan che rappresenta T rispetio
a B, esia B = J— X\yI, la matrice che rappresenta 7' — Aoidy rispetto a B. Aliora B

¢ della forma,
Byl O
0B

dove By & formata da tanti blocchi dj Jordan relativi a 0 quanti erano i blocchi di
Jordan di J relativi a Ao (e quindi r, blocchi di lunghezza 1, r5 di lunghezza 2, e
cosi via), mentre B, & M n—pn—p(K) & una matrice invertibile, dove 4 € N ¢ la
molteplicita algebrica di Ay come autovalore di 7. Il Lemma 15C.3 allora i dice che

3

n

Sk = rg(Bk) = Z (m—K)ry, + (n—p)

m=k+1

per k£ =0,...,n. Quindj

rg(B*) ~ 1‘g(B’“_1) =— i Tmn

m=k

n

kil
I
Skt1 = 28k + Sp—1 = (Sp41 — Sk) ~ (81 — Sp1) = — L T+ g T = T

==hi4-1 me=k

Dunque il numero di blocehi di Jordan relativi a )¢ di lunghezza k in J & indipendente
dalla base di Jordan scelta, per cui la matrice J & univocamente determinata a meno
dell’ordine dej blocchi. ’ O

Questo Teorema suggerisce anche un metodo per calcolare la forma canonica di
Jordan di un endomorfismo 7:V — V. basta trovare gli autovalori Ao €K
di T', e per ognuno dej A; € sp(T) posto S; =T — A;idy calcolare rg S;, rg SJ?, rg S;
e cosl via fino al minimo m; 2 1 tale che rg .5’;7” =rg S}"-f+1. Allora. il numero di
blocchi di Jordan relativi a Aj di ordine k con 1< k < m; e

rgSJ’-”] - 21‘g5_§‘" + rgS]’?_l.

EseEmpio 15C.1 Vogliamo trovare la forma canonica di Jordan J dell’endomorfi-
smo T:R® — R? rappresentato dalla matrice

14 -1 -1
—24 12 4
4 6 6

1l polinomio caratteristico di 7' &

pr(A) = =A% + 322 - 320X + 1024 = (16 — A} (8 — A)?,
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per cui sp(T) = {8,16}. Poniamo §; = T ~8I; e Sy = T — 16I3. Allora si trova
facilmente che rg.S; = 2 e rg S = 1; siccome S$ 5 O, dev’essere per forza rg S =1
e possiamo fermarci. Quindi J contiene

(rg Y ~1g 51) ~ (15 51 —xg S7) = (3—2) — (2-1) = 0
blocchi di lunghezza 1 relativi a 8, e
(rg 1 —rgS1) — (rg ST ~1gSf) = 2-1) - (1-1) =1
blocco di lunghezza 2 relativo a 8. Poi rgSy = 2 = rg S2; quindi J contiene solo un

blocco di lunghezza 1 relativo a 16 (e del resto non poteva essere altrimenti, visto
che J & di ordine 3). In conclusione,

oo

8 1
J=(0 810}
0 0|16

La forma canonica di Jordan ci permette anche di stabilire quando due matrici
sono simili:

Corollario 15C.5 Siano A, A’ € My »(K) due matrici quadrate, dove K = R
oK = C. Allora A e A' sono simili se e solo se succede che sp(4) = sp(4)
erg(d — ML,)* = rg(A’ — Mol }* per ogni autovalore A eognin>k>1,

Dimostrazione. Se A’ = B~1AB per qualche B ¢ GLA(K), allora par(A) =pa()) e

(4" =20I)* = (B AB = \B™B)* = (B~ (4 = \oI,,) B)"
= (B™Y (A= Xol)B) (B~ (A~ XI.)B) - (B~ (A~ Xoln)B)
=B~ (A~ NI,)*B,

per cui sp(A) = sp(A4') e 1g(A — Molp)* = rg(A’ — Aoln)* per ogni autovalore g o
ogni k > 1.

Viceversa, se le suddette condizioni sono soddisfatte e le matrici sono triangolabili
(se lo & una lo & anche l'altra grazie al Teorema, 15.10) il Lemma 15C.3 ci dice che L,
ed L4 hanno la stessa forma canonica di Jordan, per cui A e A’ sono simili. Infine,
se le matrici non sono triangolabili (per cui necessariamente K = R) la tesi segue dal
caso complesso e dall’Esercizio 14.20. (]

Adesso che sappiamo come trovare la forma canonica di Jordan, vediamo come si
trova una base di Jordan. L’idea & la seguente: preso A € sp(T), le catene di Jordan
di T associate a \g sono le catene di Jordan di § = T — Ao idy associate a 0. Ora, il
Teorema della dimensione applicato a iy, gk-1:Im S¥~! — Im S* ci dice che

g §*71 —~ rg §* = dim(Ker § N Im §*~1). (15C.2)
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Sia allora m la lunghezza massima di una catena di Jordan di S associata a 0. Ab-
biamo rg S™ = rg S™*1, per cui (15C.1) e (15C.2) ci dicono che il numero Ay = 7.,
di catene di lunghezza m & esattamente dim(Ker $ N Im S™~1), e i primi elementi di
queste catene formano una base di Ker SNIm $¥~! (in quanto vi appartengono e sono
linearmente indipendenti). Prendiamo una. base {v1,0,. .-+ Vhy 1} di Ker SNIm S™ 1,
Per ipotesi esistono vy m € V' tali che S™ 1(v;,,) = v per 1 < ¢ < hy; poniamo

VISj<mVI<i<h Vig = S™7 (vim),

¢ abbiamo trovato le catene di lunghezza m. Poi (15C.1) ¢ (15C.2) i dicono che il
numero 7,1 di catene di lunghezza m —1 &

Tm-1 = dim(Ker § NIm §™2) — dim(Ker § N Im §™+~1),

Dunque completiamo {v1,1,...,vs,,1} a una base {0131+ 3 VR 1 Vhy 41,10 - -2 Vhp 1
di Ker $ N ImS™ 2 (dove hy = p, + Tm_q), € per i che varia da hy + 1 a hy pren-
diamo v; m—1 € V tale che 5™ 2(v; 1) = v;;. Ponendo

V1 < j<m-— 1Vhi +1<4 < hg Vi, = Sm_l_j(vi,m—l)v

abbiamo le catene di lunghezza m — 1. Continuiamo cosi fino a completare una base
di Ker §NIm S a una base di KerS; in questo modo otteniamo tutte le catene di 7"
associate a Ag che ci servono. Ripetendo questo procedimento per tutti gli antovalori
di T troviamo la base di Jordan cercata.

Osservazione 15C.2 Questo metodo richiede di determinare basi di sottospazi del
tipo Ker S N Im S con i > 0. Fissando una base di V' in modo da poter rappresen-
tare S con una matrice, noi vogliamo trovare gli x € K" tali che Sz = O ed esista
y € K" con S'y = z. Applicando le tecniche viste nel Paragrafo 6.4 possiamo trovare
equazioni cartesiane del sottospazio Im S*, che saranno del tipo R;z = O per qualche
matrice R;. Allora i vettori di Ker S M Im S* sono le soluzioni del sistema.

Sz =0,
Rim = 0.

Esempio 15C.2 Vogliamo una base di Jordan per I’endomorfismo T dell’Esem-
pio 15C.1. Abbiamo gia trovato che sp(T") = {8, 16} e calcolato § = T' — 813 e le sue
potenze. Essendoci solo un blocco di ordine 2 relativo a 8, dobbiamo trovare una base
di Ker §NIm S. Calcoliamo le equazioni cartesiane di Im S operando come indicato
nel Paragrafo 6.4:

6 -1 -1z
-24 4 4|z —
4 6 —2|{x3

-1 —1 Iy
0 0 T2 + 4,y
40/3 16/3| z3 — 22x,/3
~1 -1 T
40/3 16/3| z3 — 2221 /3,
0 0 To -+ 4

SO oo,
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per cui Im S = {z € R? | 4z, + 25 = 0}. Dunque per trovare Ker SN Im S dobbiamo

risolvere il sistema,
6z) -z — 23 =0,
—24xq + 4z + 4z = 0,
44.21 -+ 6.’132 — 21173 = 0,

4z + 29 = 0.
Si ottiene
1
Ker SNIm S = Span v ={—4
10

Risolvendo poi il sistema Sz = 1,1 vediamo che possiamo per esempio prendere

1/4
vi2=| 0|,
1/2

per cui {v1 1, v12} & una catena di Jordan per T associata a 8.

Infine, per Ag = 16 abbiamo solo un blocco di ordine 1, per cui ci basta trovare un
autovettore di T relativo a 16. Per esempio,

1
V2,1 = —41.
2
Quindi una base di Jordan per T &
1 1/4 1
—41,] 0 |,]~4
10 [1/2 2

16

Forme quadratiche reali

Questo capitolo & essenzialmente il risultato della corbinazione dei Capitoli 12 e 15.
Useremo il Teorema spettrale per classificare completamente i prodotti scalari su uno
spazio vettoriale; dopodiché utilizzeremo quanto ottenuto per descrivere coniche e
quadriche in R™. I Complementi infine contengono la dimostrazione di un risultato
di notevole utilita, il Criterio di Cartesio.

16.1 Criteri di positivita

Il primo passo verso una classificazione dei prodotti scalari’ ce lo suggerisce 'Osserva-
zione 12.9: invece di lavorare con tutti i possibili prodotti della forma (v, w) possiamo
concentrarci semplicemente su quelli del tipo (v, v}, in quanto la Proposizione 12.2.(vi)
ci dice come passare dagli uni agli altri.

Definizione 16.1 Una forma quadratica su uno spazio vettoriale reale V & una
funzione ¢: V — R della forma,

p(v) = (v,v)

dove {-,-) & un prodotto scalare su V, che & detto associato a .

Osservazione 16.1 La funzione ¢ viene detta forma quadratica perché p(Av) = A2 (v)
perogni A€ ReveV.

Osservazione 16.2 Grazie all'Osservazione 12.9, esiste un unico prodotto scalare as-
sociato a una data forma quadratica ¢: si ottiene con la formula

(v, ) = 7ol + ) = plo — )}

T .
'In questo capitolo finale considereremo soltanto il caso reale: i complessi hanno concluso
la loro corsa col capitolo precedente.
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Sia :V — R una forma quadratica. Fissando una base B di V, ¢ indicando
con & = Fp(v) le coordinate di un vettore v € V, si ha

n
(v) = TSz = Z ShkEThTh: (16.1)
h,k=1

dove S & la matrice simmetrica che rappresenta rispetto alla base B il prodotto scalare
associato a ¢; diremo che S rappresenta (o che & associata a) ¢ rispetto a B. Dunque 4
& un polinomio omogeneo di secondo grado nelle coordinate di v; viceversa, ogni
polinomio omogeneo di secondo grado del tipo (16.1) definisce una forma quadratica
su V {esercizio). _

Vediamo ora un paio di esempi.

Esempio 16.1 Su R tutte le forme quadratiche sono della forma ¢(z) = az?,
con a € R. Il prodotto scalare associato & (z,y) = azy, e la matrice rappresenta-
tiva & S = |a|. Notiamo inoltre che @(2) > 0 (0 @(z) < 0) per tutti gli z # 0 se e solo
se a >0 (0 a <0), e ovviamente ¢(z) = 0 se a = 0. Dunque ¢ ha sempre un segno
ben definito.

EsEMPIO 16.2  Su R? le forme quadratiche sono polinomi del tipo
w(z) = az? 4 2bz 25 + ca,
con a, b, ¢ € R. 1l prodotto scalare associato &
(z,y) = az1y1 + br1ys + bray: + cTays,
rappresentato rispetto alla base canonica dalla matrice simmetrica

a b

Szbc

Vogliamo studiare anche stavolta. il segno di ¢. Cominciamo supponendo a # 0; allorn
si ha

. 2 1 .
() = S (az1 + bxa)® — %x% +czs = a [(azy + bz2)? + det(S)z}). {16.2)
a

Abbiamo quindi la seguente situazione:

(i) sea>0edet(S) >0, allora ¢(z) > 0 per ogni z # O;

(if) se a < 0 e det(S) > 0, allora ¢(z) < 0 per ogni z # O; ‘ ' ,

(iif) se a > 0 e det(S5) = 0, allora ¢(z) > 0 per ogni = € R?, ma esistono degli zo 7 ¢/
con ¢(zo) = 0; . .

(iv) se a < 0 e det(S) = 0, allora ¢(z) < 0 per ogni = € R?, ma esistono degli zy 7
con p(zg) = 0; o

{v) se det(S) < 0, allora @(z) pud avere un segno qualsiasi.

Sea = 0 ma ¢ # 0, possiamo ripetere lo stesso discorso scambiando z; e @ w

infine « = ¢ = 0 allora @(x) = 2bx;z, pud chiaramente assumere qualunque segno.

T

bt e A B < it =
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Una definizione a questo punto s'impone:

Definizione 16.2 Una forma quadratica & (semi)definita positiva (o (semi)diti
nita negativa, o indefinita, o degenere) se il prodotto scalare associato 1o ©. Direi
poi che una matrice simmetrica S € M, ,(R) & (semi)definita positiva (negativa.
indefinita) se la forma, quadratica o{z) = 278z su R" lo &.

11 nostro primo obiettivo & trovare dei criteri efficaci per stabilire il segno di una
forma quadratica. In particolare, saremo in grado di risolvere il problema rimasto
aperto nel Capitolo 12 di stabilire se un prodotto scalare & definito positivo o meno
semplicemente guardando la matrice associata. L’idea & che questa matrice rap-
presenta anche un endomorfismo simmetrico {rispetto a un diverso prodotto scalare
definito positivo) il cui comportamento, essendo diagonalizzabile, & completamente

determinato dagli autovalori. Quindi & ragionevole pensare che il segno della forma .

quadratica sia collegato al segno degli autovalori della: matrice associata. Cominciamo
allora col dimostrare il seguente

Teorema 16.1 Sia V uno spazio vettoriale metrico su R, e indichiamo con (-,-) il
suo prodotto scalare definito positivo. Allora:

(i) se T:V - V & un endomorfismo simmetrico, Ja funzione v:V — R definita
da p(v) = (T'(v), v) & una forma quadratica;
(ii) se:V — R & una forma quadratica, allora esiste un unico endomorfismo simme-

tricoT:V — V tale che p(v) = (T(v),v) per ogniv € V. In tal caso, il prodotto
scalare {-,-) associato a ¢ & dato da

(v,w) = (T(v),w). (16.3)

Dimostrazione. (i) Infatti (Esercizio 12.28) la forma bilineare (v, w) = (T{v),w) &l
prodotto scalare su V associato alla forma quadratica plv) = (T(v), v).

(ii) Sia B = {v),...,v,} una base ortonormale di V rispetto al prodotto scalarc
definito positivo (-,-). Per la Proposizione 12.4, ogni vettore w € V si scrive come

! n
W= Z(w,vj)vj;
=1

dunque

(v, w) = <1),Zv(w,vj)vj> = Z(v, (w,v;)v;) = Z(vj,w)('u,vj) = (Z("’,"’.i)"'./- u->
7=1 3=1 =1

=

Definiamo T:V — V ponendo

YoeV T(v) = Z(v,vj)vj.
i=1

Bt 4% i
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L’applicazione T & chiaramente lineare e, per costruzione, {(16.3) & soddisfatta. Inoltre,
(T(’U),'w) = ('U,’lU) = <U),'U> = (T(w)av) = (’U,T(’UI)),

per cui T & simmetrico come desiderato.

Rimane da dimostrare che ’endomorfismo simmetrico T° & unico. Se ce ne fossero
due, diciamo T3 e Th, posto S = T1 — T, per ogni v, w € V avremmo

y Y

(S(w),w) = (T3 (v),w) — (T2(v),w) = {v,w) — {v,w) = 0.
Essendo (- ,-) non degenere, questo implica che S(v) = O perognive V,e Ty =T5.0

Definizione 16.3 L’endomorfismo T:V — V simmetrico la cul esistenza e unicita
abbiamo appena dimostrato si dice associato alla forma quadratica .

Osservazione 16.3 Fissiamo una base B dello spazio vettoriale metrico V, e indi-
chiamo con Ry la matrice (simmetrica, invertibile) che rappresenta il prodotto scalare
definito positivo (- ,-) rispetto a questa base. Se poi indichiamo con S la matrice che
rappresenta la forma quadratica ¢ rispetto a B, e con A la matrice che rappresenta
'endomorfismo T', la (16.3) ci dice che

yT Ro(Az) = (T(v),w) = (v,w) = yT Sz
per ogni v, w € V (dove z, y € R™ sono le coordinate di v e w rispetto a B) e quindi
A=R;'S. (16.4)

In particolare, ¢ e T sono rappresentati dalla stessa matrice se e solo se la base B &
ortonormale rispetto a (-, -).

Osservazione 16.4 Di primo acchito il Teorema 16.1 puo lasciare interdetti: stavamo
studiando le forme quadratiche su un qualunque spazio vettoriale; perché utilizzare
anche un prodotto scalare definito positivo? La risposta € che questo prodotto scalare
definito positivo ci permette di introdurre 'endomorfismo simmetrico 7', che & lo
strumento cardine per studiare le forme quadratiche. Inoltre, se fissiamo una base B di
uno spazio vettoriale V, la Proposizione 12.15 ci dice che possiamo trovare un prodotto
scalare definito positivo su V' per cui la base B & ortonormale. Dunque rispetto
a questa base (e a questo prodotto scalare) I'endomorfismo simmetrico associato a
una forma quadratica ¢ & rappresentato dalla stessa matrice che rappresenta ¢, ¢
quindi introduzione del prodotto scalare definito positivo serve soltanto a mostrare
che possiamo fare i conti con questa matrice come fosse quella di un endomorfismo.
Infine, R™ nasce gia fornito di un prodotto scalare definito positivo, il prodotto scalare
canonico; quindi in questo caso Pambientazione prevista dal Teorema 16.1 & del tutto
naturale.

Per cominciare, dimostriamo che una forma quadratica ¢ & degenere se e solo s
7
I’endomorfismo simmetrico associato T non & invertibile:
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Proposizione 16.2  Sia V uno spazio vettoriale metrico su R, con prodotto scalarc
definito positivo (,). Sia @V — R una forma quadratica su V, e indichiamo
con {-,-) il prodotto scalare e con T I'endomorfismo simmetrico associati a w. Allora

il nucleo dj (-,+) coincide con Ker T'. In particolare, ¢ & non degenere se e solose T &
invertibile.

Dimostrazione. Infatti vg € V se e solo se (vo,w) = 0 per ogni w € V se e solo

se (T'(vo), w) = 0 per ogni w € V se e solo se (essendo (-, -) non degenere) T'(vp) = O
se e solo se vg € KerT. O

-

Ma soprattutto P'endomorfismo T' ci permette di stabilire il segno di una forma
quadratica:

Teorema 16.3 Sia V uno spazio vettoriale metrico su R, con prodotto scalare defi-

n.ito positivo (-,-). Sia v:V — R una forma quadratica, e T: V — V I'endomorfismo
simmetrico associato a v. Allora:

(i) ¢ & definita positiva (negativa) se e solo se tutti gli autovalori di T sono positivi
(negativi);

(i) peé sefm.ideﬁnita positiva (negativa) se e solo se tutti gli autovalori di T sono non
negativi (non positivi) e T non & invertibile;

(iii) & indefinita se e solo s& T' ha sia autovalori positivi che autovalori negativi.

Dimostra.zione. (i) Supponiamo che ¢ sia definita positiva, e sia vy # O un auto-
vettore di T' di autovalore \g. Allora, se indichiamo con Il - Il la norma. associata al
prodotto scalare definito positivo (- ,-), si ha

0 < p(vo) = (T'(ve),v0) = Aollvoll?,

e quindi Ag > 0.

Viceversa, supponiamo che tutti gli autovalori di T' siano positivi. Siccome T' &
si.mmetrico, per il Teorema spettrale (Teorema 15.8) esiste una base C = {vr, ... o)
di V ortonormale rispetto al prodotto scalare definito positivo (-,-) composta da
autoyejctori di T'; dunque T'(v;) = Aju; con A; > Operj = 1,...,n. Prendiamov e V
e scriviamo

v=(v,01)v1 + ...+ (V,0,)0p.
Allora
T(U) = )‘1 (Uy 'Ul)'Ul +-+ /\n.(va'un)v'n,

e la formula di Parseval (12.16) ci dice che se v 5 O si ha
' n
#(v) = (T(),v) = 3 Xsl(v, o) >0,
=1
per cui ¢ & definita positiva. Il caso negativo & identico.

(ii) Come in (i), tenendo presente le Proposizioni 16.2 e 12.1.(iv).
(iii) Infatti & I'unica possibilitd rimasta.

I
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Dunque il segno degli autovalori dell'endomorfismo simmetrico T' dice tutto sul
segno della forma quadratica ¢. 11 fatto che rende questo risultato davvero efficace &
Pesistenza di un modo per trovare il segno delle radici di un polinomio semplicemente
guardandone i coefficienti. Si tratta del cosiddetto Criterio di Cartesio:

Teorema 16.4 (Cartesio) Siap(t) = ant™ + ap-1t""! + - + aqt® un polinomio
di grado n a coefficienti reali, con 0 < d < n e ag # 0. Supponiamo che tutte le radici
di p siano reali. Allora:

(i) 0 & radice di p se e solo se d > 1, e In tal caso & una radice di molteplicita
" esattamente d;
(ii) p ha tante radici positive, contate con la relativa molteplicitad, quante sono le
variazioni di segno nella successione dei coefficient! non nulli di p.

La parte (i) di questo Teorema & ovvia; la dimostrazione della parte (it) & contenuta
nei Complementi a questo capitolo.

Osservazione 16.5 11 numero delle radici negative del polinomio p non & il numero
delle non-variazioni (o permanenze) di segno nella successione dei coefficienti non nulli
di p. Il numero delle radici negative lo si trova sottraendo al grado del polinomio il
numero delle radici positive o nulle.

Se T & un endomorfismo simmetrico sappiamo gia che il suo polinomio carat-
teristico ha tutte le radici reali; quindi il criterio di Cartesio & ideale per studiare
efficacemente il segno delle forme quadratiche.

ESEMPIO 16.3 Sia ¢q: R? — R la forma quadratica rappresentata dalla matrice

4 1 —4
Se=11 1 014,
-4 0 a

con a € R. Vogliamo trovare il segno di ¢, al variare di @ € R. Prendiamo come
prodotto scalare definito positivo il prodotto scalare canonico, e come base la base
canonica; quindi Pendomorfismo simmetrico associato a @, & rappresentato proprio
dalla matrice S,. Il suo polinomio caratteristico &

det(S, — Mz) = =A% 4 (a4 5)A% + (13 — Ba)A + (3a — 16).
Per esempio, per a = —5 abbiamo
det(S_5 — A3) = -3 + 381 — 31,
per cui la sequenza dei coefficientl non nulli & (—1,38,—31) che varia due volte di
segno. Dunque S_s ha due autovalori positivi e, essendo det S_5 # 0, uno negativo,

per cui ¢_g & indefinita non degenere. Invece per a = 6 abbiamo

det(Ss — M) = =23 + 110 =172 + 2,
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per cui abbiamo tre variazioni e conseguentemente tre autovalori positivi: g & definita
positiva. Ripetendo queste considerazioni per ogni valore di a troviamo che ¢, & inde-
finita non degenere (2 autovalori positivi e uno negativo) per a < 16/3, semidefinita
positiva per a = 16/3 e definita positiva per a > 16/3.

16.2 Classificazione metrica delle forme quadratiche

11 nostro prossimo obiettivo & classificare le forme quadratiche, trovandone delle “forme
canoniche”. Vediamo di spiegare cosa s’intende. Supponiamo di avere due forme qua-
dratiche o1, p2: V — R su uno spazio veftoriale V. Quando possiamo dire che queste
due forme quadratiche si comportano essenzialmente allo stesso modo? Certamente
& cos se esiste un isomorfismo L:V — V tale che wa(v) = w1(L(v)) per ogni v € V;
infatti, essendo L invertibile e lineare, fare i conti con v o fare i conti con L(v) &
esattamente la stessa cosa. .

Nel caso pero in cui V' sia uno spazio vettoriale metrico, ammetiendo isomorfismi L
qualunque non si terrebbe conto delle proprietd metriche dello spazio. Quindi in
questo caso considereremo ) e @2 equivalenti solo se esiste un’isomelria L:V — V
tale che wa(v) = ¢1(L(v)) per ogniv e V.

Definizione 16.4 Siano 1, p2: V — R due forme quadratiche su uno stesso spazio
vettoriale V. Diremo che ) e ¢y sono affinemente equivalenti se esiste un isonorfi-
smo L:V — V tale che w3 = ¢ o L (e quindi ¢; = w2 o L™1). Se inoltre V & uno
spazio vettoriale metrico, diremo che ¢ e ¢ sono metricamente equivalenti se esiste
un’isometria L: V — V con @9 = ¢y 0 L.

Osservazione 16.6 Ovviamente, due forme quadratiche metricamente equivalenti sono
anche affinemente equivalenti; il viceversa invece non & vero (vedi I'Esercizio 16.7).

“Classificare” le forme quadratiche su uno spazio vettoriale V' vuol allora dire:

(i) trovare una procedura efficace per stabilire se due forme quadratiche sono affine-
mente (0 metricamente) equivalenti; e '

(i) preparare una lista di forme quadratiche a due a due non equivalenti e tali che
ogni altra forma quadratica sia equivalente a una di quelle nella lista.

Il passo (i) di solito viene risolto tramite gli invarianti. Parlando alla buona, un
invariante affine (0 metrico) & una funzione che associa a ogni forma quadratica un
numero in modo che a due forme quadratiche affinemente (0 metricamente) equivalenti
venga associato lo stesso numero. Il passo (i) viene allora considerato risolto se si riesce
a trovare un insieme di invarianti tali che due forme quadratiche siano equivalenti
se e solo se hanno esattamente gli stessi invarianti. La lista del passo (ii) allora
deve contenere una forma quadratica per ogni possibile valore degli invarianti; queste
forme quadratiche si chiamano di solito forme canoniche affini (o metriche) delle forme
quadratiche.

Per vedere come trovare invarianti e forme canoniche, esaminiamo meglio il con-
cetto di equivalenza. Fissiamo una base B = {v1,...,v,} di V (che supporrenio
ortonormale nel caso metrico). Prendiamo due forme quadratiche ¢ ¢ iy sn V,
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rappresentate rispetto alla base B dalle matrici simmetriche S; ed Sz. Supponiamo
che @7 e 3 siano affinemente (o metricamente) equivalenti, tramite Pisomorfismo (o
isometria) L: V — V. Indichiamo con B la matrice invertibile (e ortogonale nel caso
metrico) che rappresenta L rispetto a B. Allora I'uguaghianza ¢2(v) = ¢1(L(v)) in
coordinate diventa

2T Syx = (Bx)' $1 Bz = 2T BT S, Bz

per ogni x € R", e quindi (perché?) Sy = BTS;B. In altre parole, le matrici sim-
metriche S, e S> sono congruenti (tramite una matrice ortogonale nel caso metrico).
Viceversa, se abbiamo S; = BT 8B & chiaro (esercizio) che se indichiamo con L
I'isomorfismo rappresentato rispetto alla base B dalla matrice B si ha ¢y = @1 o L.
Riassumendo (e ricordando la Proposizione 12.13), abbiamo dimostrato la

Proposizione 16.5 Due forme quadratiche su uno spazio vettoriale (metrico) sono
affinemente (metricamente) equivalenti se e solo se le matrici che le rappresentano
rispetto a una base (ortonormale) sono congruenti (tramite una matrice ortogonale).
Dunque due forme quadratiche sono aflinemente (metricamente) equivalenti se e solo
se le matrici che le rappresentano rispetto a una data base (ortonormale) rappresen-
tano anche una stessa forma quadratica ma rispetto a due basi (ortonormali) diverse.

Osservazione 16.7 TUna conseguenza di questo risultato & che classificare le forme qua-
dratiche & Valtra faccia del seguente problema: data una forma quadratica, trovare
una base rispetto a cui & rappresentata da una matrice di tipo particolare. Infatti in
entrambi i casi si tratta di studiare le classi di congruenza delle matrici che rappre-
sentano le forme quadratiche.

Dunque, fissata una base di V, trovare degli mnvarianti delle forme quadratiche
vuol dire trovare dei numeri che non cambiano per congruenza; per esempio, il se-
gno del determinante della matrice associata a una forma quadratica & un'invariante
affine (Esercizio 16.8). Per trovare una forma canonica, invece, dovremo identificarc
una matrice particolarmente semplice fra quelle congruenti alla matrice associata alla
forma quadratica.

Ma basta coi discorsi generali. Cominciamo con la classificazione metrica: abbiamo
gid tutto quello che ci serve.

Teorema 16.6 Sia V uno spazio vettoriale metrico su R di dimensione n. Allora:

(1) gli autovalori dell’endomorfismo simimetrico associato a una forma quadratica
sono degli invarianti metrici;

(1) due forme quadratiche sono metricamente equivalenti se e solo se gli endomorfismi
simmetrici associati hanno gli stessi autovalori;

(i) se A1,..., A, € R sono gli autovalori dell’endomorfismo simmetrico associato a
una forma quadratica , allora ¢ & metricamente equivalente alla forma quadra-
tica g data, nelle coordinate relative a una base ortonormale B fissata, da

wolx) = \z? + -+ Azl
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Dimostrazione. Fissiamo una base ortonormale B di V, e siano 1, @3 due forme
quadratiche metricamente equivalenti, rappresentate dalle matrici S; eSy. Perla Pro-
posizione 16.5 esiste una matrice ortogonale B tale che S; = BTS; B = B=1, B (dove
la seconda uguaglianza segue dal fatto che B & ortogonale). Essendo B ortonormale,
gh endomorfismi simmetrici associati alle due forme quadratiche sono rappresentati
ancora dalle matrici §) ed S;. Ma abbiamo appena visto che S; ed Sy sono simili;
quindi banno lo stesso polinomio caratteristico, e di conseguenza gl stessi autovalori,
per cui (i) & dimostrata.

Sia ora ¢ una forma quadratica su V, e S la matrice simmetrica associata rispetto a
una base ortonormale B fissata. Il Corellario 15.9 ci dice che esiste una matrice ortogo-
nale B tale che BT SB = B~1$B sia la matrice diagonale con gli autovalori A;,..., )\,
lungo la diagonale principale — matrice che & proprio quella associata a o rispetto
a B. Quindi la Proposizione 16.5 implica che ¢ & metricamente equivalente a ¢y, €
la (ii1) & dimostrata. \

Infine, se gh endomorfismi simmetrici associati alle forme quadratiche ¢; e
hanno gli stessi autovalori, la (i) implica che ¢, e 2 sono metricainente equivalenti
alla stessa forma quadratica, e quindi sono metricamente equivalenii fra loro. 0O

Definizione 16.5 La forma quadratica ¢y si dice forma canonica metrica della
forma quadratica @. Chiaramente, & univocamente determinata a meno dell’ordiuc
degli autovalori. -

Definizione 16.6 Diremo che una base B di V porta la forma quadratica ¢ in
forma canonica metrica se ¢ si esprime come la sua forma canonica metrica o nelle
coordinate relative a B. In pratica, B dev’essere una base ortonormale di autovettori
per I'endomorfismo simmetrico associato a .

EsemMPIO 16.4 Vogliamo la forma canonica metrica della forma quadratica ¢ su R3
rappresentata dalla matrice

4 0 -4
§=]0 1 0
-4 0 0

Il polinomio caratteristico di § &
Ps(A) = (1 =N)(A2 —4x —16) = (1 — N)(2+ 2V5 — A)(2 — 2v/5 — ).
Quindi la forma canonica metrica di ¢ & .
po(z) = af +2(VB + 1)ad — 2(v5 ~ 1)a,

e una base che porta ¢ in forma canonica metrica (ovvero una base ortonormale di
autovettori per ) & ;

0 V5 +1 VE-1
1 1
1], ——— 0 _— 0

0| \25+v8)| 2 | Ve-vE)| 2 '
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16.3 Classificazione affine delle forme quadratiche

Affrontiamo ora la classificazione affine. Per trovare degli invarianti dobbiamo iden-
tificare delle caratteristiche intrinseche delle forme quadratiche. Per esempio, se una
forma. quadratica & definita positiva ogni forma affinemente equivalente a lei & an-
cora definita positiva. Viene quindi spontaneo considerare come possibili invarianti le
dimensioni dei sottospazi su cui la forma quadratica assume un segno preciso.

Definizione 16.7 Sia ¢:V — R una forma quadratica su uno spazio vettoriale V/,
e {-,) il prodotto scalare associato. Diremo indice di nullita io(¢) di ¢ la dimensione
del nucleo di (-, -); rango il numero () = dim V —iqo(y); indice di positivita i, () la
massima dimensione di un sottospazio di V su cui ¢ & definita positiva; indice di nega-
tivita i_ (i) la massima dimensione di un sottospazio di V su cui ¢ & definita negativa;
e segnatura il numero s(p) = iy (p) — i_(p). Se A € M, »(R) & una matrice simme-
trica, diremo indice di nullita (di positivita, di negativita, segnatura) di A V'indice di
nullit, (di positivitd, di negativita, segnatura) della forma quadratica p(z) = 27 Az
definita su R™.

Lemma 16.7 GIi indici di nullita, positivita, negativita, la segnatura e il rango sono
invarianti aflini delle forme quadratiche.

Dimostrazione. Siano ¢ e ps = ¢ o L due forme quadratiche affinemente equiva-
lenti. Siccome ¢y & definita positiva (negativa) su un sottospazio W di V se e solo
se () @ definita positiva (negativa) sul sottospazio di ugual dimensione L(W), chia-
ramente ¢ e @2 hanno gli stessi indici di positivitd e negativitd, e quindi la stessa
seghatura. Se poi (-,-); & il prodotto scalare associato a ¢; per j =1, 2, si ha

Yo, weV (v,w)2 = (L(v), L(w))y,
(perché?) e quindi ¢, e py hanno anche uguali indice di nullita e rango. (]

Dunque abbiamo trovato degli invarianti affini. Per calcolarli possiamo usare di
nuovo Pendomorfismo simmetrico associato (e il segno dei suoi autovalori), come mo-
strato nel Teorema di Sylvester:

Teorema 16.8 (Sylvester) Sia ¢:V — R una forma quadratica su uno spazio

vettoriale V. Poniamo suV un prodotto scalare definito positivo (-,-), esiaT:V ~— V

Pendomorfismo simmetrico associato a . Allora:

(1) r(p) =rgT eio(p) = dimKerT, che & anche uguale alla molteplicita algebrica
di 0 come autovalore di T;

(i) 4.4(p) & il numero degli autovalori positivi (contati con la relativa molteplicita)
di T;

(ii1) i—(¢) & il numero degli autovalori negativi (contati con la relativa molteplicita)
di T

(1v) iol) + 4 () +i-(p) = dim V.
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Dimostrazione. Sia B = {v1,...,v,} una base ortonormale di V' composta da anto.
vettori di T', dove v; & relativo a \; € R, ordinati in modo tale che

>0 sej=1,...,p
)\j{<0 sefj=p+1,...,p+gq, (16.5)
=0 sej=p+g+1,....,p+q+h=n,
doven = dim V. Siccome Ker T' = Span (vp.g41, - - - , Un) , la Proposizione 16.2 implica
che h =ig(p) e che r(yp) = 1g T; dobbiamo dimostrare che p = i, (¢) e ¢ = i_ ().
Poniamo V. = Span (v1,...,vp), V. = Span (Upt1,...,Uptq) € Vo = KerT. Se
prendiamo v = cyv) + - + ¢pup € V. con v # O abbiamo

P P P
p(v) = (T(v),v) = > cicjhi(vi,v5) = > Aicicibij = > " Mler)? >0,
k=1

4j=1 i,j=1

per cui ¢ ¢ definita positiva su V., e quindi 71.(¢) > dimVy = p. Analogamente si
dimostra che & definita negativa su V_.

Viceversa, sia W un sottospazio di V su cui ¢ & definita positiva; cominciamo col
far vedere che
wn(ueV.)={0}. o (16.6)

Infatti, prendiamo w € W N (Vo & V_); dunque possiamo scrivere w = vy + v_,
con vy € Vypev_ € V.. Allora

0 < p(w) = p(ve + vo) = (T(vo +v-),v0 +v_) = (T{v_),vo +v-)
= (v-, T(v)) + (T(v-),v_) = (T(v=-),v_) = p(v_) <0,

dove abbiamo usato Vp = KerT e la simmetria di 7. Quindi ¢(w) = 0; ma ¢ &
definita positiva su W, e dunque w = O.

Ora, ricordando che V = V; @ (Vo @ V..), il Teorema di Grassmann e (16.6)
implicano

dimV > dim(W + (Vo ® V_)) = dim W + dim(Vo ® V_) = dim W + dim V — dim V.,

e quindi dimW < dimV, = p. Siccome l'indice di positivitd & il massimo delle
dimensioni def sottospazi W su cui ¢ & definita positiva, otteniamo i1 (p) < p e, por
quanto gid visto, i, (p) = p.

In maniera assolutamente analoga si dimostra che i_(¢) = ¢ = n —h —p, ¢ ¢i
siamo. I

E ora siamo in grado di completare anche la classificazione affine:
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Teorema 16.9 Sia V uno spazio vettoriale su R di dimensione n. Allora:

(1) due forme quadratiche sono affinemente equivalenti se e solo se hanno gli stessi
indici di positivita e negativita;

(it) fissiamo una base B di V. Se iy e i_ sono Dindice di positivita e lindice di
negativitd di una forma quadratica ¢, allora ¢ & affinemente equivalente alla
forma quadratica g data, nelle coordinate relative alla base B, da

2 2 2 2
wolz) = a7+ -+ &, ~TF 41— T g

Dimostrazione. Siccome sappiamo gia che gli indici di positivitd e negativitd sono
degli invarianti affini, ci basta dimostrare (ii); infatti in tal caso due forme quadratiche
con ghi stessi indici di positivitad e negativitd sono affinemente equivalenti alla stessa
forma quadratica, e quindi sono affinemente equivalenti fra loro.

Per dimostrare (1i) scegliamo un prodotto scalare definito positivo (-,-) su V
rispetto a cui B sia una base ortonormale (si pud sempre fare: vedi la Proposi-
zione 12.15), e sia T: V — V Pendomorfismo simmetrico associato a . Allora esiste
una base ortonormale C = {vy,...,v,} composta da autovettori di T'; possiamo anche
supporre che gli autovalori siano ordinati come in (16.5). Rispetto a questa base, @
in coordinate & data da

o) = Mol + o+ Azl + A 1xl g+ AT

Poniamo ora v} = v;/+/|X;|perj =1,... iy +i,ev; =v;perj =i, +i.+1,...,n
Allora, ' = {v},...,v},} & una base di V (non pil ortonormale!) rispetto a cui g in
coordinate & data da

o) = (2)" + 4 (@,)" = (@1, 1) =~ (2,4 )%

Dunque abbiamo trovato una base di V rispetto a cui ¢ & rappresentata dalla stessa
matrice che rappresenta g rispetto a I3; per la Proposizione 16.5, questo vuol esat-
tamente dire che ¢ e @y sono affinemente equivalenti. [

Definizione 16.8 La forma quadratica g si dice forma canonica affine della forma
quadratica . Diremo che una base B di V' porta ¢ in forma canonica affine se p si
esprime come g nelle coordinate relative a B.

Osservazione 16.8 1 vari indici e la segnatura di una forma quadratica non sono
indipendenti fra loro. Infatti, se ¢:V — R & una forma quadratica su uno spazio
vettoriale di dimensione n, il Teorema 16.8.(iv) ci dice che

() =n—is(p) —i-(p) e  s(p) =i(p) —i-(p);
viceversa,

(o) =" —~io(<p2) +sle) i (p) =12 io(‘PZ) —s(p)
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In partl.colgre, §ue forme quadratiche sono affinemente equivalenti se e solo se hauno
uguale indice di nullita e segnatura.

Osservazione 16.9 i Teorema 16.9 ci dice che esiste un isomorfismo L: V — V tale
che ¢ == g 0 L, ciod tale che

iy LA
o(v) = Z(Gilﬂfl + ot i) Z (@i + -+ + Ginza)?,
i=1 i=iy+1

dove.:c = Fp(v) sono le coordinate di v rispetto a una base B, e A= (a;) ¢ la
matrice che rappresenta L rispetto a B. In particolare, ¢ & definita positiva se] e solo
se p(v) si scrive come somma di quadrati di combinazioni lineari delle coordinate
come preannunciato nell’Osservazione 12.5. ,

EsEmMPIO 16.5 Sia ¢:R3 — R la forma quadratica rappresentata dalla matrice

4 0 -4
S=10 1 0];
-4 0 2

voghiamo la sua forma, canonica. affine, e una base di R3 che porti ¢ in forma canonica
affine. Il polinomio caratteristico di S &

ps(A) = —A% + 722 £ 2) — 8,

A-bb.lamo duf variazioni di segno, e det.S = —8 # 0; dunque il Criterio di Cartesio
ci dice che V'indice di nullita & zero, I'indice di positivita & due. Di conseguenza, la
forma canonica affine &

wo(x) = z7 + 23 — 2.

Per trovare la base abbiamo bisogno degli autovalori di S. Non & difficile verificare
che sp(S) = {1,3 + 17}, e che gli autospazi sono generati dai vettori

2v/3 22
0 V17417 V17-V17
v =11}, wvp= 0 , Ug == 0 ,
1+17 1-V17
2(17+V17) 2(17—+/17)

dove.vl, Vg e. vz hanno tutti norma uno. Per ottenere i vettori della base cercata
dobb.lamo quindi dividere questi autovettori per la radice quadrata del modulo del
relativo autovalore; quindi una base che porta ¢ in forma canonica affine &

2 2

0 VTVIT-17 VTVIT-17

1{, 0 , 0

0 1417 117
24/7vT7-17 271717
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16.4 Quadriche in R»

Nei Capitoli 10 e 13 abbiamo studiato insiemi (rette e piani) che possono essere
descritti come luogo di zeri di equazioni (o sistemi) di primo grado. In questo capitolo
abbiamo invece incontrato le forme quadratiche, il primo oggetto davvero non li-
neare (quadratico appunto) studiato in questo testo; ¢ adesso vedremo come applicare
quanto visto per studiare i luoghi di zeri di polinomi di secondo grado.

Definizione 16.9 Indichiamo con Ry|z,, ..., ] l'insieme dei polinomi a coefRcienti
reali in n variabili di grado minore o uguale a 2. Sia p € Rafz1, ..., %,] un polinomio
di secondo grado. La quadrica @, di equazione p & il luogo dei punti di R” le cui
coordinate soddisfano 'equazione p(zy,...,z,) = 0. In altri termini,

D ={(z1,...,2,) €R" | p(z1,...,z,) = 0}
Se n = 2, la quadrica Q, sara detta conica di equazione P, € indicata con Cp.

EsEMPIO 16.6 Sep(z,y) = 2* + 3y -2z = (- 1)2 +¢2 -1, la coni(}a Cy e la
circonferenza di centro (1,0) e raggio 1. Se invece p(z,y) = y? + 2z, la conica Cpéla
parabola di equazione z = —y?/2.

Osservazione 16.10  Le coniche si chiamano in questo modo perché si possono ottenere
intersecando un cono con un piano; vedi I’Osservazione 13C.6.

Osservazione 16.11  Attenzione a non confondere quadriche e forme quadratiche: sono
due concetti ben diversi. Le forme quadratiche sono polinomi omogenei di secondo
grado; le quadriche sono sottoinsiemi di R™ che soddisfano un’equazione (di solito non
omogenea) di secondo grado.

11 nostro obiettivo & classificare le quadriche di R™. Per far cid dobbiamo decidere
quando due polinomi di secondo grado p e ¢ determinano la stessa quadrica. Vi & una
situazione ovvia in cui questo accade: se esiste un o # 0 tale che q = op, & evidente
che Q, e Q, sono proprio lo stesso insieme.

Ma questo non & I'unico caso. Una quadrica & un sottoinsieme di R™, con una sua
forma. e un suo aspetto geometrico indipendente da dove si trova in quel momento —
ovvero indipendente dal sistema di coordinate scelto. In altri termini, se cambiamo
coordinate 'equazione che descrive la quadrica pud mutare, ma la quadrica come in-
sieme rimane essenzialmente la stessa. Dunque se due polinomi sono ottenuti 'uno
dall'altro tramite un cambiamento di coordinate allora descrivono essenzialmente la
stessa quadrica. E questo accade anche se fra i cambiamenti di coordinate ammel-
tiamo le traslazioni {come facevamo su A? e A3; vedi i Paragrafi 10.7 e 13.1).

Definizione 16.10 Un cambiamento affine di coordinate in R™ & un cambiamento
di coordinate del tipo
z = Bx' +¢, (16.7)

con B € GL,(R) e ¢ € R*. Un cambiamento metrico di coordinate in R" & un
cambiamento affine di coordinate dove B & una matrice ortogonale.
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Definizione 16.11 Due polinomi p, ¢ € Ryz,. .. » Tn] sono affinemente equivalent;
se esistono o € R*, B € GL,(R) e ¢ € R™ talj che

9(z') = op(Bz’ + ¢),

e in tal caso p(z) = o Yg(B~ 1z — B~c). Se inoltre B € O(n) & ortogonale, diremo
che p e ¢ sono metricamente equivalenti. Se p e q sono affinemente (metricamente)

equivalenti, diremo anche che le quadriche @, e Q, sono affinemente (metricamente)
equivalenti.

In altri termini, due quadriche sono ‘affinemente (metricamente) equivalenti se
esiste un cambiamento affine (metrico) di coordinate che porta l'equazione della prima
in un muitiplo dell’equazione della seconda. ‘

Osservazione 16.12 Due quadriche metricamente equivalenti sono anche affinemente
equivalenti; il viceversa non & vero (per esempio, un’ellisse di equazione z24-2y%2—1 = 0
¢ affinemente ma non metricamente equivalente alla circonferenza, z2 +y2~1=0).

Osservazione 16.13 La fondamentale differenza fra 'equivalenza metrica e quella af-
fine & la seguente: due quadriche metricamente equivalenti sono a tutti gli effetti
lo stesso insieme disegnato in posti diversi di R™, mentre due quadriche affinemente
equivalenti hanno soltanto la stedsa “forma”. Infatti, I'equivalenza metrica conserva
tutte le proprieta metriche (distanze fra punti, angoli, eccetera), mentre ’equivalenza
affine conserva solo le proprietd affini (appartenenza, limitatezza, numero di pezzi, al-
lineamenti, eccetera). Per esempio, due circonferenze di raggio diverso (o due ellissi,
se & per questo) sono affinemente equivalenti (hanno essenzialmente la stessa forma)
ma non sono metricamente equivalenti (hanno raggi diversi).

Osservazione 16.14 La nostra definizione privilegia I'equivalenza algebrica delle equa-
zioni sull'equivalenza geometrica degli insiemi: se esiste (a sistema di coordinate fis-
sato) un’isometria (0 un’affinitd) che porta la quadrica Qp nella quadrica Q, allora le
due quadriche sono metricamente (o affinemente) equivalenti; il viceversa, in alcuni
casi degeneri, non & vero. Il problema & che siccome siamo sui numeri reali I’equazione
p(Z1,...,%,) = 0 potrebbe non avere soluzioni. Per esempio, vedremo che le coniche
di equazione % + y2 +1=0e 224 1 = 0 non sono neppure affinemente equivalenti,
anche se entrambe descrivono l'insieme vuoto (cio® nessun punto (z, y) € R? soddisfa
una delle due equazioni).

Osservazione 16.15 Se le precedenti Osservazioni ti risultano oscure, conviene rileg-

gerle dopo aver finito di studiare questo paragrafo; a quel punto saranno molto pit
chiare.

Il nostro obiettivo & classificare le quadriche: dunque vogliamo associare iaj po-
linomi di secondo grado degli invarianti, e poi trovare una breve lista di quadriche
in forma canonica, a cui tutte le altre siano equivalenti. Per dare un’idea degli in-
siemi di cui stiamo parlando, elenchiamo subito quelle clie risulteranno essere le forme
canoniche affini delle coniche in R? ¢ delle quadriche in R3: ‘



— VT v T T T T
404  Capitolo 16 3 16.4 Quadriche in R" 405

Come vedremo, le coniche di tipo (a)~(d) sono non degeneri, e le altre degeneri.
Lellisse immaginaria e le rette complesse parallele descrivono in realtd entrambe

| Iinsieme vuoto, come detto nell’Osservazione 16.14; le rette complesse incidenti sono

/ \ /- _\ un punto, e le rette coincidenti sono I'asse y “contato due volte”. Le altre coniche in

\\—/ forma canonica affine sono mostrate nella Figura 16.1. Leggi anche i Complementi al
\ / ; Capitolo 13 per altre informazioni sulle coniche non degeneri.

Osservazione 16.16 Il motivo per cui abbiamo chiamato “ellisse reale” Ia circonferenza,

di equazione 2 + y° — 1 = 0 & che, come vedremo, tutte le ellissi sono affinemente

(a) Circonferenza (a') Ellisse reale : (ma non metricamente) equivalenti a essa. La Figura 16.1.(a) rappresenta proprio la

circonferenza 2 + y2 — 1 = 0, mentre Ia Figura 16.1.(a’) rappresenta un’ellisse la cui
equazione non ¢ in forma canonica affine.

Osservazione 16.17 Le “rette complesse incidenti” (la conica di equazione z2+y? = 0)
hanno questo nome perché il polinomio 2?4+ y? si spezza, nel prodotto (z +1iy)(x — iy)
di due fattori lineari a coefficienti complessi, come il polinomio definente le “rette reali
incidenti” si spezza nel prodotto di due fattori lineari a coeffcienti reali. Il motivo
del nome “rette complesse parallele” per la conica di equazione z2 41 =0 & analogo.

e

EsEMPIO 16.8 La lista delle quadriche tipo in R® & sensibilmente pit lunga. Si
tratta di:

(b) Iperbole (c) Parabola (a)

Vellissoide reale, di equazione 2% + y* + 22 — 1 = 0;

(b) Tellissoide immaginario, di equazione 22 + v+ 22 +1=0;
{¢) Viperboloide ellittico, di equazione 22 + y® — 2% 4 1 = 0;
(d) liperboloide iperbolico, di equazione z? + y2 — 22 — 1 = 0,
(e) il paraboloide ellittico, di equazione z2 + y* — z = 0:

il paraboloide iperbolico, di equazione z? — % — z = 0;

il cono immaginario, di equazione 22 + y? + 22 = 0;

il cono reale, di equazione z° 4 y? — 22 = 0,

(1) il cilindro immaginario, di equazione z? + ¢ + 1 = 0;

() il cilindro ellittico, di equazione z2? +y2 — 1 = 0;

(k) il cilindro parabolico, di equazione z2 ~ y = 0;
(1) il cilindro iperbolico, di equazione 2 —y% — 1 = 0;
(m) i piani complessi incidenti, di equazione z2 + y? =0;
(n) i piani reali incidenti, di equazione z? — 2 = 0;

{0) 1 piani complessi paralleli, di equazione z% + 1 = 0;

(

(

=
8 =

(e) Rette reali incidenti (g) Rette reali parallele

Figura 16.1 Coniche in forma canonica affine.

ESEMPIO 16.7 Le coniche tipo, a cui cercheremo di ricondurre tutte le altre, sono:

a) Dellisse reale, di equazione z2 +y? — 1 = 0;
b) Viperbole, di equazione 2% — y? — 1 = 0;
la parabola, di equazione 22 —y = 0;

(

( p) 1 piani reali paralleli, di equazione z? ~ 1 = 0;
()

(d) Dellisse immaginaria, di equazione z? + y? + 1 = 0;

(

(

(

(

(

q) i piani coincidenti, di equazione z2 = (.

¢) le rette reali incidenti, di equazione 2% — 9y =0; Alcune di queste quadriche sono rappresentate nella. Fignra 16.2.
. R . 9 .

) le rette complesse incidenti, di equazione z2 + 32 = 0; |

g) le rette reali parallele, di equazione z2 —~ 1 = 0; Osservazione 16.18 Come gia fatto per el'lissi e circouferenze, abbiamo chiarpato “el-

lissoide reale” la sfera di equazione 22 + 3%+ 2?2 —~ 1 = 0. Un csempio di ellissoide non

in forma canonica affine & nella Figura 16.2.(a").

1} le rette complesse parallele, di equazione 2 + 1 =0:
) le relte coincidenti, di equazione z2 = 0.
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(j) Cilindro cllittico

(k) Cilindro parabolico

{1} Cilindro iperbolico

(n) Piani reali incidenti (p) Piani reali paralleli
Figura 16.2 Le quadriche in forma canonica affine.

Un generico polinomio p € Ra[z;,...,z,] di secondo grado in n variabili & della
forma,

n n
(Tl ey XTn) = Z Qi T %5 + 2Zaj,n+193j + Gnp1ndr. (16.8)
i,7=1 Jj=1

Possiamo scrivere p in una maniera pit semplice. Al polinomio p (e quindi alla
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quadrica Qp) possiamo associare la matrice simmetrica

a11 a1,n41
A= : € Mpi1nt1(R),

ai,n+1 Ant1,n+1

¢ la sua sottomatrice (principale; vedi ’Esercizio 16.4)

aip 't Qin

-

An=11 . i |€M,.(R).

Ain  **° Qpn
Queste matrici hanno una. relazione molto stretta con p; infatti si ha (esercizio):

T
p(ml,...,mn)=‘x1»~-xn1‘A .

Ty

1

0 anche
p(z) = &' Az, (16.9)

dove useremo sempre la convenzione che se z € R™ allora # € R"+ ¢ otlenuto da z
aggiungendo 1 come ultima coordinata:

4

T 1

T — F=|"
Tn

Zn 1

Inoltre, se indichiamo con
n
pD(1,... 20) = Z Gy TiT;
4,7=1
la parte quadratica di p, abbiamo anche che

Tn

p(z)(ml,...,xn) = ’zl | A

Tn

Definizione 16.12 La matrice A & detta associata alla quadrica @, (o al polino-
mio p). Diremo che la quadrica & degenere se det A = 0, e non degenere altrimenti.
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Osservazione 16.19 La matrice A & 'unice matrice simmetrica per cui vale (16.9),
e quindi grazie alla quale possiamo studiare le quadriche con le tecniche viste per
le forme quadratiche. B per questo motivo che associamo al polinomio p proprio la
matrice A e non un’altra.

Ora al cambiamento di coordinate affine (o metrico) # = Bz’ +¢ possiamo associare

la matrice
Bic

B S| € Gl (®), (16.10)

in modo da riassumere la (16.7) in

i=Bi.
Allora la condizione di equivalénza fra due polinomi p(z) = T A% e ¢(z') = (&/)T A%
diventa

#)TA'E = q(z') = op(Bz' + ¢) = op(z) = 3To AF = (aE")T(UETAB):f'.
Dun(iue due quadriche di matrici associate A e A’ sono equivalenti se e solo se
A" =BT AB, (16.11)
e abbiamo dimostrato la

Proposizione 16.10 Due quadriche di matrici associate A e A’ sono affinemente
equivalenti se e solo se esiste 0 € R* tale che 0 A e A’ siano congruenti tramite una
matrice della forma (16.10). Le due quadriche sono metricamente equivalenti se e
solo se esiste 0 € R* tale che 0 A e A’ siano congruenti tramite una matrice della
forma (16.10) con B ortogonale.

Dunque possiamo richiamare immediatamente tutta la trattazione sugli invarianti
affini delle forme quadratiche, vista nei paragrafi precedenti. Nota anche che (16.11)
implica (esercizio)

A, =0BTA,B, bV =0BT(Anc+b) e o = op(c). (16.12)
In particolare abbiamo:

Corollario 16.11 1! valore assoluto della segnatura e il rango della matrice A as-
sociata a una quadrica, e il valore assoluto della segnatura e il rango della sottoma-
trice A, sono invarianti affini delle quadriche. In particolare, una quadrica degenere
e una non degenere non possono mai essere affinemente equivalenti.

Dimostrazione. Dalla Proposizione 16.5 ¢ dal Lemma 16.7 segue che A4 ¢ BT AR
{come pure A, e BT A,B) hanno ugnale segnatura e rango. Siccome 4 e 0 A hanno
uguale rango e segnatura per ¢ > 0, e uguale rango ma segnatura opposta per o <),
abbjamo finito. L

— S e

Osservazione 16.20 Contrariamente a
PUO mom essere ortogonale anche se B
sono invarianti metrici delle quadriche.

quanto si potrebbe immaginare, la matrice J3
¢ ortogonale; quindi gli autovalori di A non

. Il nostro piano di lavoro adesso & il seguente: dare
rovare i i i i
un cambiamento affine (o metrico) di coordinate che porti Vequazione di

una quadrica in una forms particolarmente sempli i i
1 mplice (del tipo di i i
Esempi 16.7 ¢ 16.8). Fatto cid, basters notare che g( ! it enean e 2o8!

una procedura effettiva, per

avremo completato la classificazione affine delle quadriche Lu
remo anche la classificazione metrica. .

Sia allora 9y una quadrica dj equazione p(xy, .
matrice associata, con A, la solita sottom )
polinomio p. Poniamo inoltre

( -+1Zn) = 0. Indichiamo con 4 la
atrice, e con p® la parte quadratica del

al,n+1
b= : €R" e

Qn 1

O = Ant1,nt1,

in modo da scrivere la matrice A nella forma

A, | b
bT

A=

3

(83

¢ il polinomio p nella forma
p(2) =28 Apz + %72 + o,

Inﬁne., sia r= 1g(Ay) il rango di An ed s = s(A,) la segnatura, di 4
Prima Q1 tutto, moltiplichiamo se necessario il poli;omio P per 7:1 in modo d
essere certi che la matr.ic’e Ay, abbia segnatura non negativa (e quindi alrnrxlgncc)) ug
Corolianes Dot f(,) rvnelzliel Esercizio .16.13). Siccome A4, & una matrice simmetrica, il
. . una matrice ortogonale B e O(n) tale che A, = BTA,B

diagonale {che sono gli
tuando il cambiamento

z = By’

trovi . . L . .
iamo che il polinomio P € metricamente equivalente a un polinomio della forma,

’ / 7 7
pizy,. .., 2h) = M)+ 4 Ar(2r)? + 20 Ta' 4 a, (16.13)

dove
ag,n+1
7
V=BTb=| . |egr

7
an,n-H
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€ A1,..., A € R sono gli autovalori non nulli di A,. Inoltre, a meno dell’ordine
possiamo anche supporre che

M2 2X>0> 051 22 A,

dove p = (7 + |s])/2 & I'indice di positivita di A, (vedi I'Osservazione 16.8).
Semplificata la parte quadratica, passiamo ai termini di primo grado. Ricor-
dando (16.12) si vede che una traslazione ¢’ = X’ 4 ¢ elimina i termini di primo

grado in p; se e solo se ¢ € R™ & soluzione del sistema A,z = ~b'. L'esistenza di una
tale soluzione & una caratteristica affine delle quadriche:

Lemma 16.12 Sia p € Ry{z1,...,%n] un polinomio di secondo grado di matrice

associata A € Mp 1 ny1(R). Allora:

(i) rg(-An) < rg(A) < rg(An) +2;

(if) il sistema A,z = —b ammette soluzione se e solo se rg(A) < rg(An) + 1;

(iii) se ¢ € Ra[w1,...,24] & un polinomio affinemente equivalente a p di matrice
associata A’ € Mp+1,n41(R), allora il sistema A,z = —b ammette soluzione se e
solo se il sistema ALz’ = —b' ammette soluzione.

Dimostrazione. Indichiamo con A la matrice completa del sistema Anz = —b. Sic-
come A si ottiene da A, aggiungendo una colonna, e A si ottiene da A aggiungendo
una riga, € chiaro che

1g(An) < rg(d) <rg(An)+1 e rg(d) < rg(4) < rg(A) 4 1;

in particolare (i) segue immediatamente. Se il sistema A,z = —b ha soluzione, il
Teorema di Rouché-Capelli ci dice che rg(4) = rg(A,), per cui rg(4) < rg(An) + 1.
Viceversa, se il sistema non ha soluzione necessariamente rg(4) = rg(A4,) + 1. Ma
allora la matrice composta dalle prime n colonne di A (matrice che & la trasposta
di A) ha rango rg(A,) + 1; se a questa aggiungiame !'ultima colonna in modo da
ottenere A, il rango aumenta ancora di 1, in quanto V'ultima colonna & linearmentc
indipendente dalle prime n (essendolo in A). Dunque se il sistema non ha, soluzione
necessariamente rg{A) = rg(A,) + 2, ¢ anche (ii) & dimostrata.

Infine, se g & affinemente equivalente a p, si ha rg(A4’) = rg(A) e rg(A,) = rg(4,).
per cui (iii) & conseguenza di {ii). L

Definizione 16.13 Sia Q, una quadrica di matrice associata A4 € M1 np1(R).
Diremo che Q & a centro se il sistema A,z = —b ammette una soluzione; altrimenti
diremo che Q, & un paraboloide. Ogni soluzione del sistema A,z = —b & deltn
centro della quadrica. Nota che il Lemma 16.12 ci dice che Qp € a centro se e solo
s rg(A) <rg(A,) + 1, e che & un paraboloide se e solo se rg(A) =rg(A,) + 2.

Osservazione 16.21 1l motivo del nome & il seguente: se Qp € a centro, e ¢g € R” ¢

nua qualunque soluzione del sistema A,z = —b, allora Q,, & simmetrica rispetto a ¢,.
Per dinostrarlo, effettuiamo il cambiamento di coordinate z = &/ + ¢o che porta
uellorigine, ¢ indichiamo con ¢ € Rafz1, . .., 2,] il polinomio dato da ¢(z') = p(z'+cy).
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chl’argrpente, Qp & simmetrica rispetto a ¢y se e solo se Qg & sinunctric
all'origine. Ora, la (16.12) ci dice che

arispetlo

q(z') = (&"\T A2’ + p(co);

in particolare, g(~z') = g(z")

- Dunque 2’ € Q, se e sol ! iod
; colare a q solo se —z’ € Q. ciod Q
simmetrica rispetto all’origine. "

g ©

./P.rosegulamo nello studio della quadrica Qp considerando prima di tutto il caso in
cul sia a centro. Eravamo arrivati a dimostrare che Q, & metricamente equivalentc

a Oy, dove p; & dato da (16.13). Allora effettuand i rico di
coonrimate g tice anco un cambiamento metrico di

' =X ¢,

dove ¢y € R™ & un centro di @p,, il polinomio p; si trasforma in
pz(X{, cee 1X7/1) = Al(X{)z +et )‘T(X;)Q + ala

dove o = py(cp). A questo punto dobbiamo considerare due sottocasi.
Serg(A4) = rg(An), allora necessariamente (perché?) ' = 0. Possiamo dividere py
per A; (che & positivo per ipotesi); dunque p, & equivalente a un polinomio della forma,

! N 2
G(X1,--, X7) = (X{)? + hJ(X})? o R (X) B2 (X ) - R (X)),

dove P=11(An) e hy = /N7 >0 perj=2,...,r
/Se invece rg(A) = r\g(.»%.) + 1, allora (perché?) o # 0 quindi dividendo p, per
|| > 0 vediamo che P ¢ metricamente equivalente a uno dei seguenti due polinomi:

(X1, X) =hf(X{)z+--'+h§(X,',)2—h§+1(X,'7+1)2—-"—hf(Xi)zil
dove p=i,(A,) e hi = /1X1/16’] > 0 per j = L,...,r. In particolare,
(Al =lp—(r—p) £ 1) = [|s] £ 1].

Se‘ s >‘ 0, questo implica che p & metricamente equivalente a un polinomio di tipo ¢,
‘(rlspettlvamente, ‘q\_) se e solo se |s(4)] > |s| (rispettivamente, Is(A)] < s). Se
¥nvecg s = 0 \(c1oe Se ci sono tanti autovalori positivi quanti autovalori negativi)
il p.ohno.mlo. P € metricamente equivalente sia a un polinomio di tipo ¢, che a un
polinomio di tipo ¢~ infatti il cambiamento metrico di coordinate
Xj+p sel S .] S P
! .
Xj=1{ Xjop sep+1<j<2p,
X; se2p+1<j<n,

trasforma il polinomio 9+ nel polinomio

'

Q(Xl,m,Xn)=~(h,€+1Xf+~-~+h£X,?—h%X§+. Fod N
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che & metricamente equivalente a un polinomio di tipo ¢ (basta moltiplicare per -1).

EseMPIO 16.9 Le coniche di equazione 2 —y? —1 = 0 e g2 —y* + 1 = 0 sono
metricamente equivalenti: basta scambiare x con y e moltiplicare per —1.

Finora abbiamo effettnato solo cambiamenti metrici di coordinate. Se ora invece
effettuiamo il cambiamento affine di coordinate {con hy = 1 nel caso 1g A = rg.A»)

i _ [ Xi/h; perj=1,...,r
Xj_{Xj perj=r+1,...,m, (16.14)

trasformiamo infine qq € ¢+ rispettivamente nei polinomi

po(X1yeo Xn) = X2 4+ X2 - X2~ = X2,
pa(Xey ooy Xn) = X3 4 X2 X2 — = X211,

che sono le possibili forme canoniche affini delle quadriche a centro.

Consideriamo ora, il caso dei paraboloidi, in cui rg(A) = rg(A,) 4 2. Per semplifi-
care il termine di primo grado prima di tutto effettuiamo il cambiamento metrico di
coordinate dato da '

' ! L
' {a:j’ — G apa/A pEri=1,...,7,

w;-' perj=r+1,...,n,

che porta p; nel polinomio

palal,. .. zn) =N ()4 + A (2?4 200"z + o
dove
0
S O VR C Y0 g C 2
a/r+1,n+1 A Ar
a‘fn,n+1

Siccome Q, non & a centro, si ha b # O (perché?). Dunque b” & un vettore non nullo
ortogonale a Span (ey, ..., e.); quindi possiamo completare {e1, ... ser b /|071|} 2
una base ortonormale C = {ei,...,e, ~b"/{|b"l,vr42,...,vn} di R". Effettuiamo
quindi il cambiamento metrico di coordinate

.’E” — OXH,

dove C € O(n) & la matrice di cambiamento di base dalla base canonica a C. Questo
cambiamento mantiene invariati i vettori ey, ..., e, e manda e, in —b"/||b"|}; quindi
il polinomio p; viene trasformato in un polinomio della forma

p3(XU, L XY = M 4+ M (X - 26X + o,
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dove k = ||b"]| > 0. A questo punto per liberarci del termine noto basta effettuare il
cambiamento metrico di coordinate

P X]l’- per j #r+1,
7 re1+a'/2k perj=r+1,

in modo da portare psz nel polinomio
Pa(Xy . Xn) = M(XDP 4+ M (X)) = 26X .
Dividendo infine per 2k > 0 vediamo che p & metricamente equivalente a
Gu(X1s o X0) = RRCXD2 o R2(K)? = h24y (Xgn)? = o = RE(XL)P = Xy,

con p =i.(A,) eh; = +/|X\;l/2k > Operj = 1,...,r. Effettuando poi il cambiamento
affine di coordinate '

X;/h; sej=1,...,r
X/ — J v ' 1 sl
J {Xj sej=r+1,...,n, (16.15)
trasformiamo ¢ in
p*(Xl,-“vXn) =X12++X§_X3+1 “"'"‘XE_XT-Ha

che & la forma canonica affine di un paraboloide.

Riassumendo, abbiamo dimostrato i seguenti due Teoremi:
Teorema 16.13 Siap € Ry[xy,...,x,] un polinomio di secondo grado in n variabili.

Indichiamo con A la matrice simmetrica associata, e poniamo 7 = 1g(A,), s = s(A4p)
e p = (r+|s])/2. Allora esattamente una delle seguenti situazioni si verifica:

(1) rg(f_l) = 18(A4y), |s(A)] = |s|, la quadrica Q, é a centro e p & metricamente
equivalente a un polinomio della forma

qo(zl,...,mn)=m%+h§m%+-~-+h%x§—hi+1z%+l—--~—h3mf,
conhy >+ >2h,>0e0< hpyy <+ < hy;

(i) rg(A) = 1g(An) + 1, |s(A)| < |s|, Ia quadrica Q, & a centro e p é metricamente
equivalente a un polinomio della forma

G- (1, Zn) =hizf + -+ homg — hpyyady, — o~ Rl - 1,
conh12---2h,,>060<h,,+1§~--§hr;

(1it) rg(f'l) =1g(An) + 1, |5(4)| > |s|, Ja quadrica Q, é a centro e p & metricamente
equivalente a un polinomio della forma ‘

q+(m1,...,mn)=h%m%+~--+h§m§—h§+1xi+l—--'—hﬁxf-‘f—l,
conhy > 2h;,>0e0<hyyy <0 < hy ;

i

'
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iv) rg(A) = rg(A,) + 2, la quadrica Q, é un paraboloide e p & metricamente equiva-
g p
lente a un polinomio della forma

2 2
q*(ml7"'7zn)=h¥m%+'“+h?)m?)_h%+lmp+l — o= Rl -z,
conhy > >hy>0e0<hpy1 <+ < hp.

Teorema 16.14 Siap € Ry[zs,. .., 2,) un polinomio di'secondo grado in n variabili.

Indichiamo con A la matrice simmetrica associata, e poniamo r = rg{A,), s = s(An)

e p= (r +|s])/2. Allora esattamente una delle seguenti situazioni si verifica:

(i) re(4) =1g(A4n), |s(A)] = |s|, la quadrica Q, & a centro e p & aflinemente equiva-
lente a un polinomio della forma

2, .2 2,2 2,
po(Z,.. Tn) =i+ oyt T Ty T

(i) rg(A) = rg(An) + 1, |s(A)] < |s|, la quadrica Qp & a centro e p & aflinemente
equivalente a un polinomio della forma

2 2,2 2 _ 1.
P (Z1ye o Tn) =Xy A b T, T~

(iii) rg(A) = rg(As) + 1, |s(A)] > |s|, la quadrica @, & a centro e p ¢ aflinemente
equivalente a un polinomio della forma

2 2 2 2 s
p"'(ml""’m"):m1+"'+xp_$p+1—"‘—Ilir-i-l,

(iv) rg(A) = rg{An)+2, la quadrica Q, & un paraboloide e p é affinemente equivalente
a un polinomio della forma

2 2,2 2
Pal@1y e Bn) = 2T o Ty — Tpyq — 0 — Ty~ Tl

Questo conclude le classificazioni metrica e affine: ogni quadrica & metricamente
(affinemente) equivalente a una di quelle elencate nel Teorema 16.13 (rispettiva-
mente, 16.14), le quali sono a loro volta a due a due non metricamente (affinemente)
equivalenti (Esercizio 16.20), con l'eccezione gia vista del caso rg(A4) = rg(A4n) +1
e |s(A,)| =0.

Definizione 16.14 La quadrica di questa lista a cui la quadrica di partenza risulta
essere equivalente si dice forma canonica metrica (affine) della quadrica, e questo
procedimento si chiama riduzione a forma canonica metrica (affine).

Dunque per trovare la forma canonica affine di una quadrica di matrice associata A
basta calcolare rg(A), rg(Ay), |s(A)], 1s(An)| e andarsi a leggere nel Teorema 16.14 la
forma canonica affine corrispondente. Usando il Criterio di Cartesio questo & quindi
un problema completamente risolto.
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Osservazione 16.22 In pratica, per trovare la forma canonica affine di una quadrica Q,,
si procede in questo modo. Prima di tutto si scrive la matrice simmetrica A associata
al polinomio p. Utilizzando il Criterio di Cartesio si trovano il numero iy = p di
autovalori positivi e il numero i = r — p di autovalori negativi di A,; possiamo
supporre 14+ > i (se non & cosl, basta moltiplicare per —1 il polinomio p). Allora la
parte quadratica della forma canonica affine di p sara data dalla somma di ¢4+ quadrati
col segno positivo e i_ quadrati col segno negativo. Poi si confronta r = iy + i col
rango di A: se sono uguali si & nel caso (i) del Teorema 16.14; se differiscono di 2, si
& nel caso (iv) del Teorema. Infine, se rg{A4) = r + 1, si calcola la segnatura di A e
la si confronta con s = i, — i_, per stabilire se si & nel caso (ii) o nel caso (jii) del
Teorema.

BEseMPIO 16.10 Vogliamo trovare un cambiamento di coordinate che riduca in forma
canonica affine la conica di equazione

p(z,y) = 52 + 5y® — 6zy + 16v2x + 32 = 0.

Le matrici associate a questa conica sono

5 -3 82 5 3
A=|-3 5 0|, A2=‘_3 5‘.
8v2 0 32

1l polinomio caratteristico di Az & pa,{A) = (2 — A)(8 — X), per cui sp(A2) = {2,8},
rg{Az) = 2 e |s} = 2. Inoltre

pa(X) = =X3 4 42)2 — 208X — 128,
per cuirg(A4) = 3 e |s(A)| = 1. Quindisiamo nel caso (ii) del Teorema 16.14 con p = 2,
e la forma canonica affine & :
X24+Y%-1=0,

ciod C, & un’ellisse reale. Ma era richiesto il cambiamento di coordinate, per cui
dobbiamo procedere. Una base ortonormale di R? composta da autovettori di A &

{EREREMIE

per cui il primo cambiamento di coordinate z = Bx', effettuato utilizzando la matrice

B_| V2 1/v2
IRV RR VAVl

ci da il polinomio

pi(e',y) = 8(z')% +2(y')? + 162’ + 16y’ + 32.
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11 sistema Ahz’ = —b’ ha come unica soluzjone

o=~ = |

per cui il secondo cambiamento di coordinate 2’ = X' + ¢o ci porta a
p2(X',Y) = 8(X')* +2(Y')* - 8.

Quindi la forma canonica metrica (dividendo per 8) &
1\ 2
o (0¥ = (P + (3) 0 -1

Infine rimane il cambiamento di coordinate finale X’ = X e Y’ = 2Y, che ci conduce
alla forma canonica affine

p_(X,Y)=X?4+Y%-1,
come previsto. Riassumendo, il cambiamento affine di coordinate effettuato &

{x = (o' +¢)/[V2=(X'+Y'=5)/V2= (X +2Y ~5)/V2
y=(—2'+9)/V2=(-X'+Y' =3)/VZ= (=X +2Y - 3)V2,
ovvero

X
Y

z
Y

_| v Ve | X | -5/V2
T -1V 2/V2 -3/v2
La Figura 16.3 mostra come si & modificata la posizione (e forma) della conica con i
vari cambiamenti di coordinate.

EseMPIO 16.11 Consideriamo la quadrica @, C R3? di equazione

p(x,y,z)=z2+y2+2$y+2\/§z+2\/§y+2z+4=0.

Le matrici associate sono

1 1 0 V2
110
A=l L0 VE 1 of;
0 0 0 1 00 0
VZIVZol o4

calcolando i polinomi caratteristici e applicando il Criterio di Cartesio vediamo subito
che rg(A) = 3, s(4) = 1, rg(As3) = 1 e 5(A3) = 1. Dunque si tratta di un paraboloide
degenere, di forma canonica affine

X2-Y =0
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CP2: G_
Co.

B

b~

p
: NG

Figura 16.3 Riduzione a forma canonica di una conica.

& un cilindro parabolico. Vogliamo trovare un cambjamento di coordinate che lo riduca
a forma canonica. Prima di tutto, sp(Az) = {2, 0}; il calcolo degli autovettori mostra
che prendendo

1/V2 1/vV2 0
0 0 1

il cambiamento di coordinate z = Bz’ trasforma p nel polinomio
oy, 7)) = 2(2')? + 42’ + 22" + 4.

Il cambiamento successivo &

che porta p; nel polinomio

pz(CL‘U,y”, ZII) — 2(.’5“)2 + 22” + 2;
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in particolare,
0
b =10].
] 1
Dunque dobbiamo completare I'insieme {e;, ~e3} a una base ortonormale di R3; ag-

giungendo per esempio v3 = e ricaviamo come matrice di cambiamento di base la
matrice

1 0 0
cC=10 0 1.
0 -1 0
Allora il cambiamento metrico di coordinate di matrice C
.’Z‘" — X//
yll — Z// ’
2" = __Y’//

trasforma py nel polinomio
pg(XH,YH, Z//) — 2(X//)2~_ 2yl/ 42

Procediamo col cambiamento

X" = Xx'
Y =V’ +1,

7 1
zZ"=27
arrivando al polinomio '

(X', Y, Z') = 2(X")? - 2",

che & la forma canonica metrica. Infine il cambiamento

X' = X/\/§$
Y =Y/2,
7=z,

ci conduce alla forma canonica affine. Riassumendo, il cambiamento di coordinate
che porta alla forma canonica affine &

T = (@ +y)VE= (@ 4y~ D) VI= (X4 2 )= (X 4 7' — 1))3
=X/2+Z/V2 - 1/V/3,

y=0"—y)/V2= "~y - 1)/V2= (X"~ 2" - 1)|V2 = (X'~ Z' = 1) /2
—X/2- Z]VE-1)V3,

p= ==Y =Y —1=-Y/2-1

eos z| |12 o0 V2 | x] |1/v2
yl=1[1/2 0o -1/2/|Y|-]|1/VvZ]|.
z 0 —1/2 0 A 1
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Esercizi

16.1  Studia il segno delle forme quadratiche su R? date da 1 () = 223 +4a; To 222
e p2(z) = 327 — 4z 25 + 223,

16.2  Studia il segno della forma quadratica y, su R® rappresentata dalla matrice

4 0 4
Sa= |0 a 1+a
4 1l4a 5+4a

al variare di a € R.

16.3 Sia g:V x V — R una forma bilineare su uno spazio vettoriale V. Definiamo
le funzioni p:V — Re {-,-}:V x V — R ponendo

P(0) = 9v,0) e (v,0) = 5[ofv,w) + glw,v)]

Dimostra che ¢ & una forma quadratica su V il cui prodotto scalare associato & (-, -).

16.4 Sia A € M, »,(R) una matrice simmetrica. Per k = 1,...,n la sottomatrice
principale Ay, € My (R) di ordine k di A & la sottomatrice ottenuta considerando l¢
prime £ righe e colonne di A. Dimostra che A & definita positiva se e solo se del. A, > 0
perk = 1,...,n. (Suggerimento: procedi per induzione su n, notando che A, definisce
un prodotto scalare su Span (ey, . . ., ex), e che se A & definita positiva su nn sottospazio
di dimensione k allora ha almeno k autovalori positivi, per il Teoreina di Sylvester.)

16.5 Trova la forma canonica affine e una base che porti in forma canonica affine
la forma quadratica ¢: R® — R data da

() = 4ot + 2% + 322 ~ 8z, z3.

16.6 Trova forme canoniche metrica e affine e basi che portino in forma canonica
metrica ¢ affine la forma quadratica ¢:R?® — R data da

wlz) = 22 + 222 + 622 + 82123 + 22073.
16.7 Trova due forme quadratiche su R? affinemente equivalenti ma non metrica-

mente equivalenti.

16.8 Siano 4, A’ € M, ,(R) due matrici congruenti. Dimostra che det A e det A’
hanno lo stesso segno.

16.9 Dimostra che se {-,-)o e (-,-); sono due prodotti scalari su V, con (-,-},
definito positivo, allora esiste una base B di V che & contemporaneamente ortonormale
per (-,-)o e ortogonale per (-, -);. :

16.10 Se £ C R? & una retta, e vy € R?, indichiamo con d(vo, £) la dista,nza.f eucliden
fra vg ed £. Siano vy,...,vx € R? punti distinti tali che vy + -+ + vy, = 0. ];)illl()ﬂlvl‘n
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che la retta £ che meglio approssima i punti vy, ..., v, {ciod per cui la somma -
F&) = d(vi, 0>+ - + d(vy,, £)?

¢ minima) ha equazione parametrica = = tvg, dove vy € R? & un autovettore relativo
all’autovalore pitt grande della matrice simmetrica A = X X7, dove X & la matrice

X =lv -+ u] € Myi(R).

Questo risultato & un caso particolare del metodo dei minimi quadrati. (Suggeri-
mento: prima di tutto dimostra che se £ & una retta qualunque ed £ & la sua retta
di giacitura allora f(£) > f{{’), per cui possiamo limitarci a considerare rette per
Porigine. Poi dimostra che se ¢ ha equazione parametrica = = tv con |v| = 1
allora f(() = Zj fluill* = v"Av, per cui bisogna massimizzare la forma quadra-
tica o(v) = v¥'Av per ||v|| = 1. Diagonalizza A e concludi.)

16.11  Trova l'endomorfismo simmetrico associato alla forma quadratica ¢:R* — R
data da

2, . 2
@(x) = 227 + x5 + 23133 — 2T94

1'ispett§ al prodotto scalare definito positivo
(T, y) = 2z191 -+ T1y2 + Tay1 + T2yz + Tays.
16.12 Sia ¢: Ry[t] — R la funzione data da
©(p) = p(0)° +p(1)* — p(~1)*.
Dimostra che ¢ & una forma .quadra.tica. su Ry[t], e trovane gli indici di positivita,
negativita e nulliti.

16.13 Sia § € M, »(R) una matrice simmetrica tale che sp(S) = {0}. Dimostra
che S & la matrice nulla. Deduci che se p € Ry[z),...,7,] & un polinomio di secondo
grado di matrice associata A, allora A,, ha sempre un autovalore non nullo.

16.14 Sia p:R? — R una forma quadratica non identicamente nulla su R2. Dimo-
stra che y & non degenere se e solo se la segnatura & pari. In particolare, dimostra
che in dimensione 2 la segnatura determina completamente il rango.

16.15 Identifica quali coniche nell’Esempio 16.7 e quadriche nell’Esempio 16.8 sono
a centro, e quali dei paraboloidi.

16.16 Trova un cambiamento di coordinate che riduca in forma canonica affine la
conica di equazione 22 + 4oy + 29> —x —~y —~ 1 = 0. :

16.17 Trova usando gli invarianti la forma canonica affine delle coniche di equazione
3% 4 6y +5y7 — 20 —dy — 2 =0, zy+ax—3y+4=0,

e solo dopo trova cambiamenti di coordinate che le riducano in forma canonica affine.
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16.18 Trova usando gli invarianti la forma canonica affine delle quadriche di cqua-
zione

522 4 day + 2% + 3z — 22 = 0, 2+ + 2% 4 222+ V2 + 2y + 3v22 4+ 3 = 0,

e solo dopo trova cambiamenti di coordinate che le riducano in forma canonica affine.

16.19 Trova la forma canonica affine della quadrica in R® di equazione
22 42z — 22 + 22 — 1= 0.

16.20 Dimostra che due polinomi' di uno stesso tipo fra quelli elencati nel Teo-
rema 16.13 ma con coefficienti diversi non sono mai metricamente equivalenti. Dimo-
stra che due polinomi di tipo diverso fra quelli elencati nel Teorema 16.14 possono
essere affinemente equivalenti solo se sono uno di tipo p4., Paltro di tipo p_ e si
ha |s} = 0. '

16.21 Sia V uno spazio vettoriale su C; una forma quadratica su V & una fun-
zione ¢: V — R della forma 9 (v) = (v,v), dove {,) & un prodotto hermitiano su V.
Dimostra 'equivalente dei Teoremi 16.1, 16.3, 16.6, 16.8 e 16.9 in questo caso. In
particolare, il segno di un prodotto hermitiano si trova applicando il Criterio di Car-
tesio come per i prodotti scalari. (Suggerimento: gli autovalori di un endomorfismo
hermitiano sono tutti reali.) -

16.22 Dimostra che una matrice simmetrica S € M, ,(R) & definita positiva sc e
solo se esiste una matrice simmetrica C' € GL,,(R)} invertibile tale che § = C?.

COMPLEMENTI
16C.1 Il Criterio di Cartesio

In questo paragrafo vogliamo dimostrare il Criterio di Cartesio, ovvero il Teore-
ma 16.4.(it). Cominciamo con un lemma:

Lemma 16C.1 Sia p € R[t] un polinomio di gradon > 1, eper i = 1,...,n
indichiamo con p' € R|[t] la derivata i-esima di p. Siano 0 < iy < iy <neap € R
tali che

P (ag) = =pNag) =0 e p(ap) #0.

Allora esistono Ay < ag < g tali che
PPN <0 e pP (M) (0g) >0

peri=itg,...,41 — 1. :
Dimostrazione. Scegliamo Ay < ag < A2 in modo che per i = ig,. .. 281 = 1 Punien
radice di p? in [);, Ao} sia ag, e in modo che pt™) non abbia radici in [Ary Azl

i
'
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Supponiamo prima di tutto che p(“)(ao) > 0. Allora pt=1) & crescente in g, per
cul pla=U(N) < 0 e Pa=1(y) > 0. Dunque p{"1=2) & decrescente a sinistra di ag, e
crescente alla sua destra; quindi P2\ > 06 P2 (Ay) > 0. Continuando cosi
otteniamo la tesi. Il caso P (ag) < 0 & del tutto analogo. O

Come conseguenza possiamo dimostrare un risultato preliminare nello spirito del
Teorema di Sturm (vedi i Complementi al Capitolo 14), il Teorema di Budan:

Teorema 16C.2 (Budan) Sia p ¢ R[¢] un polinomio di gradon > 1,eq < b
due numeri tali che pla)p(b) #0. Sece R indichiamo con V, il numero di varia-
zioni nella successione (p(c),p’(c), e ,p(”)(c)), dove p'9) indica Ia derivata i-esima,
di p. Sia inoltre s ¢ N il numero di radici, contate con la relativa molteplicita, di p
nell'intervallo (a,b). Allora esiste un k €N tale che

Va = Vb = s+ 2.
Dimostrazione. Scegliamo
e=ap<a; < - <@y, =b

in modo che nessuna derivata dj psi annulli in aleuno degli intervalli aperti {aj-1,a5).
Prendiamo poi Aj € (@j-1,0;) per j = 1,...,m.

Cominciamo col far vedere che V, = Va,. Per il Teorema dei valori intermedi,
peri=0,...,n s ha p(i)(ao)p(i)(/\l) 2 0; quindi se p¥(ag) % 0 per ogni 7 ¢i siamo.
Altrimenti, siano tp < 1y tali che

PV (ag) £ 0, plio)(gg) = ... = P (a0) =0, plin)(ag) £ 0;

siccome p(ag) # 0 e p(")(ao) # 0 abbiamo sicuramente 0 <ig < i < n Peril
Lemma. 16C.1 (e il Teorema dei valori intermedi) p*) (A1) ha lo stesso seguo di pli) ()
per ¢ =dy,...,4;. Dunque la stuccessione (PN (ae),0,... , O,p(il)(ao)) e la succes-
sione (p(io“l)(/\l),p(i“)(/\l), ... ,p("l)(/\l)) hanno lo stesso numero di variazioni. Ri-
petendo questo ragionamento tutte le volte che & necessario troviamo che Vo =V;,.
Vediamo ora che relagione '8 fra Vi e Vy 41+ Sicuramente esiste un minimo iy > 0
tale che p(*)(a;) = 0; distinguiamo due casi.
() 4o > 0. Allora troviamo un ¢ > 4 tale che

P a;) #£0, pi(gs)=... = (e;) =0, p™)(a,) #0.

Il Lemma 16C.1 ci dice che nella successione c; = (p(i")(/\j),...,p(“)(/\j)) ci
S0u0 41 — 4o variazioni, mentre in ¢;,; = (p(i“)(/\j+1),...,p(“)(/\j+1)) non ci
sono variazioni. Abbiamo quattro sottocasi:

(a.1) p(i“‘l)(aj)p(il)(aj) >0 e iy — 4o pari. In questo caso nella successione ottenuta,
aggiungendo plio—1) (A;) all'inizio della successione €; ci s0no ancora i; — i varia-
»ioni, mentre nella successione ottenuta aggiungendo p(i"_l)(/\jﬂ) all’inizio della
successione €41 continuano a non esserci variazioni.

5 Wttt
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(a.2) p(iO“‘)(aj)p(il)(alf) >0 e i1 ~ g dispari. In questo caso I successione ottenuta,
aggiungendo p(i"“‘)(x\j) all'inizio della successione ¢; ha i — iy 4 1 variazioni,
mentre la successione ottenuta aggiungendo Pl D(X;11) allinizio della succes.
sione ¢;4.1 continua a non avere variazioni.

(a.3) plo= (g, )pi)(a;) < 0 e 4 — % pari. In questo caso nella successione ottenuta
aggiungendo p(o~1();) all’inizio della successione c; c¢i sono iy — 14 + 1 varia-
zioni, mentre nella successione ottenuta, aggiungendo p(io“l)(Aj+1) all’inizio della
Successione ¢;11 si trova una sola variazione.

(a.4) p("“‘l)(aj)p(“)(aj) <0 e ~ g dispari. In questo caso nella successione otte-
nuta aggiungendo p(i”“l)(x\j) all'inizio della successione ¢; ci sono ancora 4y — i
variazioni, mentre nella successione ottenuta aggiungendo p(i°“1)()\j+1) all’inizio
della successione Cj+1 sl & creata una variazione.

In tutti questi sottocasi, comunque, passando da \ i & Aj11 si perdono un numero pari

di variazioni.

(b) 4o = 0. Sia allora 4, > 0 tale che

pla;) = =ph=D(g) = o, P (ay) # 0;

quindi a; & radice di p di molteplicita ¢, e in questo caso il Lemma 16C.1 ¢i dice
che passando da ) 5 @ Ajy1 perdiamo esattamente i1 variazioni.

Infine, il ragionamento in {a) ci dice anche che passando da A, ad a,, = b si perdono
di nuovo un numero pari di variazioni (in quanto p(b) # 0). Quindi

m—1
Va=Vo = (Va = Va,) + 3 (W, = Wa,,,) + (Va, — Vo) = s+ 2%
Jj=1
per qualche k£ € N. ]

Corollario 16C.3 Sia p € R{t] un polinomio di gradon > 1. Allora il numero di
variazioni di segno nella successione dei coefficienti non nulli di P & maggiore o uguale
al numero delle radici positive di p, contate con la relativa molieplicita, e la differenza
& un numero pari.

Dimostrazione. A meno di dividere p per un appropriato t¢, possiamo supporte
che p(0) # 0. Scegliamo M > 0 in modo che (vedi il Lemma 14C.11) [0, M] contenga
tutte le radici positive di p, e p() (M ) abbia sempre il segno del coefficiente direttivo
di p; in particolare Va; = 0. Poi notiamo che la successione (p(O),p’(O), e, p® (O))
differisce dalla successione dei coefficienti di p solo per fattori positivi; quindi Vg = 4.
Allora ci basta applicare il Teorema 16C.2 cona=0e b = M. ‘ O

Da questo risultato possiamo finalmente dedurre il Criterio di Cartesio: '

Teorema 16C.4 (Cartesio) Sia p R[t] un polinomio dj grado n con. tutte le
radici reali. Allora il numero di radici positive, contate con Ja relativa molteplicita,
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di p e uguale al numero di variazioni di segno nella successione dei coefficienti non
nulli di p.

Dimostrazione. Chiaramente possiamo supporre che p(0) 5 0. S?ano Uy %1 numero
delle variazioni, e st il numero delle radici positive; indichiamo poi con v_ il numero
delle variazioni nella successione dei coeflicienti non nulli del polinomio p(—t), e con s_
il numero delle radici negative di p (che sono le radici positive di p(—t), naturalmente).

Per i1 Corollario 16C.3 sappiamo che vy > s¢ e v > 5_; inoltre sy + s_ = n per
ipotesi. Dunque ci basta dimostrare che vy +v_ < n.

Procediamo per induzione su n. Per n = 1, p(t} = a1t + ag, p(—t) = —at+ag
per cui v4 + v = 1 0 0 a seconda che ag # 0 0 a9 = 0. Supponiamo allora che sia

vero per tutti i polinomi di grado minore di n, e scriviamo
p(t) = ant™ +art' + - +ag = ant™ +g(t),
con g; # 0; in particolare,
p(=t) = (-1)"ant™ + g(—t).
Indichiamo con v/, le variazioni di segno nella successione de:i coefﬁc‘ient‘i non null%
di ¢(t), e con v le variazioni di segno nella successione de} coefficienti non nulli
di q(—t). Per ipotesi induttiva, v/, +v_ <l. Se l = n— 1 abbiamo
vptvo =vi+vl +1<I+1=n,
e ci siamo. Se invece | < n — 2 allora abbiamo

vp+oo <V 4+vl +2<1+2<n—2+2=n,

e c¢i siamo di nuovo.

17

Conclusioni

Nel Capitolo 16 abbiamo visto (0 meglio, cominciato a vedere) come sia possibile trat-
tare con gli strumenti a nostra disposizione anche oggetti (polinomi, curve, equazioni)
di secondo grado. Il passo successivo consisterebbe nel passare al terzo grado, e poi
via via a tutti i gradi successivi... Si tratta ovviamente di tutta un’altra vicenda, che
perd ha le basi in quanto abbiamo visto: si entra nel reame della Geometria Algebrica,
una delle branche pit1 vaste e affascinanti della matematica.

Ma questo non & I'unico possibile shocco degli argomenti trattati in questo li-
bro. Un serio studio degli spazi vettoriali di dimensione infinita porta direttamente
all’ Analisi Funzionale, una teoria con ricchissime applicazioni ¢ vaste implicazioni
anche in fisica e ingegneria. ‘

Oppure ci si potrebbe concentrare sulle matrici, ed esaminare meglio i gruppi di
matrici che abbiamo incontrato (le matrici ortogonali, le matrici unitarie. . . ), entrando
nella teoria dei Gruppi e Algebre di Lie, teoria esteticamente ineccepibile e di vasta
portata.

O anche si potrebbe voler cercare metodi pilt efficienti per risolvere grossi sistemi
lineari, o per trovare le radici di polinomi di grado alto; tutti argomenti di Analisi
Numerica, disciplina con importanti applicazioni praticamente in qualunque campo
della scienza.

Insomma: 1'Algebra Lineare descritta in questo libro & solo 'ingresso a quel vasto
(molto pitt vasto di quanto probabilmente immaginavi solo qualche mese fa), impor-
tante e affascinante territorio che & la matematica contemporanea. Forse in futuro
diventerai uno degli esploratori di questo nuovo continente, o forse ti limiterai a utiliz-
zare i tesori che ne vengono estratti, o addirittura risalivaj sulla tua nave per tornare
verso lidi per te pili accoglienti; ma in ogni caso non rimane che augurarsi che questa
prima passeggiata lungo la spiaggia sia stata sufficientemente istruttiva e, perché no,
persino interessante. '
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Appendice

Soluzione di alcuni esercizi

Come detto nella Prefazione, per spingerti a una lettura attiva del testo alcuni dettagli
di alcune dimostrazioni sono stati lasciati per esercizio. Per completezza, riportiamo
qui le soluzioni di questi esercizi; s'intende che vanno lette soltanto dopo che hai
ripetutamente provato (possibilmente con successo) a risolverli da solo.

1.18  Ricorda che il grado di un polinomio & I'esponente della massima potenza di ¢
che compare nel. polinomio. Moltiplicando due polinomi, le due potenze di grado
massimo si moltiplicano fra loro, e gli esponenti si sommano; quindi

deg(p1pz) = degpy + degpa.

Sommando due polinomi, certo non compaiono potenze di ¢ di grado pil alto di quelle
che gia ci sono; quindi deg(p; +ps) < max{degp;, deg p2}. Se i due polinomi hanno lo
stesso grado e coefficienti direttivi opposti, la somma ha grado strettamente minore;
per esempio, se p1(t) = 2t e py(t) = —2¢, la somma & il polinomio 0 che ha grado —oo,
come richiesto.

1.19  Gode delle proprieta (i)~(vii) e della proprieta (ix) del Paragrafo 1.3, per
cui R[¢] & un anello commutativo in cui esiste I'elemento neutro per la moltiplicazione
(il polinomio costante 1) ma non un campo: non esiste I'inverso dei polinomi non
costanti. Infatti se degp > 0 allora deg(pg) > degp > 0 per ogni polinomio non
nullo ¢ (grazie al’Esercizio 1.18), per cui pg non pud mai essere uguale al polinomio
costante 1, che ha grado 0.

2.1 Se i tre punti allineati sono A1, Az e Ag, si procede esattamente come nella
dimostrazione della Proposizione 2.1. Se tutti e quattro i punti sono allineati, Ia
tesi segue semplicemente dall’associativita della somma fra numeri reali. Grazie alla
commutativitad della somma, rimane soltanto da considerare il caso in cui O, A e
appartengano alla stessa retta r, mentre As ¢ r. Anche in questo caso la dimostra-
zione procede come gia visto, con l'unica differenza che il parallelismo fra A e UOA,
& ovvio (appartengono alla stessa retta), e la congruenza fra i due segue diretlamente
dalla definizione di somma. di vettori. :
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2.2 Ladimostrazione della (i) della Proposizione 2.2 nel caso A < 0 & identica parola
per parola a quella del caso A > 0; cambia solo il disegno.

—_— — — .
2.4 Che 00A = OO per ogni vettore OA & ovvio. Supponiamo invece che si ab-

ey —
bia AOA = 00 per un qualche vettore OA, con A # 0. Allora possiamo moltiplicare
per A~ ottenendo

ey e

00 = 27100 = A"Y(\04) = (A\"'\)OA = 104 = 04,

per cui OK & necessariamente il vettore nullo.

4.16 { (z , 2 } & una base di R? se e solo se i due vettori sono linearmente indipen-
denti se e solo se la matrice A = CCL Z € non singolare. Supponiamo a # 0. Effet-

tuando un’eliminazione di Gauss si vede che A & non singolare se e solo se d—be/a # 0.
Se invece a = 0, scambiando le righe vediamo che A & non singolare se e solo se be # 0.
In entrambi i casi A & non singolare se e solo se ad — bc # 0.

4.20 Bisogna dimostrare che B = {v1, ..., v, } & un sistema di generatori. Se vy € V,
per la massimalitd i vettori vp,v1,...,v, sono linearmente dipendenti; quindi esi-
stono ag, ai,...,a, € R non tutti nulli tali che

Qo + vy + -+ Qv = 0.

Essendo v, ..., v, linearmente indipendenti, sicuramente o # 0; quindi ricaviamo
Q- Qi
U= ——v) — - — —Up € Span (v1,...,Vn),
Qg [e43]

come desiderato.

7.13 Siha

Laproy=LaoLpyc=Lao(Lp+Lc)=(LaoLp)+(LaoLc)=Lapyac,
Loap=LaacLlp=(La)oLp=ALaoLp)=2ALap = Lyap),
Lappy=LaoLag=1Lao(ALp) = AMLgoLg)=ALap = Lyap),

per cui A(B+ C) = AB + AC e (AA)B = A(AB) = A(\B).

7.19 A & invertibile se e solo se le sue colonne sono linearmente indipendenti se e
solo se ad — bc # 0 (Esercizio 4.16). Siccome

d —b

—C a

ad — be 0
0 ad — be

= (ad — bc) I3,

a b
¢ d

se A & invertibile Dinversa A7* & data dalla formula indicata.
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8.1 Siha w e T(U;) + T(Us) se e solo se esistono uy € Uy e uy € Uy tali che si
abbia w = T(u1) + T(u2) = T(u) + u2) se e solo se w € T(U; + Us).

9.10 Se h = 1 basta calcolare il determinante sviluppando lungo la prima. colouna.
Sia. allora vero per h— 1, e dimostriamolo per k. Sviluppando lungo la prima colonna

troviamo
B¢ Bu | B | €
det = by det s o (=1)M 1y det il B ,
oD oD oD

~

dove éj ¢ la matrice C a cui & stata tolta la riga j-esima. Per ipotesi induttiva,

By | C;
det J !

= (det Bjy)(det D);

quindi
det A = [by; det(Byy) + -+ + (—1)"*+1by1 det(Bp1)] (det D) = (det B)(det D).

10.1  Se (d/,b',c,d') = Aa,b,¢,d) con A # 0 & chiaro che oz + by +cz = d
e a'z + by + ¢’z = d’ hanno le stesse soluzioni, per cui descrivono lo stesso piano.
Viceversa, se le due equazioni descrivono lo stesso piano allora l'insieme delle soluzioni
del sistema
az +by +cz = d,
{a’m+b'y+c’z =d,

¢ un piano; per i Teoremi della dimensione e di Rouché-Capelli questo implica che

a b ¢

1=rg a b o

=rg

a b ¢ d
a/ b/ c/ dl 1
per cui (a/,¥,¢',d") = Ma,b,c,d) per qualche \ # 0.
10.7 Infatti
[ Urorv
a(ls +Ut) + b(ms + m't) + c(ns +n't) = sdet jm m m'|+tdet|m’ m m'|=0

n n n n n n

per ogni s, ¢ € R, per cui il piano = ha equazione cartesiana
a(z —~ o) + by — yo) +c(z — 2z) =0

come annunciato.

10.8 Seguendo il suggerimento si vede che i tre punti sono allineati se ¢ solo se i
vettori P; — Fy e Py — P sono linearmente dipendenti, che accade se e solo'se Vindiento
determinante & zero. ‘
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10.13 Infatti sono tutte e sole le rette con vettore direttore proporzionale a quello
della retta, r.

10.29 Una base ha chiaramente la stessa orientazione di se stessa. Siccome una
matrice e la sua inversa hanno determinante dello stesso segno, una base B, ha la
stessa orientazione di una base B2 se e solo se By ha la stessa orientazione di B;.
Infine il Teorema. di Binet ci assicura che se B, ha la stessa orientazione di By e By
ha la stessa orientazione di B3 allora BB, ha la stessa orientazione di Bs, in quanto la
matrice di cambiamento di base da B, a Bs & il prodotto delle matrici di cambiamento
di base da B, a B, ¢ da By a Bs. Dunque “avere la stessa orientazione” & una relazione
d’equivalenza sull’insieme delle basi. Fissiamo poi una base By diV, esia B_ labase
ottenuta cambiando di segno I'ultimo vettore di B,. Allora ogni altra base ha la stessa
orientazione di By oppure la stessa orientazione di B_. (perché il determinante pud
essere solo positivo o negativo); quindi V'insieme quoziente contiene solo due elementi
(si dice che esistono solo due possibili orientazioni di V).

11.13 Se ay AT + ... + oAl = O ¢ una relazione di dipendenza lineare fra le
colonne di 4, allora &y A" + -+ + @ A" = O & una relazione di dipendenza lineare

fra le colonne di A. Quindi la dimensione di Im A & uguale alla dimensione di Im A,
cioerg A = 1g A.

11.14 i determinante si calcola facendo opportune somme e prodotti degli elementi
della matrice; dunque la Proposizione 11.2 ci assicura che coniugando gli elementi e poi
calcolando il determinante oppure prima calcolando il determinante e poi coniugando
si ottiene lo stesso risultato. Quindi det A = det 4, da cui det A¥ = det AT = dot A.
Di conseguenza A” = A implica det A = det A, ciod det A € R,

12.14 Se v L U allora (v,u;) = 0 per j = 1,...,7 in quanto uy,...,u, € U.
Viceversa, supponiamo (v,u;} = 0 per j = 1,...,r. Allora

(vanus + -+ apuy) = 01 (v,u1) + - + (v, u,) =0

per ogni ay,..., o, € K, per cui v e UL,

12.21  Prendiamo v, v1, v2, w € V di coordinate z, z,, z, y € R” rigspettivamente.
Allora

(w,v) =2Ty = (y72)" =y 'z = (v, w);

(v1 + v, w) = yT(:zzl +zo) =y Tz + oy ms = (v1,w) + (w2, w).
11 caso complesso & identico.
12.22 PerogniveVew€ W si ha

(AT) (v}, w) = MT(v),w) = Mo, T*(w)) = (v, \T™*(w)),
((Th + To)(v), w) = (T(0), w) + (T3 (v), w)
= (v, T (w)) + (v, T3 (w)) = (v, (T} + T3 )(w)),

cquindi (T +T)* = Ty + T3 e (AT)* = AT*.
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12.27 Abbiamo Py{u) = u per ogni u € U e Py{ut) = O per ogni ut € U+; quindi
la. matrice A € M, »(K) che rappresenta Py rispetto alla base B =B, U By &

A

dove 7 = dim U. Indichiamo con B la matrice che contiene per colonne le coordinate
dei vettori di Bs rispetto a By. Essendo By ortonormale, le colonne di B sono ortogo-
nali (rispetto al prodotto scalare canonico) alle colonne di B; in particolare, BT B = O.
La matrice di cambiamento di base da By a B & per definizione data da

C = |B B| € GL.(R);

BTB| 0
0 |BTB

(det B” B)(det BT B) = det(CTC) +# 0,

siccome

CcTC =

)

I’Esercizio 9.10 ci da

e le due matrici BTB e BT B sono necessariamente invertibili. Quindi

T Ry~1
. |(BTB)"'| O r
| o |@B—
Dunque la matrice che rappresenta Py rispetto a By &
L. | O . |(BTB)1 0| |pT S
A=C C™'=|BB| pr|=B(EB"B)"BT.
0|0 o (0]

Il caso complesso & analogo.

12.28 Infatti

(0 + v, wyr = (T(vy +v2),w) = (T(v1),w) + {T(v2),w) = (v, w)y + {va, Whr;
D, whyr = (T(Qw),w) = MT(v),w) = Av,whr;
(w,v)p = (T(w),v) = (w, T(w)) = {T(W),w) = (v, why;

analogamente nel caso complesso. Infine, v € KerT se e solo se T(vy) = O se e
solo se (T'(vp), w) = 0 per ogni w € V se e solo se (vy, w)7 = 0 per ogni w € V, per
cui (-, )7 & degenere se e solo se T" & singolare.

12.29 Ty e Ty o T} sono isometrie in quanto (77)* = Ty = (T7%)~? = (TH—*
e(MoD) =Ty 0Ty =T; oIy = (T1oTp)™".
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13.3 Infatti passano per lo stesso punto e hanno vettori direttori linearmente di-
pendent;i.

14.1  Sew, vy, v2 € Vy allora T'(vy 4+ v2) = T(v1) + T(va) = My + Ay = A(vg + va)
e T(pv) = pT(v) = A(uv), per cui vy + vz, pv € Vi. Se Va = V allora T'(v) = hv per
ogni v € V, cioe T' = Aidy.

14.13 SiaC = {ui,...,u,} unabase dilU e B = {u1,..., %, Vr41,...,0n} una base
di V ottenuta completando C. Rispetto a B 'endomorfismo T & rappresentato da una

matrice della forma
B|C
O H

dove B ¢ la matrice associata a Ty rispetto alla base {u1,...,u.}. Quindi I'Eserci-
zio 9.10 ci da

A=

pr(}) = det(A — AI) = det(B — M) det(D — M) = pry, (A) det(D — AI),

per cui pry,, divide pr. In particolare, le radici di pry, sono anche radici di pr, e da
questo segue I'ultima affermazione.

14.20 Per ipotesi, BA’ = AB.. Scrivendo B = P+iQ e separando parte reale e parte
immaginaria troviamo PA' = AP e QA’ = AQ. 1l polinomio p(r) = det(P + rQ)
non & identicamente nullo (in quanto p(i) = det B # 0); quindi esiste 7y € R tale
che p(rg) # 0. Dunque B = P+ r0Q € M,,(R) & invertibile e BA’ = AB,
ciod A’ = B~'AB come richiesto.

16.13 Essendo S simmetrica, & diagonalizzabile; quindi esiste B € GL,(R). tale
che S = BOB™! (in quanto sp(S) = {0}) e dunque S = O. Siccome p & un polinomio
di secondo grado, A, # O e dunque sp(A,) # {0}.

16.20 Prima di tutto, il Corollario 16.11 ci assicura che polinomi di tipo diverso non
possono essere affinemente (0 metricamente) equivalenti, con l'eccezione gis, vista. In-
dichiamo con A®) la matrice associata ad un polinomio di tipo g4 (dove # =0, +, —
0 %), e supponiamo che esistano o € R*, B € O(n) e ¢ € R™ tali che il polinomio ¢
di matrice associata A’ = o BTA®) B sia ancora di tipo gu. Prima di tutto ¢ = O,
perché altrimenti ¢ conterrebbe dei termini di primo grado non permessi. Ora, AP &
diagonale, e ha tutti gli autovalori disposti lungo la diagonale in modo univocamente
determinato; essendo B ortogonale, A, = BTA%#)B ha gli stessi autovalori nello
stesso ordine, per cui A}, = .Asl# ). Infine in tutti e quattro i casi vi & un coefficiente
fissato: quindi anche o = 1 (oppure ¢ = —1 nel caso eccezionale gia discusso), e
dunque ¢ = gy4.
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